S R U LL Centre Lyonnais
\8) CENTRALELYON

UNIVERSITE DE LYON

Bases théoriques 2

Ondes planes, ondes spheriques
Conditions aux limites
Fonctions de Green
et
Formulations intégrales



Ondesplanes

Onchercheadessolutionsdel 6 ® q wWasondesnadépendantuedela variable spatialex,
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La solutiongénérales 6 ®:c r i t

, _ X X
p'(x1,t) =|f (t- =5) Ho(t+=4)
Co Co
Partie « progressive» Partie « rétrograde »
de | 6onde de | 6onde

| > < |



f etg sontdesfonctions arbitraires qui serontdéterminéegparlesconditionsinitiales
etlesconditionsaux limites d 6 prablemeparticulier

Onde progressive
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Laforme (etl adnplitude) del 6 o sowkiechangees



L 6 o 8 @ simplementéplacéesersla droite ala position

DX _X2- X1 _
DT T,-T

Xo=X1+¢y(To-T1)  doncala vitesse:

Desconclusionssimilairess 6 a p p lai § o @rdt®grade», a la seuledifférenceque
le motif sedéplaceverslesx, décroissants

Remarque:on ne confondra pas vitessedéplacement du motif Cg et vitesse des
particules fluidesv 0 par exempl e, pour | 6air

Co ° 340m/s
et v'° 1lmm/s | aunniveaude94dB

Vitesseparticulaire . Impédancecaractéristique

Il estfacile demontrerque: P'(Xq,1) = f(t- ﬁ) + g(t+ﬂ)
€0 Co

, 1 e X XU

Vi(xg,t) = ilf - 21| - gt Y

FoCo | o Coly

0Co Impedancecaractéristique du milieu de propagatior(Z)




Exemples

ro° J,29kg/m3
Air Co ° 331m/s

Zair°430kg/m2/s ou rayls déapr s Lord R

ro® 103 kg/m3
Eau |Co° 1500m/s

Z oay® 1510° rayls

John William Strutt,

39 Baron Rayleigh
Prix Nobel 1904
Theory of sound,
18771878

Remarque
pouruneondeprogressiveseule pressioret vitessesontproportionnelles  |[P'= + gCoV'
demémepouruneonderétrogradeseule, [P'=-T gCoV
dansle casgénéral,il n daycependantaucunerelation de proportionnalité




Ondesplanesmonochromatiques

pi(x1,1) = R P(xg)e ™

2
Equation deHelmholtz d_P + k2P =0, ko= w
dx? 0 Co
1

Dontla solutionestsimplement

P(x1) =lA e 'KoX1| + petkox

Correspond |0 o nplogressivecar:

P(xy) =A e Koy p=RdA e ko gt

: X
iw((t- 1)-—->Temps<< retardé »
pP=Re(Ae L0

Les constantegcomplexe$ A et B serontdéterminéespar les conditions aux limites
associeea uneconfigurationparticuliere




Onde progressive

P(x))=Ae Ik oxa Fonctionpériodiquespatialement

La périodespatiale(ou longueurd 6 o hl cestdéfiniepar

kol =2pU | =2P =2P% _C0 _

Col (T périodetemporelledel 6 onde)
kO W f

Co

Lesplansd 6 o sedéplacent la vitessec,

I

Quidd 6 uonde(plane)sedeéplacanselonunedirection quelconque?




Y
p(%:Ae_IK'X Solutiondel 6 ®q wWa t i

%
Helmholtz si K2 =k§ =

(«relation dedispersion») €0
vecteur dodoon

X1
C
K= kor?: ﬂg
Co

La phaseIZ.)\( estconstantalanstout planperpendiculairé n
(pland 6 o rswfaceequiphasg

| /cosqQ)

Pouruneondeplanede dépendanctemporellearbitraire:
X,

—)
Co

PR =1 (t-

Rem : un champarbitrairepeuttoujoursétrerepresent@arunesuperpositiond 6 o npiares
se propageanselondifférentesdirections,et éventuellementvanescente£ettetechniquequi
relevedela synthesale Fourierestparexempleutiliséeenacoustiquedessalles



Ondessphériques

Il s 6 adgobi ot nd.[®»s maisdansun systemele coordonnéespheériques

p'= p'(r,}&ﬂ/,t) Cequicorrespondunenotion«d 6 1 s o%:r op i M
aucunedirectionn 0 erevitégiee
la situationphysiqueestcelled 6 usnuece O,
omnidirectionnelle ponctuelleal 6 o r dugepere

Enexcluantesondesconvergenteseulepossibilitéréflecteursphérique)la pressiorestdonnéeoar

niveau proportionnellea la distancesourcerécepteur

p'= }f (t- L) On retrouvela notion de temps retarde, plus unedécroissancedu
r Co

La relationentrepressioret vitesseestplus compliguéequepouruneondeplaneet dépendde
la distancesourcerécepteut



Vi =—=f(t- —)
| roCO r CO
| @
|
, 1 r
= i )
r CO
L e e e e - —
P'=T0oCoV'y

relation obtenue
pour une onde plane

composante en phase

+

Terme «supplémentaire
important dans lenamp proche acoustique

rel
composante €n quadrature




Caractéristiguesénergétiques intensité acoustiqgue

LO i ntaequskiquén®enneestdonnéegar:

I
. 17
/"\ //\\ /Av/\v/\ | Im =limT. o o At
> 0
t

Pouruneonde plane commepouruneondesphérique:

'2 1 - 1T 1 1
=P ob PRH=limT. o ¥ (Mdt =p
I oCo 0

Cetteintensitévarie comme1/r? pouruneondesphérique

Pour une onde plane (ou une onde sphérigueen champ acoustiquelointain) la densité
d 6 ® n estdgnnéspar:

p m2 le |F=ecq (etil y aéquipartitionentreénergiecinétiqueet énergiepotentielle
oo




Ondessphériguesmonochromatiques

p'(r,)=Re P(ne& *}

Paranalogieaveclesformules« ondesplanes»

- ik, r
P(r)= Ae : La vitesseparticulaireestobtenueparl 0.@Q Eul er
I
ekd 1.8 .
V(r) =A B — Si Ko > 3 on retrouve la proportionnalité avec la
r roCog Ko pressiongéréeparl 6 i mp GEédfique
dumilieu

On peutendéduirelesquantitéxnergétiqguemoyennestenparticulierl 6 i n t(redrale)i t

*

| = pp Et ceci en champ proche ou lointain
) (estimation de la vitesse non néecessaire!)
oCo




Fonctionsde Green (en espacdibre)

Définition : réponse< impulsionnelle» du milieu aunesourceponctuelleenl 0 a b dedonte

surfaceréfléchissante

2
DG_luG:

2

2
cg Mt

S k- - 1)

La solutionestsimplement

GV ) =L dit-t-
4pr

r
Co

)

=X

ile reproduction du signal source avec un décalage
correspondanau tempsde trajet sourcerecepteurgt une
déecroissancedu niveau proportionnelle a la distance
sourceréecepteulcf. ondesphérique)

Remargue importante : la fonctionde Greenestsymetrique par rapportaux positionsde la
sourceet du récepteurOn peuténoncerun principe de réeciprocité, qui permetd 6 ® ¢ hlasn
positionsde la sourceet du récepteursansmodifier le résultatd 6 unmmesure Ce « principe »
restevalableenprésencal 6 o b s et enmilieet sonhomogendmaisil doit Etremodifié en

présencel 6 ®c oul ement)




Fonctionde Greenpour| 6 ® q uda Helmbaitz

DGy +k2Gy = - d(X- V)

La fonctionde Greenenespacdibre est:

Gk

e— Ikol’

4pr

(peutétre obtenuepar TF de la fonction de Greendel 6 ® q udasbndes,ou
simplemenparréférenceauxondessphériquesnonochromatiques)

Remargue: cesfonctionsde Greencorrespondendé la propagationacoustiqualansun espace

tridimensionnel pour certainesmodeélisationson est amenéa considérerdes fonctions de
GreenlD et2D, q u 6peutdeduiredesprecedentepar intégrationsur 1 ou 2 coordonnées

\

Par exempleourlecalculd 6 e f f d @ @aranlon@auvoisinaged 6 uvoiedecirculation



Sourcesétendueden espacallimité)

A partir dela fonctionde Green(qui correspona la notionde solutionélémentaire)l estfacile

de calculerla fluctuationde pressionprovogquéepar une distribution continuede sourcesdans
un certainvolume

R

X(

Laréponses 6 o b paicanvolutionde G avecla fonctionsource

p'(X;t) = AfEY,t) G(X;t

y,t)dydt| ou [p'(Xt) = AfY,t) G(X- Y.t- t)dyat

quis 6 e x psklanc i t e

v W dy Formule dite despotentiels retardés




La versionmonochromatiquéecetteformulesd ® c r i t

|k r -
p(xC> f(yc) dy r=[%- i

Remarque : on peut aussidéfinir des fonctions de Green « adaptées> qui prennenten
comptetoutesou certainesconditionsaux limites sur desobstacleqintégrale de Rayleigh
pour le rayonnementde structuresplanes par exemple) et qui peuvent permettre une
simplificationdesformulations

Lo ut i ldeskrctionsdaGreenestparticulieremenintéressantgour les formulations
iIntégralesdesproblemederayonnemenparlesstructurest de diffraction pardesobstacles
(écranspar exemple)qui sont a la basede codesde calcul commerciaux tels que LMS
Virtual Lab/ Sysnoisepar exemple



Conditions aux limites

Rappels contactfluide/soliderigide

L6 i mp er r&@afrontidreimpd@eque
\\/Jrel-hlzO
Cette condition « cinématique » est la seule a
Solide considérerpour un fluide parfait (continuité de la
' composantenormale de la vitesse la composante
tangentiellepeutétrediscontinug

Contactfluide/fluide

N Mémeconditiond 6 i mper m®abi | i t ®
P @ + Continuité dela contrainteal 6i nt er f ac e
@ (1)

=c(@n.

Pourunfluide parfait, SjjNj =-PN; (pasdecontraintetangentielle)

D 0 asithplemenp,=p,, continuitédelapressioral 6 i nt er f ac e



Specificitedesconditionslimitespourl 6 acousti que

Une difficulté majeureprovient de ce que les « solides» considéréae sont pasinfiniment
rigides les solidesélastiquegpar exempledesmétaux)sontle sieged 6 0 n quepsuventétre
excitéegparuneondeacoustiquencidente:

| \ / RFIuide

Solide v.l. OndesTransmises.ongitudinale (compressiongt
T, T

Transverse(cisaillement)

Les conditionslimites a écriresont: la continuitéde la vitessenormaleet de la contrainte, dans
lesquelledesdiverstypesd 6 o nddivestétreprisesencompte

Dansla pratiquedel & A c o ua asouyanticonsidéredesmatériaux plus compliques:

Laine de verre, moussesé tousles materiaux absorbantsqui sontporeux et de structure
complexe (phase solide plus ou moins rigide, cavites rempliesd 0 adffats, dissipatifs
visqueuxthermiques) il y a aussitousles matériaux « naturels », de caracteristiquesres
variablescommele sollors dela propagatiordusondansl 6 at mosph r e

Nécessitéle décrire cessituations par une condition aux limites simple



Impédanceacoustique

ldée: nepluss 6 i nt Reqisepasseal 0 1 n td@maiérawdonconn 0 a jpasaaces
aux ondestransmise$. Parcontreon pourracalculer facilementlesondesréflechies

Le comportementiu matériauest représentgar une caractéristigue locale, fonction de la
frequence maisindépendantdelaformedel 6 o inciente] 0 i mp ®@d# surfacey

Z(x,f) :é/gg petvn;ginplitudes:omplexesauniveaudel Ol nterface
¢'n=s | vp =VQijpt
S Fluide
L6 i1 mp Rabtaauvemdéterminéesxperimentalement
Matériau (méthodedu tube a impéedance- tube de Kundt); ou a
h/int partir d 6 u maelélisation fine du matériau (porosite,
resistanceaupassagelel O aortuositéé , voir courssur

lesmatériauxabsorbant®



Formulation intéqgrale desproblemesde diffraction

Introduction

¢ Récepteur

Formulation « locale»

*/' Equation de Helmholtz
+ conditions aux limites
Source S + condition «de rayonnement,
(monochromatique) ie & grande distance des obstacles,
les ondes sont divergentes et
ressemblent a des ondes sphériques
(3D) ou cylindriques (2D)

Pastres adaptéea la résolution numérique, car cela oblige a mailler finement tout un
volume ou il ne sepasserien d 6 i1 nt ® (p®Eagadon « en ligne droite ») et ceci
] u s gumedistance « suffisante » (comment la définir?) pour pouvoir appliquer des
conditions aux limites simples Noter cependantl 6 u t i Icroissantedesnméthodeséléments
finis / infinis (TP Actran)



Formulation intégrale
e Récepteur

/ Champ «diffracté »
A

*/ Champ «direct »

Source S 1

(monochromatique)
p(X) = ﬁf(x%qxﬁy%dw n%,(g G Gu;fx% xe
KNy y =

|k r
G()%% = ° : _‘)((:_ ﬁ éventuellement une
4pr combinaison de telles f.

de Green

Le champ «direct » ne pose pas de probleme, la source étant supposée connue
COoest | e champ qui serait relev® en | 0c¢
Le champ diffracté mérite plus de commentaires



Champ diffracté

—~

Gup()% Od L6i nt ®pgortea lurequement sur les
Y frontieres « physiques» du probleme.

SQ [ y =+ I n & @ pas a considérer une frontiere

« numeérique » pour fermer un domaine de

calcul comme c 0 eles das en formulation

Potentiel de locale C 6 euws tavantage important de ce
double couche typeddbapproches
(dipoles)

Remargue cette formule peut aussi étre appliquée
pour toute surface Sentourantla sourceet les objets
diffractant; formule de Kirchhoff ou de Kirchhoff -

Helmholtz

V.
Potentiel de
simple couche
(monopdles)

L 0 0 b s peataihseétre remplace par une Mais qui restenta déterminer!
double répartition surfacique de monopdles

et de diplles



Equation intégrale de surface

Pour déterminer les « potentiels» de couche,il suffit de faire tendre le point d 6 ® ¢ ®

versla surfaceS (il y a une petite difficulté techniquea causede la singularité dela f. de
Greenenl/r). On obtient :

Ny Ny 9

, A
Po(XT )= /) L2 -G“p(yc)0d§
S¢

Attention : il s 6 adyd u égeation intégrale (et non

d 6 usingle formule), | 6 i n c (krtsangradient)
_ S apparaissant a | 61 nt ®@r aeluore xt ®le

y X | 6i nt.®gr al e

Cette équation sera résolue par une méthode de

discrétisation type collocation ou éléments finis de

frontiere. C 6 elspartie délicatedel 6 a p p quose

fait doncen 2 temps (et avec2 typesde maillage)

1¢" temps: résolutiondel 6 ® q uirdgraledonnant lespotentielssur lesobstacles
2¢me temps : calcul du champ sonore dans le volume par intégration surfacique d 6 u
fonction connue(et ajout du champ direct).






