
Bases théoriques 2 : 

 
Ondes planes, ondes sphériques 

Conditions aux limites 

Fonctions de Green  

et 

Formulations intégrales 



 Ondes planes 

On cherche des solutions de lô®quation des ondes ne dépendant que de la  variable spatiale x1 
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Propriétés constantes dans tout 

 plan perpendiculaire à x1 

La solution générale sô®crit : 
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Partie « progressive »  

de lôonde 

Partie « rétrograde » 

de lôonde 



f et g sont des fonctions arbitraires  qui  seront déterminées par les conditions initiales  

et les conditions aux limites dôun problème particulier 
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Onde progressive  

A 
« photo » de lôonde prise à l ôinstant T1 P ô 

x1 

A 

X2 

« photo è de lôonde prise ¨ l ôinstant T2 
P ô 

x1 

)
c

x
t(f)t,x('p

0

1
1 -= Donc si  

0

2
2

0

1
1

c

X
T

c

X
T -=-

alors öö
÷

õ
ææ
ç

å
-=öö

÷

õ
ææ
ç

å
-

0

2
2

0

1
1

c

X
Tf

c

X
Tf

La forme (et lôamplitude) de lôonde sont inchangées 
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Lôonde sôest simplement déplacée vers la droite à la position: 
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Des conclusions similaires sôappliquent à lôonde « rétrograde », à la seule différence que 

le motif se déplace vers les x1 décroissants. 

Remarque: on ne confondra pas vitesse de déplacement du motif         et vitesse des 

particules fluides  vô; par exemple, pour lôair : 
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 Vitesse particulaire . Impédance caractéristique 

Il  est facile de montrer que : 

00cr Impédance caractéristique du milieu de propagation (Z) 



Exemples : 
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dôapr¯s Lord Rayleigh 

Remarque : 

pour une onde progressive seule, pression et vitesse sont proportionnelles  

de même pour une onde rétrograde seule,  

dans le cas général, il  nôy a cependant aucune relation de proportionnalité  
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John William Strutt, 

3rd Baron Rayleigh 
Prix Nobel 1904 

Theory of sound,  

1877-1878 



Ondes planes monochromatiques 
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Equation de Helmholtz 
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Dont la solution est simplement : 
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Correspond à lôonde progressive car : 
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Temps « retardé » 

Les constantes (complexes) A et B seront déterminées par les conditions aux limites 

associées à une configuration particulière. 



Onde progressive 
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La période spatiale (ou longueur dôonde) l est définie par 
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Les plans dôonde se déplacent à la vitesse c0 

Quid dôune onde (plane) se déplaçant selon une direction quelconque ? 
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Helmholtz  si 
 

(« relation de dispersion ») 
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La phase          est constante dans tout plan perpendiculaire à 

(plan dôonde, surface équiphase)  
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vecteur dôonde 

Pour une onde plane de dépendance temporelle arbitraire : 
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Rem : un champ arbitraire peut toujours être représenté par une superposition dôondes planes 

se propageant selon différentes directions, et éventuellement évanescentes. Cette technique qui 

relève de la synthèse de Fourier est par exemple utilisée en acoustique des salles. 



Ondes sphériques 

Il  sôagit dôondes « 1D », mais dans un système de coordonnées sphériques 

)t,,,r('p'p jq= Ce qui correspond à une notion « dôisotropie » :  

aucune direction nôest privilégiée; 

la situation physique est celle dôune source  

omnidirectionnelle ponctuelle à lôorigine du repère 
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En excluant les ondes convergentes (seule possibilité:réflecteur sphérique), la pression est donnée par : 

On retrouve la notion de temps retardé, plus une décroissance du 

niveau proportionnelle à la distance source-récepteur 

La relation entre pression et vitesse est plus compliquée que pour une onde plane et dépend de 

la distance source-récepteur : 
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relation obtenue  

pour une onde plane  
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Terme « supplémentaire » 

important dans le champ proche acoustique 

 
l¢rcomposante « en phase » 

composante « en quadrature » 



Caractéristiques énergétiques : intensité acoustique 

Lôintensit® acoustique moyenne est donnée par : 
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Pour une onde plane comme pour une onde sphérique : 
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Cette intensité varie comme 1/r 2 pour une onde sphérique 

Pour une onde plane (ou une onde sphérique en champ acoustique lointain) la densité 

dô®nergie est donnée par : 
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Ondes sphériques monochromatiques 
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Par analogie avec les formules « ondes planes » 

On peut en déduire les quantités énergétiques moyennes et en particulier lôintensit® (radiale) 
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Si  0k r 1>> on retrouve la proportionnalité avec la 

pression, gérée par lôimp®dance spécifique 

du milieu 
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Et ceci en champ proche ou lointain  

(estimation de la vitesse non nécessaire!) 



Fonctions de Green (en espace libre)  

Définition : réponse « impulsionnelle » du milieu à une source ponctuelle, en lôabsence de toute 

surface réfléchissante 
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La solution est simplement : 
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CC ie reproduction du signal source avec un décalage 

correspondant au temps de trajet source-récepteur, et une 

décroissance du niveau proportionnelle à la distance 

source-récepteur (cf. onde sphérique) yxr
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Remarque importante : la fonction de Green est symétrique par rapport aux positions de la 

source et du récepteur. On peut énoncer un principe de réciprocité, qui permet dô®changer les 

positions de la source et du récepteur sans modifier le résultat dôune mesure. Ce « principe » 

reste valable en présence dôobstacles et en milieu non homogène (mais il  doit être modifié en 

présence dô®coulement) 



Fonction de Green pour lô®quation de Helmholtz 
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La fonction de Green en espace libre est : 
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(peut être obtenue par TF de la fonction de Green de lô®quation des ondes, ou 

simplement par référence aux ondes sphériques monochromatiques) 

Remarque : ces fonctions de Green correspondent à la propagation acoustique dans un espace 

tridimensionnel; pour certaines modélisations on est amené à considérer des fonctions de 

Green 1D et 2D, quôon peut déduire des précédentes par intégration sur 1 ou 2 coordonnées. 

Par exemple pour le calcul dôefficacit® dôun écran long au voisinage dôune voie de circulation 



Sources étendues (en espace illimité)  

A partir de la fonction de Green (qui correspond à la notion de solution élémentaire) il  est facile 

de calculer la fluctuation de pression provoquée par une distribution continue de sources dans 

un certain volume  
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La réponse sôobtient par convolution de G avec la fonction source. 
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qui sôexplicite selon : 
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Formule dite des potentiels retardés 



La version monochromatique de cette formule s ô®crit : 
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Remarque : on peut aussi définir des fonctions de Green « adaptées » qui prennent en 

compte toutes ou certaines conditions aux limites sur des obstacles (intégrale de Rayleigh 

pour le rayonnement de structures planes par exemple) et qui peuvent permettre une 

simplification des formulations.  

Lôutilisation des fonctions de Green est particulièrement intéressante pour les formulations 

intégrales des problèmes de rayonnement par les structures et de diffraction par des obstacles 

(écrans par exemple) qui sont à la base de codes de calcul commerciaux tels que LMS 

Virtual  Lab/ Sysnoise par exemple. 
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Conditions aux limites 

Rappels :  contact fluide/solide rigide 
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Lôimperm®abilit® de la frontière impose que 

 

 

Cette condition « cinématique » est la seule à 

considérer pour un fluide parfait (continuité de la 

composante normale de la vitesse; la composante 

tangentielle peut être discontinue) 
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Même condition dôimperm®abilit® 

+ Continuité de la contrainte à lôinterface 
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Pour un fluide parfait,  ijij npn -=s (pas de contrainte tangentielle) 

Dôo½ simplement p1=p2 , continuité de la pression à lôinterface 
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Fluide 

TL 

Solide Ondes Transmises Longitudinale (compression) et 

Transverse (cisaillement) 

Les conditions limites à écrire sont : la continuité de la vitesse normale et de la contrainte, dans 

lesquelles les divers types dôondes doivent être prises en compte. 

Une difficulté majeure provient de ce que les « solides » considérés ne sont pas infiniment 

rigides; les solides élastiques (par exemple des métaux) sont le siège d ôondes qui peuvent être 

excitées par une onde acoustique incidente : 

Dans la pratique de lôAcoustique, on a souvent à considérer des matériaux plus compliqués :  

Laine de verre, mousses, é tous les matériaux absorbants qui sont poreux et de structure 

complexe (phase solide plus ou moins rigide, cavités remplies dôair, effets dissipatifs 

visqueux-thermiques); il  y a aussi tous les matériaux « naturels », de caractéristiques très 

variables, comme le sol lors de la propagation du son dans lôatmosph¯re. 

Nécessité de décrire ces situations par une condition aux limites simple  

Spécificité des conditions limites pour lôacoustique 



Impédance acoustique 

Idée : ne plus sôint®resser à ce qui se passe à lôint®rieur du matériau (donc on nôaura pas accès 

aux ondes transmises). Par contre on pourra calculer facilement les ondes réfléchies. 

Le comportement du matériau est représenté par une caractéristique locale, fonction de la 

fréquence, mais indépendante de la forme de lôonde incidente, lôimp®dance (de surface) : 

S
öö
÷

õ
ææ
ç

å
=

nv

p
)f,x(Z p et vn : amplitudes complexes au niveau de lôinterface 

intn nvv
CC
Ö=

Lôimp®dance est souvent déterminée expérimentalement 

(méthode du tube à impédance - tube de Kundt); ou à 

partir dôune modélisation fine du matériau (porosité, 

résistance au passage de lôair, tortuosité é, voir cours sur 

les matériaux absorbants) 
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Formulation intégrale des problèmes de diffraction  

Équation de Helmholtz 

+ conditions aux limites 

+ condition « de rayonnement », 

ie à grande distance des obstacles, 

les ondes sont divergentes et 

ressemblent à des ondes sphériques 

(3D) ou cylindriques (2D) 

Formulation « locale » 

Pas très adaptée à la résolution numérique, car cela oblige à mailler finement tout un 

volume où il  ne se passe rien dôint®ressant (propagation « en ligne droite ») et ceci 

jusquô¨ une distance « suffisante » (comment la définir?)  pour pouvoir appliquer des 

conditions aux limites simples. Noter cependant lôutilisation croissante des méthodes éléments 

finis / infinis  (TP Actran)  
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Introduction  



Formulation intégrale 

Source 
(monochromatique) 
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éventuellement une 

combinaison de telles f. 

de Green 

Champ « direct » 

Champ « diffracté » 

Le champ « direct » ne pose pas de problème, la source étant supposée connue 

Côest le champ qui serait relev® en lôabsence dôobstacle. 

Le champ diffracté mérite plus de commentaires 
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Champ diffracté 

Lôint®grale porte uniquement sur les 

frontières « physiques » du problème. 

Il  nôy a pas à considérer une frontière 

« numérique » pour fermer un domaine de 

calcul comme côest le cas en formulation  

locale. Côest un avantage important  de ce 

type dôapproches. 

Potentiel de  

simple couche 

(monopôles) 

Potentiel de 

double couche 

(dipôles) 

Lôobstacle peut ainsi être remplacé par une 

double répartition  surfacique de monopôles 

et de dipôles 

Mais qui restent à déterminer! 

Remarque: cette formule peut aussi être appliquée 

pour toute surface S entourant la source et les objets 

diffractant; formule de Kirchhoff   ou de Kirchhoff  -

Helmholtz. 



Equation intégrale de surface 

Pour déterminer les « potentiels » de couche, il  suffit  de faire tendre le point dô®coute x 

vers la surface S (il  y a une petite difficulté  technique à cause de la singularité de la f. de 

Green en 1/r) . On obtient : 
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Attention : il  sôagit dôune équation intégrale (et non 

dôune simple formule), lôinconnue p (et son gradient) 

apparaissant à lôint®rieur et à lôext®rieur de 

lôint®grale . 

Cette équation sera résolue par une méthode de 

discrétisation type collocation ou éléments finis de 

frontière. Côest la partie délicate de lôapproche qui se 

fait  donc en 2 temps (et avec 2 types de maillage) 

1er temps : résolution de lô®quation intégrale donnant les potentiels sur les obstacles. 

2ème temps : calcul du champ sonore dans le volume par intégration surfacique dôune 

fonction connue (et ajout du champ direct). 




