
Propagation en milieu inhomogène
La méthode de l’équation parabolique

Idée directrice :
Simplifier les équations de départ et obtenir des « formes asymptotiques »
permettant un traitement numérique efficace dans de s situations complexes : 
gradients de célérité du son et/ou de vitesse, réfle xion sur des obstacles …

Deux approches dominent :
- La plus simple est l’approximation haute fréquence , dite de l’acoustique 
géométrique , a l’avantage de se généraliser au cas d’écoulemen ts complexes et 
rapides; c’est elle qu’on a choisi de développer ic i.

- La seconde, dite approximation parabolique, a pour el le l’avantage de 
prendre en compte une partie des effets de diffractio n négligés dans 
l’approche géométrique. 



Equation parabolique
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à variation rapide selon x 1 (direction 
privilégiée , typiquement l’horizontale)à variation lente selon x 1

y y y y est une sorte d’enveloppe à variation lente modulant « l’onde plane » 0 1ik xe-

L’idée générale est de se débarrasser de la « porteu se » pour travailler sur 
l’enveloppe qui est à variation lente (échelle L au lieu de lll l , L>>lll l ); ceci permettra 
un échantillonnage beaucoup plus lâche selon x 1 (mais inchangé selon les 
directions transverses).
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d’où

Cette équation peut se résoudre par une avancée pas à pas de la solution 
selon x 1.
On maille selon x 2 et x3 (avec un pas fixé par la longueur d’onde lll l ); par contre 
le pas d’avancement selon x 1 ne sera pas directement lié à lll l et souvent 
beaucoup plus grand que lll l en pratique.

2 avantages décisifs : maillage réduit en x 1; résolution « séquentielle » pas à
pas au lieu d’un maillage simultané dans les 3 direc tions.

Le prix à payer : une validité de l’approximation limitée à un cône d ’axe x 1, 
d’angle au sommet de l’ordre de 15°.
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Laplacien « transverse », dérivées secondes par rappor t à x2 et x3

dérivée 1 ère en x1 : équation de nature parabolique
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Exemple de calcul de niveaux sonores par la méthode de l’équation 
parabolique; célérité décroissant linéairement avec l’al titude
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Comparaison entre tracé de rayons et équation parabolique
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Tracé de rayons : profil de célérité de Munk



Comparaison tracé de rayons / calcul « ondes »



Relations de dispersion
et approximations paraboliques d’ordre supérieur 

Toujours dans le cas du milieu homogène, il est pos sible de donner un 
éclairage différent à la nature des approximations n écessaires à l’obtention de 
l’EPS; cet éclairage ouvre ensuite le voie à la cons truction de meilleures 
approximations.
Rappel : relation de dispersion de l’équation de Helmholtz ( homogène)
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Soit une relation entre (module du) vecteur d’onde et 
fréquence, qu’on appelle relation de dispersion du milieu.

Géométriquement cette relation montre que l’extrémi té du vecteur K décrit une 
sphère de rayon k 0

*. Pour simplifier l’illustration on se place dans l e plan (x 1,x2) 
que l’on fait coïncider avec le plan (K 1,K2).

*ce qui traduit l’ isotropie de la propagation : aucune direction n’est privilég iée 
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Relation de dispersion de l’EPS
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Équation d’une … parabole!

La relation de dispersion s’écrit :
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La parabole est osculatrice au cercle de Helmholtz en (K1=k0 ,K2=0)



Vitesses de phase et de groupe

Le choix d’une direction privilégiée a introduit un e anisotropie artificielle du 
milieu , qu’on observe sur la courbe de dispersion; elle s e traduit par une 
« dispersion angulaire » des vitesses de phase et de groupe. 
Pour une onde « se propageant » selon l’angle qqqq (dans le sens suivant : la 
direction du vecteur d’onde est qqqq; K1=K cos qqqq, K2=K sin qqqq), le module de la vitesse 
de phase est donné par :
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Ce qui met bien en évidence que cette vitesse de ph ase dépend de l’angle de 
propagation. Elle est égale à
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Au voisinage de l’axe 1, la vitesse de phase est tr ès proche de c 0 :
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La vitesse de groupe est le gradient de w par rappo rt à K :
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On notera que la vitesse de groupe est orthogonale à la courbe de dispersion 
(parabole) par construction (ce qui explique le tracé de la figure précédente) ; le long 
de cette courbe, 
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qui traduit bien l’orthogonalité de la vitesse de gr oupe et de la tangente à la 
courbe de dispersion.
En module, la vitesse de groupe est égale à
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On note que la vitesse de groupe n’est plus orthogonale aux fro nts d’onde , et ceci 
est d’autant plus marqué que l’angle « de propagation » qqqq est fort.
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Remarque capitale :
La vitesse de groupe est toujours dirigée vers les x1>0, quel que soit l’angle « de 
propagation » qqqq.
Cette propriété a priori curieuse est fondamentale p our l’efficacité de la 
résolution numérique (rien de revient vers la sourc e); c’est évidemment un 
artefact de la méthode, mais qu’il faudra conserver  lors de la recherche 
d’approximations plus performantes, tout en diminua nt « l’écart par rapport au ½
cercle de Helmholtz » pour qqqq<pppp/2.  

De Helmholtz à l’EPS
On peut facilement obtenir la relation de dispersio n de l’EPS à partir de celle de 
Helmholtz en utilisant un développement « petits ang les »:
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Rem: on a choisi la racine « positive », i.e. un sens  de propagation vers les x 1>0;
L’approximation suppose
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� � ce qui cohérent avec le résultat obtenu en partant de 

la fonction de Green



Ce calcul suggère une voie simple pour améliorer l’ EPS : 
développer la racine un cran plus loin!
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La courbe de dispersion associée est tracée ci-dess ous (pointillés rouges)

Le contrat est manifestement rempli. 
Reste à écrire l’équation aux dérivées 
partielles associée à cette relation de 
dispersion. On y arrive facilement grâce 
aux correspondances :
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D’où l’équation pour p :
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Et en revenant à yyyy

(on reconnaît l’EPS dans les 2 premiers termes)

Cette équation est plus compliquée de par la présen ce de la dérivée quatrième; 
mais c’est toujours une équation de type parabolique, à r ésoudre « en 
marchant » vers les x 1>0. L’effort de calcul supplémentaire ne sera pas 
considérable.

Reste une dernière difficulté : comment étendre cett e approche à la propagation 
en milieu non homogène?



Développement systématiques d’approximations paraxia les
L’idée est de généraliser la factorisation de l’équ ation de Helmholtz (ou des 
ondes) 1D, qui correspond à une décomposition en ond es progressive et 
rétrograde : 
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Onde progressive

Onde rétrograde indépendante 
(couplage possible par les conditions aux limites)

Dans le cas d’un milieu « stratifié » où , par exemple à 2D, l’indice de réfraction 
ne dépend que de x 2 on écrit formellement :
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La factorisation précédente est exacte, car les opé rateurs 

1
et Q (qui reste à expliciter) commutent
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Et la solution va se présenter comme la somme d’une  onde progressive et d’une 
onde rétrograde qui évoluent de façon indépendante.  On a en particulier :
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Il ne reste plus qu’à définir de façon exploitable n umériquement l’opérateur Q, 
« racine carrée » de l’opérateur différentiel Q 2. (on remarque l’analogie avec 
l’opération de racine carrée utilisée pour détermin er K1 dans le paragraphe 
précédent). 

Équation de nature parabolique (dérivée 1 ère selon x 1)

Rem : en fait n=n(x 1,x2) mais avec une dépendance lente en x 1; il existe donc un 
couplage faible entre p + et p -, négligé en pratique. Mathématiquement ce 
couplage est traduit par la présence au 2 ème membre de l’équation factorisées 
d’un « commutateur »
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Explicitation de l’opérateur Q
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Pour une onde plane inclinée d’un angle qqqq par rapport à l’horizontale
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un « petit paramètre »

D’où l’idée d’utiliser un développement limité standa rd
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Qui conduit à l’équation :
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Ou, après introduction de l’enveloppe yyyy
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Rien n’empêche de poursuivre le processus comme dan s la recherche des 
relations de dispersion, avec cette fois la présenc e d’un indice variable.
Ainsi une équation parabolique « quadratique » est fac ilement obtenue par le 
développement :
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On obtient sans difficulté une équation du type :
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Où A, B, C et D s’expriment en fonction de l’indice et de ses dérivées 1 ère et 2ème

(et de k 0)
Dans le cas particulier n=1, on trouve A=B=0, C=1/2 k0

2 et D=-1/8k0
4, retombant 

ainsi sur l’équation obtenue directement à partir de  la relation de dispersion « au 
2ème ordre ».

Approximation « rationnelle » de Q

En pratique le développement de Taylor d’ordre supé rieur n’est pas utilisé; on 
préfère des développements dits « de Padé » (Padé appro ximants) qui sont plus 
performants.
L’idée est la suivante : approcher la racine par un e fraction rationnelle, dont les 
coefficients sont déterminés par comparaison avec u n développement de Taylor 
d’ordre donné.
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Par identification il vient :
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D’où, jusqu’à l’ordre 2 :
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Et finalement
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Cette équation, du 3 ème ordre, est équivalente à l’équation « quadratique »
obtenue par développement de Taylor.
L’expérience montre même que son comportement est m eilleur et qu’elle traite 
correctement des angles de propagation jusqu’à 45°. (approximation dite de 
Claerbout, développée initialement en sismique).
Rem: cette équation est résolue typiquement par dif férences finies. Il existe aussi des 
équations « petit-angle » et « grand-angle » qu’on peut r ésoudre par FFT (Illustration en 
TP). 

-- EPS

-- EPS « quadratique »

-- EPS « grand-angle » (Claerbout)



Propagation ASM
Profil bilinéaire « sévère »



Calcul Equation Parabolique Standard



Calcul équation parabolique grand-angle (par FFT)



Propagation d’infrasons sur de très grandes distances
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