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Résune :
Une technique d'interpolation explicitédentée, optimiée, d’ordreéle\e avec conle de 'amplification estévelop@e
afin d’assurer la communication entre @ifénts maillages d’'un multidomaine, lorsque les contesngonétriques ne

permettent pas I'usage d’interpolations cereis. Sa stabili est @montée tleoriquement et valige nunériquement sur
des cas tests de convection.

Abstract :

An explicit non-centered optimized high-order interpmattechnique with control of the amplification has been tieve
ped to handle communication between overset meshes, whiesmezkinterpolations can not be used due to geometrical
constraints. Its stability is theoretically demonstratadd is numerically validated with some convection tesesas

Mots clefs :interpolation, décentrage, optimisation sous contraintes, multidomainestabilité

1 Introduction

Le développement, au cours de ces deux dernieres desemld techniques de superposition de maillages,
aussi appelegshimera methogdou Overlapping grid method1],[2]), offre de nouvelles perspectives dans le
domaine de la simulation numérique. Ces méthodes reetezffet accessibles les géométries complexes sans
avoir recours a un maillage non structuré. Ceci préseoie un intérét majeur pour la simulation numérique
en aéroacoustique (CAA), dans la mesure ou les méthadaéngues développées sont généralement mises
en ceuvre sur des maillages structurés. Des méthodesrgatation centrées précises ont été expérimentées
pour assurer la communication entre les differents ngghiaconstituant un multidomaine de calcul, comme
les interpolations de Lagrange, les B-splines [3] et lesrpalations optimisées de Tam et Kurbatskii [4]. Des
études numeériques récentes ont montré qu'il etaisaglossible de simuler avec fidélité des phénoméenesacou
tiques variés a I'aide de maillages se chevauchant §H7]).

Les méthodes d'interpolation développées dans le casécaécessitent généralement un large support de
points donneurs (typiquement de 6 a 12 points) pour éffessamment précises, et par conséquent, ne peuvent
etre utilisées, pour des raisons géomeétriques, lerégpoint receveur est trop pres de parois. Linterpotatio
linéaire sur 2 points n'étant pas assez précise poendiisée pres de bords en CAA, le recours aux interpola-
tions décentrées est la solution envisagée dans celtlavanéthode présentée est développée conjointemen
a une méthode de differences finies non dissipative etfgpaersive pour évaluer des dérivées spatiales, une
intégration temporelle de Runge-Kutta optimisée, endilirage sélectif pour supprimer les composantes
hautes frequences non résolues par le schéma awedi€és finies choisi (voir [8] pour plus de détails).

Une étude préliminaire non présentée dans ce documembrdré qu’une généralisation au cas décentré
des méthodes d’interpolation de Lagrange ou des méthdidesrpolation optimisées dans le domaine des
nombres d’onde n’était pas satisfaisante. En effet, bienlgs méthodes obtenues soient tres précises dans le
domaine spectral résolu, elles amplifient tres fortendnh facteur 2 a 100, les composantes a faible longueur
d’'onde du signal & interpoler, comme par exemple le bruit@igue. Le filtrage selectif s’avére incapable de
compenser une telle amplification haute frequence a ehigpation, et la simulation est impossible a mener.

2 Construction d’'un schéma d’interpolation adapté au cas @centré

Soientn un entier dan®*/{1} etS = {xp;x1;...; 2,1} Un ensemble de réels vérifiantc; = zo + jAx,
pour toutj € {0;1;...;n — 1}, avecAxz le pas de maillageXz > 0). On suppose que les interpolations
sont effectuées dans la celluledu support de points donneurs (figure 1). Le point recevesiécrit alors

x = x9+ (d — 1+ n)Ax, oun est la partie fractionnaire de: — x¢)/Az (n € [0;1]). Le pas de maillage
Ax peut étre supposé constant sans perte de génératitéffet, dans le cas contraire, il suffit d’effectuer les
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FIG. 1 —Support d’interpolation décentré sur la celldleavecn = 6 etd = 2.

interpolations dans le domaine transformé et non dansrfeadee physique [3].
Soit f une fonction discréte dg dansR. On notef; = f(x;) pourtoutj € {0;1;...;n—1}. Soninterpolation

a un point receveur est notég%:), dont une formulation 1-D explicite non couplée s’écBit

n—1

Ve 01, flz) = sim)f (1)

ol less? sont lesn coefficients d'interpolation a déterminer, qui dépemicie la positiom Az dans la cellule

d’interpolationd. Ces fonctions d’interpolation sont déterminées paékolution d’un probleme de minimi-
sation sous contraintes qui est formulé dans la suite.

e Fonction a minimiser :
On notefy, la fonction harmonique de nombre d’onklet de déphasagg On souhaite minimises? , I'erreur
intégrale d'interpolation sur 'intervalle des nombrégrdie adimensionnels;; x|, qui s’écrit :

Fu 2
e = [ (dheln k) dkss) @
avece{ (n,kAz) I'erreur locale d'interpolation :
rs n—1
T) — x ne .
giioc(nv k‘AfL’) = fk( }k(—l";.k( ) =|1- Z S?(’I’}) (& (GHx)kA (3)
7=0

ety = 1 —d —n. Dans I'équation (2)x, est fixé a 0, tandis que, est choisi comme la limite de résolution du
schéma aux differences finies optimisées a 11 pointsodeBet Bailly, soir /5.

e Contrainte d’ordre : ~ ,
On souhaite que l'nterpolation soit d’ordre formefp € {1;2;...;n—1}), soit f(z;) = f;+O(Ax’). Ainsi,

on effectue des développements de Taylof@el ordrep aux pomthJ En les réinjectant dans I'équation (1)
et en annulant tous les termes d’ordre non nul, on obtient :

Vre{0;1;...;p— 1}, Zs 7+ x)" =9 4)

¢ Contrainte d’amplification :

Cette contrainte a pour objectif de borner 'amplificatidmtrpolation. On impose que pour tout nombre
d’onde, 'amplification locale est majorée par- oy, OU oy €St le seuil de tolérance d’amplification (ty-
piqguementy,, = 0.03). Une légere amplification est ainsi tolerée, maisezellreste par construction tres
modérée, comparée aux facteurs d’amplification obteous une généralisation au cas décentré des méthodes
d’interpolation de Lagrange ou des méthodes d’interpmatptimisées. Afin d’obtenir une contrainte souple,

on approxime le maximum sérAx € [0; 7] de 'amplification locale par sa normig?. Le controle de I'am-
plification s’écrit :

" d 2 2q
(afhe(n kAz)) ™ dlkAT) = (1+ o) (5)
0
ot (n, kAz) est 'amplification locale d'interpolation :
x n—1
ofoe(n, kAz) = | 70 Z kA (6)
=0
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Le choix deq est un probleme délicat cardépend théoriquement de la longueur du support d’intationm
n, de 'ordre formel d’interpolatiomp, de la position d’interpolatiorn et du décentragé. Les simulations ont
montré que; = 30 assurait la convergence de I'algorithme d’obtention deffimdents d’interpolation et une
bonne précision du calcul.

Le probleme d’optimisation sous contraintes est résatugpméthode des multiplicateurs de Lagrange. En in-
troduisant les multiplicateurs, associés ap contraintes d’ordre et le multiplicateprassocié a la contrainte
d’amplification, le lagrangie associé au probleme s’écrit :

p—1

ﬁ(sgvsilw-->Sg—17>\07"'7)‘p—1>:u) = / <€ldoc(777 kAm)) d(k’Al‘ +Z/\ ZS j +X 579

i 2q
b ([ (ot han)™ dthao) - 1+ awl>2q> @
0
Les coefficients d’interpolation sont alors obtenus eplk@sit le systeme non linéaire suivant :
oL oL oL
Vie{0;1;...;n—1} Vre{0;1;...;p—1}, =—=0; —=0; — =0 8
{ ] 7n }7 r { [l 7p }7 837 ) 8/\r 9 8,& ( )

Le systeme non linéaire (8) est résolu numériquemdiaide d’'une méthode itérative de Newton-Raphson.
Des régressions polyndmialesqed’ordre élevé par morceaux ont été effectuées afinaktéa la détermination
et la manipulation des coefficients d'interpolation copsdants dans la suite.

On note COmppo? la méthode d'interpolation décentrée supoints, d’ordrep, avec un décentragé et

avec le contrdle de I'amplification, et Ggpo? la méme méthode sans la prise en compte de la contrainte sur
'amplification.

3 Reésultats nuneriques et stabilite

(@) (b)
2
10 " " " " 2.2
2 L
1.8t
“w HCS 1.6
~ 1.4t
10 o E
-5 Eh ) 12 [
10 ¢ .- E
-6 — = = — ~ 7]
10 ) ) ) ) 1~ ‘ =
/32 /16 /8 /4 /2 T /8 /4 /2 T
kAx kAx

FIG. 2 —(a) : Maximum d’erreur d’interpolation locale pour un datrage sur la premiere cellule, en fonction du nombre dsond
(b) : Maximum d’amplification locale d’interpolation pounwécentrage sur la premiére cellule, en fonction du nerdtonde——
COl6pld --- COIl6p3d, ----- COl6p5d, Ol2p2d, Ol6p3d.

La figure 2(a) montre dans le domaine des nombres d’onde lémmaxd’erreur locale d’'interpolation pour
des méthodes décentrées sur la premiere cellule stguéila figure 2(b) montre le maximum d’amplification
associé. On s’'apercoit que pour les méthodes avecatert€e I'amplification, I'erreur sature prés de 2 pour
les hauts nombres d’onde (ce qui correspond alors a unadéagke proche de), et chutent rapidement pour
des nombres d’onde plus faibles. On observe égalementlasi€grdre formel est élevé, plus I'erreur décroit
rapidement quand le nombre d’onde diminue. Les figuresle®t aussi, en observant les courbes obtenues
pour Ol6p30d et COI6p3a que la diminution significative de 'amplification d'intesfation s’est faite au prix
d’'une augmentation de I'erreur d’interpolation quel qué Eonombre d’onde. Cependant, I'erreur obtenue
pour COI6p56 reste de plusieurs ordres de grandeur en-deca de cedieugbpour une interpolation linéaire
(O12p2d) dans le domaine résolQ; 27/5], ce qui est trés satisfaisant. On remarque enfin que I'dication

3
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d’interpolation pour les méthodes avec controle resigelaent en-deca de I'amplification obtenue avec des
méthodes sans contrdle, mais que I'amplification esesapfe a 1 pour certains nombres d’'onde du domaine
résolu.

¢ Etude de stabilité :

A la vue des résultats précédents, les méthodes dloletion optimisées décentrées avec contrdle de Iflamp
fication s’averent par construction toujours amplificzs, mais beaucoup plus modérément que les méthodes
d’interpolation décentrées optimisées sans contiddepartie qui suit étudie la stabilite temporelle de ces
méthodes lorsqu’elles sont utilisées conjointementaweschéma aux differences finies [8], une intégration
temporelle de Runge-Kutta optimisée a 6 étapes, et uadétsélectif optimisé a 11 points d’ordre 6, dont la
dissipation est inférieur & x 10~ pour des nombres d’onde inférieurs 22.

On considere I'equation de convection suivante :

ou ou

u(@,0) = fylw) = oo

aveccy une constante. La perturbation initiale se propage safeardétion a la vitesse, et la solution
théorique s’&crituy, (z,t) = eF(@—cot)+id,

On souhaite résoudre numériquement cette équationrsanultidomaine de pas de maillager constant
constitué uniguement de la zone de superposition gu’amdpaeminimale (voir figure 3), en limitant au maxi-
mum le nombre de nceuds libres, et ou aucun noeud ne doit &slatfe receveur et donneur pour assurer
une intégration temporelle correcte. On choisit de triamrsfl'information du maillage M vers le maillage M’
par une méthode COI8p4o@u OI8p4d tandis que le transfert de M’ vers M se fait par une méthoakree
0I8p2d, non amplificatrice par définition. En supposant la valbéotique & chaque pas de temps aux noeuds

Maillage M’
A

nceuds libres
nceuds receveurs neeuds donneurs neeuds de frontiére

e R :A: : \V4 \

\ S J U\ )
Y — Y - Y

T e
nceuds de frontiere nAzx nceeuds donneurs nceuds receveurs
nceud libre
\ J
Y
Maillage M

FIG. 3 —Deétail de la fonction de chaque noeud de maillage pour une dersuperposition minimale, avec= 6 etd = 1.

de frontiére, il est possible d’écrire matriciellemeatrésolution numérique en instationnaire du probleme.
En notani/™ le vecteur des inconnues sur les deux maillages M et M’ au senmfyt, avecm € N, et en
définissant une matrice d'intégration temporeler;, une matrice d'interpolatioM N, €t une matrice de
filtrage Mg, 'avancement temporel de la solution est géométrique :

UM = Mg U™ (10)

ouU Miter = Msp MinT M1, o B )
La matrice M., €tant diagonalisable, la stabilité temporelle de la zimeuperposition est donnée par :

A(o,CFL) = max v(n,kAz,0,CFL)| <1 (11)
v € SpeGy,.,
n € [0;1]
kEAz € [0;7)

ouo est la force du filtrage sélectif €fFL = ¢yAt/Ax la constante de Courant-Friedrichs-Lewy.

4
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FIG. 4 —A en fonction de la force du filtrage séleatif pour différentes valeurs dFL, et pour des méthodes d'interpolation sur 8
points d'ordre 4 décentrées sur la premiére celluleg @isans contrdle d’amplification.

—— COI8p4d (CFL = 0.4), —— COI8p4d (CFL = 0.8), —e— COI8p4d (CFL =1.2), ----- Ol8p4d (CFL =0.4), - -+- -
Ol8p4d (CFL =0.8), --0-- OI8p4d (CFL = 1.2)

La figure 4 montre I'évolution du critera en fonction de la force du filtrage et diFL. A est une fonction

décroissante de la force du filtrage et une fonction craiesduCFL. A CFL constant, on observe que la sta-
bilité (A < 1) est obtenue plus rapidement pour les méthodes d'intatipalavec contrble de I'amplification
que leurs méthodes associées sans ce contrdle. Ajjmitidune contrainte sur I'amplification d’interpolation
a rendu la stabilité de la zone de superposition moinsmtég#e du filtrage sélectif : pour de¥'L < 1.2, la
stabilité temporelle est assurée pour un filtrage faible (0.35), tandis qu’elle n’est obtenue que pour de tres
forts filtrages dans le cas d'interpolations décentrées sontrainte sur I'amplification d’interpolation. Ces
méthodes peuvent méme étre inconditionnellementlitetacomme c’est le cas pour le schéma Ol8p#o
CFL =1.2.

L'ajout du contrdle de I'amplification d’interpolationmed donc possible 'utilisation d’interpolations décdgs
sans avoir a diminuer drastiguementieL et/ou augmenter considérablement la force du filtragectiélce
qui n’était pas possible a l'aide d’interpolations déitées sans contrainte sur I'amplification.

4 Cas-tests de validation

On résout dans cette partie I'equation de convectionesomlltidomaine précédent allongé a ses extrémités, e
en ajoutant a 'équation de convection un terme sourcelsim le bruit numérique ambiant : on le modélise
par une fonction harmonique ayant une tres faible ammitagis oscillant avec une longueur d’'onde sur 2
points de maillage. On choisit de convecter un paquet d'aydat de grandes longueurs d’onde (typiquement
30 points de maillage) et une amplitud@® fois plus grande que celle du bruit numérique ambiafitL est
fixé a0.4, la force du filtrage @ = 0.15 et les interpolations décentrées sont effectuées adipnn = 0.49.

La figure 5 montre le résultat de la convection bruitée mieux interpolations décentrées testées, avec et
sans contrble de I'amplification. Elle révele que la noete sans contrdle est temporellement instable. Le bruit
numérique modélisé est en effet considérablementifimghns la zone ou sont effectuées des interpolations
décentrees. Cette erreur est ensuite convectée dammdéadiinterpolation centrée et transferée depuis M’
vers le maillage M. L'erreur se propage alors dans le sensaimma la convection et atteint rapidement la
zone d'interpolation décentrée pour générer a nouvee tres forte amplification. Par ce phénomeéne de bou-
clage, la simulation se retrouve rapidement contaminé&egquet d’'onde n’est absolument pas retrouvé sur
le maillage M’ lors de sa convection sur le multidomaine. fcal montre queA = 1.035 pour OI8p4d
ce qui permettait de prédire une instabilite temporeajlee I'on observe nhumériqguement avec le jeu de pa-
rametres choisi. Pour la méthode associée avec certglamplification COI8p4h on montre que\ = 1.

Les observations numériques confirment que la méthodendi€e est stable temporellement, et le signal est
parfaitement retrouvé sur la maillage M’ lors de sa corieecsur le multidomaine. Une étude similaire a été
menée pous = 0.8 et a révélé que les deux méthodes d’interpolatioretesssont stables, ce que prédisait le
critereA.
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FIG. 5 —Convection bruitée d’un paquet d’'onde basses frequesizesn multidomaine--- Solution analytique, 0 00 Solution
numerique sur le maillage M, ++ + Solution numérique sunkillage M'.

5 Conclusion

Ce travail présente la construction d’'une méthode d’pukation explicite optimisée d’ordre élevé adaptée
au cas décentré. Tres faiblement amplificatrice, sdisation couplée a un filtrage sélectif permet d’assurer
de maniere stable et précise la communication entrerdifits maillages se recouvrant. Un critére de stabi-
lité a aussi été formulé de maniere explicite en fanttie differents parametres. La stabilité de la méthode
développée a été testée sur des cas de convectiogdrliD et le critere de stabilitée formulé s’est avéeré
prédictif. La résolution numérique du systeme nomdime issu de I'annulation du gradient du Lagrangien
associé au probleme d’optimisation (équation (8))é&rgenée pour un vaste choix de parametred etp.

Les résultats ont montré que les méthodes d’interpiadécentrées les plus performantes sont COI6g5o
COI6p5¢@, pour un décentrage respectif sur la premiére et secaildéecdu support d’interpolation. Une mise
en ceuvre de ces méthodes dans un solveur Navier-StokesBabteellement effectuée en vue de simuler le
bruit rayonné par une cavité cylindrique peu profondensise a un écoulement affleurant.
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