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Nomenclature

Mathématique :
: volume du domaine de calcul.
: frontiére de .
X =(X;y;2) : coordonnées dans le domaine .
€ : domaine de calcul réduit a I'élément.
N . domaine de calcul sur la tranche n du temps.
ref - domaine de calcul isoparamétrique de référence.
_=(,; ):coordonnées dans le domaine ref,
| : domaine temporel.
I'n =]tn;th+1 [ - domaine temporel discrétise.
F [_1(k) ou © : transformée de Fourier de__ qui sera dé nie par
N z +1 .
Ok)= _(x)e @ KXdx
1

: fonction de Dirac.
div () : divergence vectorielle.
grad () : gradient vectoriel.
rot () : rotationnel vectoriel.
div () : divergence tensorielle.
grad () : gradient tensoriel.
. - double produit contracté de deux matricesA et B et dé nit par le scalaire

X X
A:B= Aij Bij

i

: produit tensoriel de deux vecteursa et b et dé nit par la matrice

[a Q]ij = aib

diag [] : matrice diagonale carrée dé nit par les coe cients en argument.
tr [] : scalaire correspondant a la trace de la matrice en argunmg, i.e. sommant les termes
diagonaux.

Eléments nis :

: espace des fonctions d'essai.

. espace des fonctions de pondération.

: espace des fonctions d'interpolation d'ordre k.

: vecteur des variables conservatives.

. vecteur des variables entropiques.

: vecteur des fonctions de test ou de pondération.
a . fonction de forme associée aux n+uds.

: matrice d'échelle de temps intrinseque.

: opérateur de Navier Stokes.
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R, M_:résidu et matrice tangente associés a la résolution du prdéme non linéaire.
E; : vecteur des ux d'Euler.

F 9. : vecteur de di usion.

Ai, Ai = A (k;1) : i®™e matrice jacobienne des ux Euler.

K, K o= N, (k;1) : i®™e matrice jacobienne des ux Euler en formulation entropique
K, K e Ki (k;1) : matrice de di usivité.

K., gij_kl = K (k;1) : matrice de di usivité en variable entropique.

Ko, Ko o= N, (k;1) : matrice de changement de variable entre les variables erpiques
et conservatives.

Np : nombre de n+uds du probleme.

Ne : nombre d'éléments du probléme.

Nen : Nombre de n+uds de I'élément.

Ng : nombre de variables du probléme.

Nint : hombre de points d'intégration du probleme.

Ecoulement :
: masse volumique (densité).
m : masse.
u = (u;Vv;w) : vecteur vitesse.
W = (Wy; Wy;W;) @ vecteur vorticité.
p : pression.
T : température.
E: (&) : énergie totale (valeur massique).
S (s) : entropie (valeur massique).
H (h) : enthalpie (valeur massique).
Ei (g) : énergie interne (valeur massique).
E. (&) : énergie cinétique (valeur massique).
Cv (¢/) : chaleur spéci que a volume constant (valeur massique).
Cyp (cp) : chaleur spéci que a pression constante (valeur massiqye
: rapport des chaleurs spéci ques (air = =6, = 1:4).
r : coe cient des gaz parfaits (ra; =287:04 K:m?:s 2).
Re : nombre de Reynolds.
M : nombre de Mach.
Co : vitesse du son.
. échelle de Kolmogorov.
Cx : constante de Kolmogorov.
, . coe cients de Lamé-Stokes.
: viscosité cinématique moléculaire.
. viscosité dynamique moléculaire ou potentiel chimique.
: viscosité de volume.
q" :vecteur ux de chaleur.
_ : dissipation visqueuse.
: tenseur des contraintes.

Ko}

E . tenseur des taux de déformation.
S : partie symetrique deD.
i . partie déviatrice de la partie symétrique du tenseur des tax de déformation S.

__ partie anti-symétrique de D.

Simulation des grandes échelles :
__: partie moyenne du champ.



__  uctuation du champ.
U : champ ltrée par moyenne de Favre.
_ R champ résolu.
__: champ des grandes échelles résolues.
_90: champ des petites échelles résolues.
_9: champ des petites échelles (échelles de sous-mailles).
G : noyau du ltre réel analytique.
m €t ¢ : coupure spatiale respectivement du maillage et du Itre.

Sigles :
RANS : Reynolds Averaged Navier-Stokes
LES (SGE) : Large Eddy Simulation (Simulation aux grandes échelles).
DNS : Direct Numerical Simulation.
VMS : Variational Multi-Scale .
SUPG : Streamline Upwind Petrov-Galerkin.
GLS (GMC) : Galerkin Least-Squares(Galerkine Moindres Carrés).

Exposant :
e : valeur dé nie sur I'élément.

Indice :
a : valeur dé nie aux n<uds.
i :i°M® composante d'un vecteur.






Introduction

Contexte et motivations

Dans le domaine de l'aéronautique, la simulation numériquest un moyen e cace pour réduire
les colts et les temps de conception des nouveaux avions. Dep les années 70, la simulation
numeérique prend de plus en plus d'importance grace a I'améiration des puissances et capacités
de calcul.

Les aérodynamiciens ont l'opportunité d'avoir a disposition un systéme d'équation appelé
éguations de Navier-Stokes qui régit précisément I'écouleent aérien autour des avions. Tou-
tefois, cela n'enléve en rien a la diculté de comprendre et ¢ calculer numériqguement ce
type d'équations car les écoulements qu'elles décrivent pwent présenter une gamme spatio-
temporelle de fréquences trés vaste. Ainsi il n'est pas poide de réaliser des simulations di-
rectes Direct Numerical Simulation (DNS) de la mécanique des uides sur des cas complexes.
Les puissances de calcul sont encore trop faibles pour espérdéterminer sans modélisation les
problémes aérodynamiques dans les contextes industriel$m@nautiques : hauts Mach, régimes
turbulents, etc ... Pour palier a cette lacune, les chercheurs et ingénieursnt développé des
méthodes alternatives permettant de réduire le besoin en geacité machine au prix de simpli-
cations des équations de Navier-Stokes et de certaines matisations plus ou moins physiques
des phénomenes. Ainsi en fonction des caractéristiques mt@minantes de I'étude, tels termes ou
tels autres sont négligés dans les équations.

Pour I'étude aéronautique, peu nombreux sont ces termes desguations de Navier-Stokes qu'il
est possible de négliger dans les problématiques actuelldses contraintes rencontrées sont celles
des tailles de maillages et des temps de calciie. respectivement de la discrétisation spatiale
et temporelle. Ainsi, I'idée qui prédomine aujourd'hui estle ltrage mathématique spatial et/ou
temporel des équations de Navier-Stokes. En e et, cette métode permet de ne pas se préoccuper
de la simulation des structures qui sont trop petites a mailer en positionnant judicieusement
la fréquence de coupure spatiale ou temporelle du Itre. Totefois, ne pas discrétiser les petites
structures de I'écoulement doit étre corrigé avec un e ort ce modélisation de leurs e ets, qui
seraient négligés sinon. Mathématiquement, le ltrage de€quations de Navier-Stokes introduit
toujours des termes supplémentaires qui posent des lors urrgbléme de fermeture.

La simulation Reynolds Averaged Navier-Stoke¢RANS) est depuis longtemps une méthode
pratique pour connaitre les caractéristigues de vol d'un aion. Cette méthode consiste a ap-
pliquer une moyenne temporelle aux équations de Navier-Sk@s permettant ainsi de récupérer
uniquement la composante stationnaire du champs modélis&our plus d'information se repor-
ter par exemple a Pope[[122] parmi une tres vaste étendue biblgraphique. L'évacuation de
I'évolution temporelle de I'écoulement permet de réduire dastiquement le codt de résolution du
probléme. Les puissances de calcul d'aujourd'hui permett@ de faire cette simulation sur avion
complet. Mais le caractere stationnaire des résultats issudes équations de Navier-Stokes ltrées
temporellement devient incompatible avec les nouveaux esux du secteur : contrdle uidique
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des écoulements, super-man=uvrabilité, diminution de la onsommation des moteursetc ... et
surtout avec un des sujets animant cette thése : dcoustique . Le caractére instationnaire de ces
problématiques rend cette méthode di cile & employer en acaistique. Il n'est pas possible de
capturer directement les uctuations de pression donnant raissance au bruit avec une méthode
stationnaire.

Aujourd'hui, les moyens de réduction du bruit s'appuient essentiellement sur des approches
semi-empiriques. Les méthodes semi-empiriques actuellemt utilisées dans l'industrie sont ali-
mentées par des bases de données expérimentales et d'essaisvol. Par ailleurs une méthode
régulierement utilisée en turbomachine est la modélisatin des sources acoustiques a partir des
données du champs moyen a partir de I'analogie de Goldsteirb8] par exemple, voir une ap-
plication avec Daroukh et al [24] et Sanjoséet al [132]. Cette approche trés utile dans des
écoulements complexes comme peuvent rencontrer les motstés, se paie au prix d'une simpli -
cation des sources acoustiques. La source acoustique doitret étre bien identi ée car il s'agit de
modéliser son lien avec le champ moyen. Mais au nal, ces moblgs simpli ent les interactions
rendant par exemple plus complexe et moins directe I'étude @ustique du bruit rotor-stator.
De ce fait, les évaluations de con gurations existantes sdntrés rapides mais di ciles a étendre
a des designs innovants. Le co(it de conception reste donc tmurs élevé et est un frein a la
conception d'avions d'a aires plus silencieux et a la pérenité de telles méthodes.

Malgré les progrés accomplis en matiére de réduction de briyi‘aéro-acoustique reste un sujet
essentiel du fait d'une réglementation de plus en plus sévérvisant a limiter les nuisances sonores
aux voisinages des aéroports. Le bruit de cellule correspdant au bruit d'origine aérodynamique
produit principalement par I'écoulement autour de la voilure et des trains d'atterrissage, est
devenu un contributeur important et est malheureusement céé par un écoulement turbulent
autour de ces corps. Il est donc vital d'utiliser des méthods de prédiction et de compréhension
de ces phénoménes pour développer des concepts innovantswaglures et de trains a moindre
bruit a n de pouvoir atteindre les objectifs environnementaux xés par I' Advisory Council for
Aeronautics Research in Europe (ACARE) [41] a I'horizon 2020, en ligne avec le Grenelle de
I'environnement.

A n de pouvoir concevoir ces cellules avions innovantes vant a réduire le bruit et a optimiser
I'acoustique, il est impératif de mettre en place une nouvdé approche de modélisation et de pré-
diction du bruit aérodynamique. Celle-ci doit étre générique pour pouvoir s'appliquer a di érents
types de con gurations sans étre limitée par l'existence dine base de données expérimentales
dédiée, ou a un jeu de constantes prédé nies et de validitériitée. Une des approches possibles
[109] consiste a calculer I'écoulement autour de la con guation par résolution des équations de
Navier-Stokes compressibles instationnaires en incluane champ acoustique proche. Puis il est
propagé en champ lointain a l'aide d'une analogie acoustigg, par exemple I'analogie de Curle
[22] ou FW-H [40] ou encore d'une méthode d'extrapolation, pr exemple une surface de Kir-
chho [83]. Ce processus s'avére trés générique et relatimeent peu dépendant d'hypothéses sur
les phénoménes sources ou sur la con guration étudiée. Il pmet également de tenir compte des
e ets d'interaction entre les champs aérodynamiques et acastiques. Les applications récentes de
cette méthodologie bien qu'encore cantonnées a des con gations simpli ées ou de tailles res-
treintes, s'avérent trés prometteuses. Ces éléments ont oduit le réseaulnitiative de Recherche
pour I'Optimisation acoustiQUe en Aéronautique (IROQUA) [36] support sur la thématique
acoustique du Réseau Thématique Environnement en Aéronaique du CORAC, a identi er ce
type d'approche avancée comme un axe de travail et d'intérémajeur pour l'aéroacoustique en
aéronautique.

Par ailleurs, le congrés international de I'AIAA/CEAS d'aé roacoustique propose depuis
guelques années un workshop réunissant les industriels etadémiques sur des sujets complexes
de résolutions numériques et expérimentales de bruits aédynamiques. Ce colloque nommé
Benchmark for Aircraft Noise Computations (BANC) regroupe par exemple 'ONERA, le DLR,
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la NASA, le JAXA ainsi que Airbus et depuis peu Dassault Aviation. Ce colloque propose des
résultats expérimentaux sur des cas tels que des trains d'tdrrissage et des pro Is hypersusten-
tés a n de valider les codes de calculs et pouvoir comprendries sources majoritaires a l'origine
du bruit de cellule [20,[108, 114146, 156].

Dans le contexte ultra compétitif du secteur des avions d'aaires et grace aux incitations gou-
vernementales, Dassault Aviation doit trouver des méthods numériques ables pour la concep-
tion acoustique et I'optimisation vis a vis des autres disgplines techniques. Ces objectifs peuvent
sembler contradictoires. Mais grace a la simulation numérdue, il est possible de créer des avions
technologiquement trés compétitifs et toujours plus silemieux.

Cette thése CIFRE s'inscrit dans I'amélioration des méthodes de simulation numérique telles
gu'employées par Dassault Aviation dans une visée d'appliEtions acoustiques. Pour cela, le ca-
ractére instationnaire d'une telle méthode est un critére ssentiel a n de comprendre les phé-
nomenes physiques qui intéressent par exemple les avionmeulLa méthode de Simulation aux
Grandes Echelles ouLarge Eddy Simulation (SGE) est une candidate intéressante mais reste
aujourd'hui encore colteuse pour le domaine industriel si le n'est pas couplée avec d'autres
approches.

Point de départ de la these

La simulation SGE est une méthode trés prometteuse a n de modliser les écoulements ins-
tationnaires. Cette approche ltre numériquement les équdions de Navier-Stokes, menant alors
a un Itrage couplé entre espace et temps des équations. Poulus d'information sur le Itrage
numeérique en Computational Fluid Dynamics (CFD) et sur la SGE en général se reporter a
Sagaut [128]. Le Itrage spatial de la SGE permet d'évacuer és hauts nombres d'onde de la
simulation qui nécessiteraient sinon un maillage trop n pour étre capturés. Cependant ma-
thématiquement et physiqguement, il est nécessaire de modéekr l'interaction qu'ont ces échelles
détruites avec le champs résolu. Depuis un demi-siécle, deombreuses méthodes ont cherché a
modéliser les inévitables termes émergents du ltrage nuntique des équations de Navier-Stokes
an de pouvoir fermer ce systéme. Les modeéles visant a fermdes équations SGE sont cou-
ramment appelés modéles de sous-maille a cause des échetiesls représentent. De grandes
familles de fermeture ont vu le jour comme les modéles fonanels et structuraux. Les pre-
miers consistent a décrire par des fonctions analytiques @licites le comportement des échelles
de sous-maille. Les deuxiémes cherchent a exprimer les esemanquants de la simulation grace
a des expressions dépendantes implicitement du champs résoLes modeles structuraux font
partie de la base de cette thése. Avec le temps et l'augmentatn des moyens de simulation les
modéles structuraux se sont complexi és mais les plus utiiés conservent le méme concept. Il
est possible de citer le modele de Smagorinsky [137] permatit d'établir une relation simple
entre le tenseur de sous-maille et le champs résolu, jusquianodéle de Smagorinsky dynamique
[49] permettant d'introduire un nouveau niveau de ltrage a n de calculer dynamiquement en
espace et temps la constante de la version classique de ce mted Par soucis de simpli cation,
ces méthodes imposent une relation de parallélisme entre tenseur des déformations des échelles
de sous-maille et du champs résolu, ce qui peut conduire a oliér le caractére multi-échelles
des écoulements turbulents représentés théoriguement pda cascade de Kolmogorov et sa zone
inertielle. Mais aussi le caractere parfois local des interctions entre échelles. C'est d'ailleurs en
cela que réside la diculté de la simulation numérique de ce ype d'écoulement. Par ailleurs,
cet e ort de modélisation s'oppose depuis longtemps a un bedn de performance qui méne a
préférer supposer que les dissipations numériques introdtes implicitement par le maillage et
les erreurs de résolution soient su santes pour modéliserds e ets de sous-maille. Ces méthodes
sont connues sous le nom d&onotone Integrated Large Eddy Simulation (MILES) ou Implicit
Large Eddy Simulation (ILES) et introduitent par Grinstein et Fureby [43,144,155]. Cependant de
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telles approches sont beaucoup trop dépendantes des métheslnumériques et de la stabilisation
utilisée. Comment les erreurs numériques fortement déperahtes des schémas et du maillage
(spécialement dans les cas non structurés) peuvent-ellessurer le bon transfert d'énergie dans
le volume et surtout a la paroi? Mais surtout comment peuventelles assurer la bonne forme
fonctionnelle de ce transfert ? Typiquement Levasseur [1(dnontre que dans le contexte de cette
thése, la stabilisation et le modéle de sous-maille ont desoastructions et des réles spectraux
di érents ne pouvant pas se remplacer mutuellement. La staliisation ne permet pas par exemple
de récupérer la pente en 5=3 de la fameuse turbulence homogéne et isotrope (THI).

La SGE commence aujourd’hui a étre utilisée dans le domainendustriel pour faire face au
caractére instationnaire des enjeux aérodynamiques et aeéacoustiques. Bien que le colt nu-
mérique des deux modéles structuraux présentés ci-dessusitsrelativement faible, il n'‘en reste
pas moins que la pure utilisation de la SGE est encore rédhitnire face aux problématiques de
proche paroi. En e et, les modéles SGE ont beau avoir été addps a n d'avoir le comporte-
ment correct en proche paroi (voir méthodeswall Adaptative Large Eddy Simulation (WALES)
[60,116,[123[131]), il n'en reste pas moins que la précisi@n maillage requise est trop impor-
tante. En e et, les modéles SGE nécessitent de dé nir la modksation sur une fenétre spectrale
précise appelée zone inertielle. Or la présence de paroi meysse cette derniére vers de trés hauts
nombres d'onde imposant des maillages trés ns an de captuer les structures nécessaires a
la bonne restitution de I'écoulement. Ainsi des modéles hybdes ont émergés. lls utilisent la
performance des RANS éprouvés en proche paroi et des model8&E prometteurs en dehors.
lls permettent ainsi l'utilisation d'une méthode interméd iaire pertinente entre RANS et DNS
pour la simulation de problemes complexes des écoulementarbulents. Les approches les plus
utilisées sont basées sur les travaux de Spalasdt al [140,[148/[149] et se regroupent sous la déno-
mination de Detached Eddy Simulation(DES). Le principe est de faire dégénérer les équations
Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stoke@JRANS) utilisées proche paroi vers des modéles
classiques de SGE loin de celle-ci. Par exemple dans le cas mhodéle DES de Spalart-Allmaras,
la dégénérescence se produit lors de I'égalisation du termde production et de destruction loin
de la paroi menant a I'expression d'une viscosité de sous-rile. Le terme URANS peut sembler
contradictoire mais il consiste a rajouter un terme en gradent D=Dt aux équations RANS per-
mettant d'introduire la notion de uctuations temporelles dans I'écoulement simulé. Cependant,
la dégénérescence des équations URANS contraint I'utiligion de modéles SGE qui sont connus
aujourd'hui pour étre perfectibles car sur-di usif dans le volume. C'est typiqguement le cas du
modeéle DES Spalart-Allmaras qui converge alors vers I'équalent d'un modeéle de Smagorinsky.
Les modéles DES ont donc été complexi és a n de corriger les ets négatifs issus par exemple
des maillages, typiquement lagrey area ou se mélange indistinctement les modéles URANS et
SGE, et des modéles de sous-maille qui en résultent loin de faroi. Une amélioration devenue
standard et nomméeDetached Delayed Eddy Simulation(DDES) [139, [150] modi e la distance
a la paroi responsable de la dégénérescence des équationgpmtégeant la couche limite par une
fonction dédiée. Cela permet une transition plus nette ente la zone SGE et URANS permet-
tant d'éviter les problemes néfastes de laggrey area D'autres améliorations consistent encore a
modi er I'expression de la taille de barre an de favoriser une transition plus rapide vers une
turbulence établie des modéles DES/DDES, par exemple aux lrds de fuites voir [136]. Les
méthodologies de la DES/DDES sont regroupées sous le termee@onal Detached Eddy Simu-
lation (ZDES) introduite par Deck [27]. La ZDES présente di érents modes qui regroupent la
DES, la DDES et une approche zonale. Le mode 1 est intrinséquoeent équivalent a la DES et
le mode 2 & la DDES. Chacun de ces modes présentent di érentésplémentations du calcul de
la taille de barre telles que o, max OU encore . Concrétement les modes 1 et 2 visent a
utiliser les grandeurs dé nies par le maillage telle que la &ille de maille , an de les rendre
plus ou moins indépendantes de la topologie de celui-ci et alement d'adapter le coe cient
scalaire de viscosité turbulente ; des modéles classiques de sous-maille. Ce constat permet de
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conclure que les modéles de sous-maille utilisés aujourdihprésentent un probléme intrinséque
a leur construction qui nécessite de les adaptés aux écoulemts étudiés. Cependant plus que
de simplement regrouper sous la méme dénomination les appies types DES, la ZDES et son
mode 3 proposent une nouvelle maniere de concevoir la simtien SGE. Le mode 3 consiste a
dé nir strictement des zones de maillage ou la SGE et le URANSont appliqués séparément. Ce
mode présente des résultats pertinents dans des probléemesraplexes car il permet une économie
importante ou du moins une utilisation plus intelligente des mailles. Cependant, de nombreux
problémes en terme de topologie de maillage mais aussi en tee de génération synthétique
de turbulence aux interfaces URANS vers SGE sont a prévoir. € dernier probléme présente
encore aujourd'hui des soucis pour les simulations aéro-aastiques car les termes de production
générent des ondes numériques plus intenses que les uctianbs de pression acoustique. Par
ailleurs avec une telle méthode, I'utilisateur est tributaire de la connaissance priori de I'écou-

lement a étudier rendant ainsi le mode 3 di cile a utiliser pour des con gurations innovantes

en industrie.

Une nouvelle approche, les approches hybrides coupléestiement [159], a donc été proposée
an de tirer les meilleures performances de chacun des mode&d et ne pas étre restreint aux
modeéles SGE issus de la dégénérescence des équations URANSEIle-ci consiste a résoudre en
paralléle le systeme d'équation bas et hauts nombre d'ondegshacun des systémes interagissant
avec l'autre a travers un terme de couplage. Cependant le cainumérique de telles approches est
encore inadapté a une simulation industrielle. Ainsi I'approche couplée faiblement[[74, 151, 152]
semble étre le meilleur compromis pour les simulations comexes, permettant d'allier e cacité,
agilité et performance des modéles de sous-maille et de tunkence.

Lorsque le systeme d'équation est formalisé par des consi@dions physiques, il est néces-
saire d'utiliser des méthodes numeériques appropriées powsa résolution. Di érentes approches
existent comme les di érences nies, volumes nis ou élémets nis. Ces derniéres sont classi-
quement utilisées pour résoudre des problémes dé nis dan®space réel mais peuvent avoir des
déclinaisons dans le domaine spectral.

La méthode des di érences nis consiste par nature a di érercier les équations par séries
de Taylor de maniére a obtenir des expressions nodales desu@tjons a résoudre. Chaque n+ud
du maillage dépend alors de ses voisins plus ou moins éloignd.a méthode des volumes nis
introduit la notion de volume dans la résolution numérique. Ainsi des intégrales sont calculées
et résolues grace a une forme bilan des ux sortant et entrantdu probleme étudié. Dans ce
type d'approche, seuls les volumes voisins interagissentnsemble permettant de dé nir plus
naturellement le probléme sur un maillage non-structuré. Fnalement la méthode des éléments
nis est issue d'une formulation variationnelle du probléme permettant de découper I'étude des
équations sur di érents éléments, puis sur un élément uniqe de référence. Les ux sont calculés
grace a un nombre ni de fonctions d'interpolation qui sont au c+ur de cette méthode. Cela
fait d'elle une approche parfaitement adaptée a la résolutbn des problémes sur des maillages
non structurés. Toutes ces méthodes présentent leurs avaages et inconvénients mais divergent
par exemple par leur caractére de résolution plus ou moins gialement et temporellement
restreinte. En e et en di érences nis, il est possible d'interagir avec I'ensemble des n+uds du
maillage contrairement a la méthode des éléments nis ou sdsiles n+uds locaux a I'élément sont
accessibles. Ainsi, la méthode des volumes nis apparait ecome un intermédiaire entre les deux
autres. Par ailleurs sous certaines conditions, elle est ntlaématiquement équivalente a celle des
éléments nis, voir Guillard et Abgrall [59]. Cette thése ayant une portée industrielle, la méthode
des éléments nis propose une base pertinente a la résolutiode problémes présentant une
géométrie complexe. Elle est donc utilisée et étudiée dangananuscrit. Pour plus d'information
sur le fonctionnement des éléments nis se reporter par exepie & Hughes|[[66].

Comme pour les autres méthodes, celles des éléments nis déve de nombreuses questions
gu'en ala discrétisation temporelle et spatiale des équatins, qui est ici sur le volume de I'élément.
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L'interpolation doit-elle étre temporelle et/ou spatiale ? Comment réduire les erreurs commises ?
Quels sont les schémas les plus adaptés ? Ainsi une vaste game formulations existent comme
par exemple la formulation Galerkine classique ou discontiue, espace-temps ou semi-discréte
voir encore méme avec toute la gamme des fonctions d'intergation qu'il est possible d'utiliser.
Typiquement, I'approche de Galerkine discontinue augmeng les degrés de liberté permettant de
calculer les résidus locaux en utilisant une forme discontiue de la solution et en adaptant les
ux entrant et sortant au grés de la méthode ou du modéle. Cete idée se rapproche d'ailleurs de
celle des volumes nis. Mais cette exibilité se paie au prixd'un sur-co(t conséquent en terme
de besoin en capacités numériques. Ainsi I'approche Galere classique semble plus raisonnable
pour mener les études dans cette thése.

Malgreé le but d'obtenir une certaine harmonie entre la modéisation physique et le traitement
numeérique, il est toutefois di cile d'a rmer l'universali  té d'un modéle et de son implémentation.
Ces derniers ne peuvent étre optimaux a tous les types de métlles de résolution de part la
nature numérique d'un tel projet. En eet, il ne faut pas oublier gu'en plus de l'opérateur
Navier-Stokes a modéliser, les modéles doivent faire facepaerreurs numériques intrinséquement
liées aux petites échelles qu'il est nécessaire de calculavec une discrétisation donnée. Une
approche complémentaire a la modélisation physique de ce e de probleme multi-échelle, réside
dans linterprétation numérique qu'il est possible d'en awir. Introduire un e et di usif an de
modéliser le ux des petites échelles est intrinsequementaiivalent a introduire un ux di usif
a n de détruire les échelles mal modélisées dans le calcul.eS petites échelles sont dépendantes
du maillage et de la méthode de résolution rendant ainsi trilutaire la modélisation utilisée au
code de calcul. Le caractére bivalent d'un tel travail numéique apparait alors : un modéle qui
soit adapté d'une part a la physique mise en jeu, d'autre parta la méthode numérique utilisée.

Les travaux de Hughes|[67] 68, 73] sont le paradigme de ce cemt. lIs proposent un cadre
mathématique pertinent en éléments nis pour comprendre ls moyens de modéliser des pro-
blémes plus généraux présentant l'interaction de nombrewss échelles, probléemes dans lesquels
s'inserent les équations de Navier-Stokes. Mais surtout]s donnent une justi cation aux travaux
de cette these et a la méthode numérique choisie : les élémennis.

Ainsi le caractére local de la méthode éléments nis de Galdine prend tout son sens dans
un tel contexte. Par développement de la formulation faibledes équations de la SGE, il est pos-
sible de séparer les e ets des di érentes échelles du probtée qui sont dans le cas des équations
de Navier-Stokes, les champs résolu et Itré. L'équation duchamp résolu peut alors classique-
ment étre calculée uniqguement si le champ Itré est connu. Orgrace a la dé nition d'opérateurs
mathématiques naturels a la formulation variationnelle, il est possible de dé nir une fonction
de Green permettant de résoudre le probléme fermé du champ tié. Grace a cette fonction
de Green liées aux échelles non résolues, un estimateur voligue et surfacique a I'élément est
construit permettant de dé nir le modeéle de sous-maille mas aussi la stabilisation de la méthode
numeérique. Attention cette dé nition n'a pas de sens global mais uniqguement local & cause de son
caractére discontinu, la rendant ainsi parfaitement adapée a la méthode des éléments nis. De
cette analyse discontinue du champs Navier-Stokes, il déade la dé nition des méthodes de sta-
bilisation Streamwise Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) et des modélesVariational Multi-Scale
(VMS). La construction de la fonction SUPG a pour objectif de s'opposer a la sur-convection
introduite par la résolution numérigue en éléments nisi.e. a introduire une di usion supplé-
mentaire pour s'opposer a la convection de toutes les éche#l de I'écoulement. Les modeles VMS
servent qu'en a eux de modéles de sous-maille. L'idée sowmgnte est d'utiliser une séparation
naturelle des di érentes échelles de I'écoulement et de duser la bonne fenétre spectrale grace
aux informations d'un support spectral pertinent. Ces derniers sont décris de maniére plus ap-
pliquée, développée et physique dans Sagaet al [129]. Des approches SGE et éléments nis de
la VMS sont disponible dans [71[ /785,90, 135]. D'une parta compréhension de ces travaux
permet de donner une base solide a la stabilisation SUPG utdée dans cette thése mais aussi
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de justi er que la structure des termes de cette stabilisaton n'est pas propice a la modélisa-
tion des échelles de sous-maille de part leur action spectieadi érente. L'une cherche a corriger
toutes les échelles, l'autre a appliquer une forme préciseed ux di usif sur un support spectral
donné. D'autre part, la dé nition locale du modéle de sous-naille n'est pas contradictoire avec
I'aspect non local de la dé nition du ltrage des petites échelles, et donc au support spectral de
la méthode de ltrage.

Ainsi, un des buts de cette thése est de se baser sur les travauléja réalisés a Dassault
Aviation a n de proposer une approche uniformisée des modeék de sous-maille, tout en gardant a
I'esprit le contexte multi-échelle intrinséque aux équatons de Navier-Stokes. Il sera possible grace
a cette approche de mieux comprendre le caractére équivaledes aspects numériques propres
aux éléments nis de Galerkine (fonction de forme, points dintégration, ltrage, ordre élevé etc
...) avec la modélisation physique des échelles de sous-iiiet la stabilisation numérique. Ainsi,

il est espéré pouvoir montrer la pertinence de la VMS face a demodélisations SGE purement
physiques.

Comme il a été précisé, la construction de I'estimateur de ldonction de Green des échelles de
sous-maille est propre a la méthode numérique choisie parnta famille des éléments nis. Ainsi,
les choix détaillés faits dans cette these doivent étre rersien question dans I'implémentation
d'autres codes. Cependant méme s'il est encore impossible dlonner une forme analytique a la
fonction d'erreur/fonction de Green recherchée, il n'en reste pas moins que les idées directrices
reprises et développées dans cette thése peuvent étres rifigEes et adaptées a d'autres contextes
de méthodes numériques.

Les travaux de thése de Stéphane Galdeano menés chez Dassdwiation de 2009 a 2012 [46]
ont permis le développement d'un processus instationnair&GE d'évaluation mettant en +uvre
I'approche préconisée par IROQUA et la mise en place de méthies d'analyses acoustiques as-
sociées (localisation numérique de sources, ...). Dans leqeessus, I'écoulement instationnaire
est obtenu avec une résolution par méthodeDetached Eddy Simulation (DES) en éléments -
nis non-structurés. L'emploi des éléments nis non-strucurés est un choix fait par Dassault
Aviation treés original en simulation numérique des uides. Comme présenté plus loin, ces choix
permettent une préparation et des retours relativement rapdes des calculs instationnaires : le
temps est un facteur clef dans la conception de nouveaux awis. Par essence méme de la mé-
thode éléments nis, les maillages peuvent étre non structtés ce qui raccourcit drastiqguement
le temps dépensé pour leur création. Mais surtout, cette carctéristique est indispensable dans
un contexte industriel pour gérer aisément les géométriesarnplexes avec un niveau de détails
éleve.

Les travaux de Galdeano ont con rmé le potentiel de ce type dapproche pour I'évaluation
du bruit aérodynamique, mais ils ont aussi montré qu'une bome restitution du bruit exige une
précision élevée dans le calcul de I'écoulement. Cela implie une grande nesse de maillage, y
compris en éléments nis ou les schémas numériques sont udigenent d'ordre 2 ou O, i.e. des
fonctions d'interpolation linéaires. De ce fait, les coltset la durée de tels calculs acoustiques
restent élevés pour un usage en contexte applicatif. De plu$e volume de mémoire et de stockage
nécessaire qui en découle limite les applications a des cagurations de petites dimensions. Ceci
bride l'intérét des éléments nis et ne permet pas de tenir conpte convenablement des e ets
d'interaction entre les éléments de la voilure. Par exemplec'est le cas pour les interactions
atterrisseurs/volets, les interactions becs/voletsetc ... alors que ceux-ci sont importants en terme
de conception de la cellule avion, de compréhension des méismes sources et d'identi cation
de moyens de réduction du bruit [1,/30].

Dans le but d'améliorer la précision des calculs numériquest de proposer plus de possibilités
algorithmiques aux méthodes et modéles numériques, Dasdawviation a choisi de développer
une approche de calcul ordre élevé. Ceci a été initié dans leadre de la thése de Pierre-Elie
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Normand [118]. Les bases théoriques de ces approches ayatd établies, une version du code
de simulation AETHERAE ro-THER modynamique) de Dassault Aviation a été développée an
de pouvoir réaliser des simulations a I'ordre élevé et quaner les gains numériques. Toutefois
cette approche étant encore en phase de développement, tas les possibilités apportées par la
montée en ordre ne sont pas utilisées. Il existe donc un fortgtentiel de gain en terme d'e cacité
algorithmique, de précision et de capacité de modélisationToutefois ces travaux sont en dehors
du sujet de cette thése.

Les applications de ce processus hybridee. calculs aérodynamiques instationnaires et analogie
acoustique utilisent trés majoritairement une approche DES. De ce fait, I'écoulement instation-
naire dans les couches limites est fortement atténué ce quingéche I'étude des con gurations
ou le comportement instationnaire des couches limites impete les sources de bruit. Par exemple
c'est le cas pour le bruit propre de la couche limite, I'impac¢ des structures turbulentes générées
en proche paroietc ... et bien sar du bord de fuite. Le recours a une résolution S& en ordre
élevé en éléments nis avec gestion proche paroi permettantie conserver plus de uctuations
est donc I'étape suivante a développer pour les méthodes désolution chez Dassault Aviation.

Les approches stationnaires des calculs de couches limiteguplées a des approches classiques
de modélisations SGE peuvent conduire a des mauvaises restions de I'écoulement dans des
zones de couche de cisaillement par exemple, voir Spalaet al [L3€]. L'amélioration des modéles
SGE de Dassault Aviation a fait I'objet de la thése de Vincent Levasseur [[99]. L'objectif fut
de quanti er le gain apporté par des modélisations types VMSa l'ordre simple en éléments
nis. Grace a un ltrage Gaussien classique, Levasseur posies bases d'une formulation générale
des équations lItrées en variables entropiques en élémentsis mais aussi étudie les di érents
éléments intrinséques a ces méthodes comparées aux modéiassiques. Cette thése a permis
d'identi er les avantages de ces méthodes et l'intérét de brdre élevé des éléments nis pour
accroitre encore plus leur performance comme le sous-entéita théorie sur I'estimation de la
fonction de Green.

Le travail de cette these

Cette thése s'appuie donc sur les trois travaux précédemmenméalisés [46, 99/ 118]. Le pre-
mier objectif de cette thése est le développement d'une métde SGE permettant des calculs
instationnaires plus déles.

Pour cela les travaux sur l'ordre élevé et la VMS sont repris an d'établir une approche
ltrée générale la plus adaptée a la méthode éléments nis. k principe est d'utiliser les éléments
d'ordre élevé a n de proposer un Itrage qui soit lui aussi transparent avec la montée en ordre et
permettant ainsi de I'améliorer naturellement. Des méthodes de réduction de colts numériques
sont développées en parallele an de minimiser les colts dealkcul de la méthode retenue. En
e et, la montée en ordre devient naturelle et trés simple gr&e aux éléments nis, ce qui est I'un
des enjeux de cette thése : implémenter une montée en ordreainsparente pour le modele SGE
et ainsi espérer pouvoir diminuer le besoin en capacité madaie pour une méme précision.

Par ailleurs, le colt numérique de la gestion proche paroi 1gte un point crucial a n de réali-
ser des calculs instationnaires dans un contexte industrlell est donc important que la méthode
SGE implémentée puisse permettre une certaine agilité et ufiser naturellement di érentes mo-
délisations de paroi. Pour cela, une approche de gestion deapoi sera développée a n d'adapter
le modéle SGE d'ordre élevé aux calculs aérodynamiques coteges.

En n, l'approche des calculs aéro-acoustiques est reprisa h de pouvoir tester ce nouveau
modele dans une con guration typique de bruit de prol. Les gains de ce nouveau modéle sont
guanti és mais ce dernier est aussi utilisé a n de mieux compendre les phénoménes aérodyna-
migues et acoustiques dans ce cas d'étude.
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Sur la base de ces travaux, l'objectif est d'améliorer de magre industrielle les simulations
instationnaires utilisées par exemple pour la prédiction @& bruit et mieux comprendre les phéno-
meénes acoustiques. Ainsi il sera possible de palier a cettalisance plus e cacement et produire
des avions plus optimisés et plus silencieux.

Présentation du mémoire

Ce mémoire se découpera en plusieurs parties permettant aedteur de comprendre comment
les développements théoriques établis dans cette thése oété adaptés a la méthode numérique
des éléments nis.

La premiére partie de ce manuscrit a pour objet une présentabn numeérique permettant de
poser les bases de cette thése. Le premier chapitre permetintroduire les équations étudiées
mais surtout leur formulation mathématique originale : une formulation matricielle en variables
entropiques. Le deuxiéme chapitre permet de présenter la nidode de résolution numérigue avec
I'approche de Galerkine semi-discréte qui est a la base du de AETHERLes choix numériques
sont présentés permettant de fournir les outils utilisés das la formulation SGE de cette thése. Le
troisieme chapitre décrit un cas d'étude présentant les pdormances du code et permet d'estimer
I'ordre de grandeur d'un coe cient qui est utilisé a n de con cevoir les futures simulations.

La deuxiéme partie présente des méthodes SGE classiques ade mieux comprendre les
améliorations apportées par l'approche VMS. Le deuxiéeme dipitre de cette partie développe
une méthode de Itrage générale, optimisée en terme de coltumérique a la méthode éléments
nis utilisée dans AETHER\u nal, I'implémentation de ce modéle ainsi que sa gestionde la paroi
sont présentées permettant d'avoir I'ensemble de l'apprdee théorique et numérique nécessaire
a la compréhension des calculs de validation et d'applicatin de la derniere partie.

En n, la derniére partie est consacrée a la validation de I'pproche théorique et numérigue
choisie grace a I'étude de deux cas fondamentaux. Le calcukd tourbillons de Taylor Green [12]
constitue un cas universitaire permettant de valider le modle implémenté sur un écoulement
idéalisé. Cette étape permet de valider I'e et du modéle SGEsur un cas possédant une solution
connue. Le cas industriel retenu est celui du workshop BANC ommé LEISA |l [108]. L'étude de
ce tri-corps hypersustenté permet de quanti er le gain de lapproche numérique de cette thése
vis-a-vis des approches classiques. Mais surtout de démaeat la performance des méthodes et
modélisations développées dans cette these. Les simulat® numériques instationnaires peuvent
aujourd'hui étre utilisées dans un cas industriel a n de mieux comprendre les écoulements com-
plexes a l'origine des phénoménes que l'ingénieur aéro-dgmicien souhaite maitriser.
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Chapitre 1

Equations matricielles de
Navier-Stokes
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Les équations de Navier-Stokes découlent d'une formulatio eulérienne des équations de la
mécanigue classique sur une particule uide. Sous réserveuq la particule uide soit de taille
trés supérieure au libre parcours moyen d'une molécule, ceystéme d'équations est supposé
décrire précisément le mouvement du uide. Les équations deéNavier-Stokes regroupent une
éguation scalaire sur la conservation de la masse, une équmt vectorielle sur la conservation de la
quantité de mouvement et une équation scalaire sur la conseation de I'énergie. Telles quelles, ces
éguations sont insu santes pour représenter un uide. En e et, des hypothéses supplémentaires
doivent étre faites sur la nature du uide voir méme sur I'environnement chimique.

Nombreuses sont ces hypothéses issues de la thermodynaméget de la physique statistique.
Par exemple, prenons le cas de la viscosité de volume(Bulk viscosity en anglais) pour le cas
qu'un gaz. Ce coe cient n'est pas constant mais est fonctiond'un coe cient de relaxation per-
mettant le retour vers un équilibre énergétique des molécds du gaz. En e et selon le théoréme
d'équi-répartition de I'énergie, les énergies issues de ahue degré de liberté d'une molécule
doivent étre égales pour étre en équilibre. Si I'énergie ciétique correspondant a I'énergie de
translation augmente, il faut que ce surplus d'énergie soitransmis aux autres degrés de liberté
tels que la rotation et la vibration. Ce temps de retour a I'équilibre correspond a un temps de
relaxation. Il change la valeur de la capacité thermique du uide sur une période trés courte de
l'ordre du gigahertz. Mais pour certaines applications ce €mps peut étre su sant pour créer un
e et de viscosité traduit par le coe cient . Contrairement a la viscosité moléculaire cinéma-
tique , la viscosité de volume n'est pas associée a une dissipativars les échelles microscopiques
hors du cadre de nos équations de continuité. C'est plutdét urdéphasage du systéme dynamique
qui diminuerait son e cacité. Ce coe cient est nul pour le ca s d'un gaz mono-atomique car ce
dernier ne posséde pas d'autre degré de liberté que ses tréasons.

Des lois de comportement de uides peuvent étre développéelles que celles proposées
pour les uides rhéostatiques. Cependant toutes ces hypotbses et interprétations physiques
peuvent trés rapidement complexi er I'étude des équationset leur résolutions numériques, ce
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24 CHAPITRE 1. EQUATIONS MATRICIELLES DE NAVIER-STOKES

qui serait trop éloigné pour le sujet de cette thése. La ré ejon est restreinte aux hypothéses
suivantes permettant de bien représenter le comportement @ l'air dans le domaine cible de
ce manuscrit : I'aéroacoustique. L'air est supposé étre unag parfait divariant ayant donc les
caractéristiques suivantes : = 0 kg:m 1:s ! ce qui revient & négliger I'absorption des ondes
acoustiques, =1:;4 etr =288 K:m?:s 2. L'écoulement de l'air est supposé compressible pour
pouvoir y étudier l'acoustique. La loi d'état de l'air est celle donnée par I'équation de Lamé-
Stokes et le ux thermique est représenté par I'équation de Burier. Cependant, modulo les
di érentes équations de modélisation du uide, I'esprit des méthodes employées ici peut étre
généralisé.

Les équations servant de base aux calculs numériques de aetthése sont développées dans
ce chapitre.

1.1 Les équations de Navier-Stokes

1.1.1 L'équation de continuité : la conservation de la masse

L'équation de conservation de la masse découle d'une analysle bilan des entrées et sorties
de masse sur une particule uide. Comme la masse se consengs dérivée temporelle est nulle.
Cependant, la masse locale de la particule peut varier tempellement mais aussi peut varier
par convection a cause de la vitesse du uide. Cette équatioglobale peut s'écrire de la maniéere
suivante en considérant le volume d'une particule

YA 2727 -
dn d ) _ @ . _
ot dt (x;t)d = @t+dlv(g) d=0

ou u estle ux de quantité de matiere a travers le volume de contrde et @ =@teprésente
la variation de quantité de matiére en fonction du temps. Cete derniére n'est pas nulle car
localement la masse volumique peut changer a cause de la ddéion par exemple.

Par ailleurs puisque le volume utilisé ne dépend pas du tempdes intégrales volumiques et
la dérivée temporelle commutent. L'équation locale de la coservation de la masse peut alors
étre retrouvée en considérant que le volume est quelconquel'équation de conservation de la
masse est en fait une équation de continuité du milieu et s'é@ de maniére locale sous la forme
suivante

@ .
—+div(u=0 1.1
o v (W (L.1)

Une formulation plus intéressante pour comprendre la physjue des écoulements est |'opéra-
teur de dérivée particulaire, dé nit par

D _@
ﬁ—@;(g grad)

Cet opérateur est lié a la notion de "dérivation en suivant ure particule”. Dés lors si une particule

est incompressible, la dérivée en temps et en espace de sa s@asgolumigue dans son mouvement
sera nullei.e. la dérivée particulaire de la masse volumique sera nulle. Equation (I.1) peut se

réécrire comme suit

B_t + div (u) =0 (1.2)

Il est aussi possible de noter que l'incompressibilité se aduit aussi par le fait quediv (u) =0
dans les hypothéses de cette thése.
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Dans la suite le théoréeme de Reynolds [125] est utilisé. Soith volume matériel et une
fonction quelconque, la formule suivante est véri ée

777 277
d D
— d = —d 1.3
dt Dt (1.3)

1.1.2 Equation de conservation de la quantité de mouvement

Soit u la quantité de mouvement. Les seules variations de cette quuité sont dues a des
forces volumiques {,,) ou surfaciques {) d'aprées le deuxieme principe de Newton. Ainsi

d 2727 2727 ZZ

— ud = f,d + f.d

dt - - @
ou est la surface de la particule de volume . Les seules fores volumiques existantes dans
les con gurations étudiées dans cette thése sont les forcafe pesanteurs qui sont négligeables
dans les études aéronautiques a haut nombre de Reynolds. Pailleurs les forces surfaciques
sont notées comme un tenseur appelé le tenseur des contragst_. En appliquant le théoreme
de Reynolds et en supposant que le volume est quelconque,dguation locale de quantité de
mouvement est obtenue. L'équation de conservation de la qudité de mouvement est

Du €S
— =di .
Dt — =
soit encore, . ) e &
@]
—+(u grad) u = div
ot (u grad)u =div. _

ol comme précisé, _ est le tenseur des contraintes appliquées sur le uide. Il @ste une autre
forme de cette équation, plus pratique pour les études éneégiques
L] L] < < € é
u u .

@, grad ——

@t —— 2 =
ou représente le produit vectoriel. Cette forme permet d'introduire la notion d'énergie cinétique
volumique u u=2 ainsi que la notion de vorticité du uide notée et dé nie par

1
w = —rot (u
w = Zrot (u)

Ainsi, I'équation de quantité de mouvement peut se réécrireavec e; et w

* ¢ €S
@+grad(ec) 2u w =div

ot w (1.4)

Pour un uide newtonien, le tenseur des contraintes__ est relié a la partie symétrique du
tenseur des taux de déformation des vitesssdd = grad (u) en introduisant les coe cients de
Lamé-Stokes, et .De maniére générale, I'hypothése de Stokes est utilisée mant a la relation
3 +2 =0. Cette hypothese n'est valable que pour des uides simple newtonien comme l'air.

est appelé viscosité moléculaire dynamique et il est posdidbde dé nir la viscosité moléculaire

cinématique par = . estde l'ordre de 210 ® kg.m '.s ! pour lair.
L] 2 < ” _
_= pL+2 S 3 + tr S L (1.5)

outr S estlatrace de la matriceS, correspondant au scalaire formé par la somme des valeurs
diagonales de la matrice.
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Ceci est la loi d'état pour un uide newtonien compressible,ou p est la pression thermodyna-
mique du uide et S est la partie symétrique du tenseur des taux des déformatios des vitesses
dé ni de la maniére suivante

1
S= grad (u)+ grad (W)’
Dans les hypothéses faites en introduction, la viscosité deolume est supposée nulle : = 0.
Ainsi sous forme vectorielle, I'équation de conservation d la quantité de mouvement devient
‘@ € S 1 .
@t Y grad u = grad (p)+ _(u) 7 grad (div (u) (1.6)

Remarque 1.1 Notons que si le uide est incompressible, la divergence de lvitesse est nulle.
Ainsi le terme grad (div (u)) =3 n'apparait pas dans I'équation de quantité de mouvement.
En e et, il correspond & un terme de viscosité de compressilité volumique : la particule étant
incompressible, son volume ne change pas.

Attention, ce terme n'agit pas de la méme maniere que. En e et en prenant la moyenne
de la trace de__ correspondant aux dissipations volumiques, il découle d&icontributions

1 — —
“tr _ = p+ tr

lln

Ainsi  agit bien de maniere normale a la particule comme le ferait lgpression contrairement
au terme en  grad (div (u)) =3.

Pour la suite, la partie déviatrice de la partie symétrique du tenseur des taux de déformation
SP est dé nie par

tr

i
=

SP =

lIn
wlk

Remarque 1.2 Sile uide est incompressible, la trace deS est nulle. Ainsi S = SP. La partie
endiv (u) dans I'équation de conservation de la quantité de mouvemerst donc due a la partie
déviatrice du tenseur des contraintes.

La matrice du tenseur des taux des déformations des vitess@& peut étre séparée en sa partie
symétrique S et sa partie antisymétrique notée__ et nommeée tenseur de vorticite.

Le produit doublement contracté de __ est alors proportionnel au carré de la norme du vecteur

vorticité 1 1
= Zw w= —kwk?
e i

Ainsi le tenseur du taux de déformation est la somme d'une pare symétrique et d'une partie
antisymétrique
+

grad (u)= D =

lln

Dans la suite, la forme de I'équation de quantité de mouvemenutilisée sera

€ S
22= grad (p)+ div 2 $° L.7)
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1.1.3 Les équations de conservation de I'énergie

Il existe plusieurs équations de conservation pour I'énelig. Le choix d'une forme d'équation est
fonction du type d'énergie qu'il est intéressant d'étudier : I'énergie totale E., I'énergie cinétique
E., I'énergie interne E;, l'enthalpie H ou encore I'entropie S. Dans ce paragraphe toutes les
formes sont présentées en explicitant les hypothéses themdynamiques prises en compte dans
cette these.

L'énergie totale

Classiguement, il est intéressant de commencer par un bilasur une quantité globale telle que
I'énergie totale. En e et, les seuls apports d'énergie eximnts dans les con gurations étudiées
dans cette thése sont dus a la dissipation.e. a la viscosité_ u, ou a la conductioni.e. aux
transferts de chaleuri .

Le ux de chaleur peut étre exprimé selon la loi de Fourier par
T = d (T
q"= rgrad (T)
Ainsi en utilisant le théoreme de Reynolds et en considérantin volume constant, I'équation
locale de conservation de I'énergie totale peut étre obterai

De; € _S £ S

— =div q" +div u

Dt 4 =
En séparant les contributions de la pression et celle de la scosité, il vient I'équation classique
de la conservation de I'énergie totale

€ _S € S
Bt - dv g' div (pu)+ div S° u (1.8)

Remarque 1.3 S'iln'y a pas d'écoulementi.e. u = 0, I'équation de I'énergie totale est I'équation
de la chaleur classique.

L'énergie cinétique

L'équation sur I'énergie cinétique s'obtient simplement e faisant le produit scalaire de I'équa-
tion de quantité de mouvement (I.7) par le vecteur vitesse. €la donne I'équation suivante

Du S

€
Upr = u grad (p+u div 2 sP

En posante. = u u=2, |I'équation devient

% Du _ De
- Dt Dt
u grad (p) = pdiv (u) div (pu)
3 € 3 € 5
“udv 28 =dv 28?P u 2sP:D

ou il est possible de trouverSP : D = SP : SP. L'équation de conservation de I'énergie cinétique
peut prendre la forme suivante

€c

Dt

€ S
(pu)+div 2S2 u 28°:sP (1.9)

=
<

= pdiv (u)
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L'énergie interne
L'équation sur I'énergie interne peut s'obtenir en soustrgant I'équation de I'énergie cinétique
a l'équation de I'énergie totale.
De.  Dec_ De
Dt Dt .Dt€ Té . € S S
div.q'  div (pu)+ d|v€ 2 S° LJS
pdiv (u) + div (pu) div 2 S° u +2 sP:8P

d'ou

De;

€ _S
T dv gq'  pdiv (u)+2 sP:sP (1.10)

L'enthalpie
D'aprés la dé nition de I'enthalpie (H = Ej + PV)
dH =dE; + pdV + Vdp
En divisant par le volume et en sachant que &=V = d= , I'équation devient
dh=dg pd +dp

Ainsi
Dh _ De; D N Dp

Dt _ Dt "Dt Dt
L'équation de conservation de I'enthalpie s'écrit donc

Dh . € .S Dp D <D
— = + —+ : .
Dt div q Dt 2 S¢S (1.12)

L'entropie
De la méme maniére que l'enthalpie, I'entropie s'obtient gace a I'équation thermodynamique

Tds=de Pd

Ainsi I'équation de conservation de l'entropie peut s'écrie

T—=div q" +2 sP:sP (1.12)

Comme syppasé au début, les deux types de mécanismes sonplmrt de chaleur donné par le
terme div q' et la dissipation par e et visqueux 2 SP : SP.
Dans la suite, le terme 2 SP : SP est appelé dissipation et noté .

1.1.4 Systeme d'équation Navier-Stokes

Ainsi les problémes de mécanique des uides dans les hypothé€s qui ont permis d'établir les
éguations de bilan sont gérés par le systéme d'équation suint

8
D . ,
% o © div (u); ] (Masse)
Du € S
ot - grad (p)+ div. 2 SP ; (Q.D.M) (1.13)
% Det € g € g .
T — =div q° div (pu)+ div S? u ; (Energie)

Dt
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Pour rappel, ces équations ne sont donc valables que pour uruide/gaz dont la longueur du
libre parcours moyen est treés inférieure a la particule de ude élémentaire considérée. Pour des
gaz peu denses ou encore des plasmas, d'autres équationstsbiprendre en compte.

1.2 Equations de Navier-Stokes sous forme matricielle

Il est possible de décliner ce systeme d'équations sous unerre matricielle conservative.
Cette forme matricielle des équations de Navier-Stokes eattilisée dans la suite de cette théese.
Ce systéme est composé de 5 inconnues et 5 équations. Soit &cteur inconnu

%0

uz
uz
us
€

Ic
I

Grace au vecteur conservatifU, il est possible de réécrire le systéeme d'équation de Navier
Stokes sous forme matricielle de la maniére suivante grace @.13)

8
§@+@‘4:

@t @x

@y,Q@uy, @_0@F ,_, _ e

ot + @?( + @x @3(’ 1=1;3 ) Us+Fy =F 7
% @e, @euy , @pu_ @Bu @p

@t @x @x @x  @x

ou sont identi és simplement

%0 “ %o “ 0 0 1
1 u j
sb
Ul u ] Ul + p lj 1j
U= . E. = X + X . F di — SD
v uz I ujuz+ p 2 S 2]
us Ujug+ p g S5
& Uj& + py SPui g
C'est-a-dire € S
Ui+ AiU;= KjU;

ol A= F; estlai®® matrice Jacobienne des Flux Euler etk j est la matrice de di usivité
telle queKj U = ﬂj . Les matricesA ; et K j sont dé nies en annexd A.2. Il est & noter que
le probleme étant non linéaire, les matricesA ; et K j dépendent des variables conservatives.

Les problémes résultant de cette formulation sont les propgtés intrinséques des matrices.
En e et pour résoudre numériquement cette équation grace ad méthode Galerkine en éléments
nis, il serait intéressant d'obtenir des matrices symétriques, dé nies positivesetc ... permet-
tant une résolution beaucoup plus simple du systéeme. Pour ¢& un changement de variable
appelé couramment changement de variable entropique est gfiqué. Le cadre théorique de ce
changement de variable a été proposé par Tadmoré [143] et Han [61].

1.3 Symétrisation et formulation entropique

Hughes, Franca et Mallet [/0] et Mallet [107] dé nissent la bnction entropie généralisée sui-

vante
HU)= s
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Ce changement de variablev : U 7! V_est appliqué au systéme matriciel et est dé ni par

<1
sw= o

Grace au formulaire donné en annexg Al3ainsi qu'aux hypothees du gaz divariant, il découle

%0 “

e
uz
uz (1.14)
us

1

V=2
&

ol =e+pv Tsetv=1=.Grace a ce changement de variable, le systéme a résoudre et

(1.15)

ou

Ainsi, les matrices ¥o, X, K sont symétriques, Ko est dé nie positive et K est semi-dé nie
positive. Attention, les matrices gij ne sont pas symeétriques séparément. La formulation{1.15)
permet d'obtenir d'intéressantes propriétés mathématiqies telles que la symétrie, un précondi-
tionnement e cace, ... qui sont trés utiles pour la résolution numérique des systemes linéaires.
En outre, la formulation entropique (ILI5) a un véritable sens physique puisqu'elle permet de
retrouver l'inégalité de Clausius-Duhem. Il faut noter que la stabilité d'une formulation faible
est liée a cette inégalité. Les dé nitions et démonstratiors de l'obtention des matricesN o, X

et gij sont données en annexe. Par la méme occasion |'opérateur deaNer-Stoke L est dé ni
pour les variables entropiques par

KoV, +L(V)=0
Cette derniére formulation des équations de Navier-Stokesst utilisée et étudiée dans cette thése.
Il est a noter que I'étude du probléme en variables entropiges peut poser quelques di cultés

par exemple dans la traduction des modéles de turbulence pde changement de variable qui
n'est pas linéaire. En eet V.6 U et encore plusdV 6 dU. Ce point est abordé plus en détails
dans la suite.
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La résolution du systéme matriciel des équations de NavieBtokes est faite grace a une meé-
thode d'éléments nis dans le codeAETHERour AE ro-THER modynamique développé par
Dassault-Aviation. L'idée principale est d'approcher la olution par des fonctions d'interpolation
a chaque n-+uds du maillage. Ainsi pour un type de maille donnécomme des tétraedres, pavés,
prismes ..., il existe une maille élémentaire nommée élémede référence représentant 'ensemble
des éléments du maillage. Toutes les interpolations et lesrgdients sont calculés uniquement sur
cet élément. Il existe une matrice de transformation nomméamatrice jacobienne qui dé nie le
changement de variable géométrique entre I'élément réel d€lément de référence. Elle représente
généralement une mesure directionnelle de I'élément. Lesakeurs du probleme réel sur chaque
éléments en sont déduites pour construire la matrice de réfation globale, voir le diagramme
de la gure 1. Chacune de ces étapes est présentée dans cegitre plus précisément. Pour
plus d'information sur la méthode des éléments nis, le leceur pourra se reporter a Hughes [66],
Carey et Oden [16], Strang et Fix [142] ou encore ZienkiewicfL61]. Pour plus d'informations
sur la résolution des équations de Navier-Stokes en élémentnis, le lecteur pourra se reporter
a Mallet [107] et Shakib [134]. L'approche éléments nis préentée ici est résumée sur la gure
[2.2.

Bien qu'au premier abord plus complexe que les volumes ou dérences nis, la formulation
en éléments nis permet un passage a l'ordre élevé plus évide En e et pour un maillage en 2D
avec des triangles a l'ordre spatial 2, les fonctions d'intgpolation sont linéaires. |l sut donc de
déterminer 3 fonctions élémentaires. Pour le passage a l'dre 3, les fonctions sont quadratiques.
Il sutd'en déterminer seulement 6 et ainsi de suite, alors que l'algorithme reste inchangé, voir

31
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Elément quelconque Elément de référence
S2 @ _ S2 (0,1)
& Jacobien
ST
S3 S1 (0,0 'S3 (1,0)
Figure 2.1 Elément local réel générique et élément de référence
Formulation N -
Systéme physiqu
Hoa Sy physique
equations | Equations aux dérivées partielleg o
cf.[I3 Multiplication par
_ — une fonction test
cf. 21 | Formulation variationnelle | L
i Intégration
Transformation par partie
cf. i i . .
. de;_s 22 \Formulatlon faible ‘ Ajout d'une perturbation
equations . — aux fonctions tests
cf.24 | Formulation stabilisée |

| Discrétisation spatiale|

Projection sur I'espace

Discretisation des fonctions de forme

des
équations ‘ Discrétisation temporelle
of. 2332 | Résolution locale & I'élément
Résolution sur
un élément de référence
cf. 233 Linéarisation du probleme
Résolution Résolution du probléme
numérique par inversion de la matrice masse

Solution approchéd

Figure 2.2 Approche par éléments nis
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N
1; 1, 3
s1 s2 ST, N, S2

Figure 2.3 Elément nis linéaire d'ordre 2 et quadratique d'ordre 3 en 1D

la gure Z3] Cette simplicité est possible car toutes varidions et interpolations sont calculées
sur I'élément de référence puis généralisées a l'aide de laatrice jacobienne. Dans la suite I'ordre
spatial de la simulation tel que l'ordre 2 ou 3 par exemple fdiréférence de maniére transparente a
I'ordre des fonctions d'interpolation respectivementP1 ou P, qui dépendent intrinséquement l'un
de l'autre. L'augmentation de l'ordre introduit des possibilités supplémentaires pour améliorer
les méthodes de calcul, les modéles et la stabilisation. Cenapitre précise dans quel contexte
l'ordre élevé a la capacité d'apporter une di érence par ragport & une résolution linéaire i.e.
avec des éléments de typ®1 ou d'ordre 2.

Cette méthode numérique choisie est couramment connue sols nom d'approche de Galer-
kine par éléments nis, et s'inscrit dans la famille des métlodes des résidus pondérés, famille qui
englobe également les méthodes des di érences et volumesisnou les fonctions de pondérations
sont assimilées aux fonctions d'interpolation. Dans ce chaitre, I'approche des éléments nis et
les choix de conception qui ont été faits dans le codAETHERN discrétisation spatiale et tem-
porelle sont abordés. La stabilisation du code est aussi levement étudiée car les éléments nis
sont connus pour étre instables pour la résolution des équans de la mécanique des uides,
voir Hughes et Brooks [14]. En n, certains outils utilisés par la suite sont introduits an de
simpli er la compréhension de l'implémentation des modéls multi-échelles a l'ordre élevé. Ce
dernier apporte une liberté de conception non négligeable qur le Itrage explicite.

2.1 Formulation variationnelle

La premiére étape de la formulation Galerkine éléments nisconsiste a exprimer le systeme
d'équation sous sa forme variationnelle. La solution est aprochée par deux familles de fonction :
les fonctions de testV et de pondération W. Les fonctions de test sont aussi appelées fonctions
d'interpolation dans cette thése. Elles ont pour réle d'apgocher le plus délement possible la
solution. Quant aux fonctions de pondération, elles sont pésentes pour moduler l'importance de
chaque n+ud dans l'interpolation. Les fonctions de pondérdéion jouent un réle majeur dans les
éléments nis. Si ces derniéres sont correctement choisie est possible d'étudier le probleme
sur chaque élément et donc nalement sur un unique élément deéférence grace a une transfor-
mation géométrigue associée. Elles permettent aussi d'imcporer les conditions limites dans la
formulation faible sous la forme de deux familles, les contlions de Neumann ou de Dirichlet.

Pour revenir a la formulation variationnelle, cette derniére peut étre vue comme un théoréme
de conservation de la puissance mécanique si seule I'équati de quantité de mouvement est
considérée. En mécanique, cette méthode est appel@édéoréeme des puissances virtuelles

Soit un intervalle de temps | =]0; T[ discrétisé en n segment$, =]tn;th+1[ €t un domaine
de frontiére . Les domaines discrétisés temporellement st aussi notés

n= In

n I n

Pour la discrétisation spatiale, le domaine |, est subdivisé en (), €éléments permettant de
dé nir le domaine de discrétisation sur chaque élément

e=[  1,%;  e2[L:(ne),]
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Les fonctions de test et de pondération sont prises dans lesothaines de dé nition suivants

Vn = :.ljlz C( ) Ve §2 (P )™ia(V) = g(t) sur n©
I . m m N © (2.1)
Wop= W jW 2 C(,) ";We 82 (Py( &)M;q%(W)=0sur ,

ou m est le nombre de degre de libertég est la condition aux limites et P est 'ensemble des
fonctions d'interpolation d'ordre k. L'ensemble des fonctions d'interpolation a pour notationcelle
des polyndmes de degrk mais les fonctions d'interpolation peuvent étre de diverse formes. Dans
cette thése, des polynémes présentant des caractéristigsientéressantes pour l'implémentation
sont choisis. Ce choix est discuté dans la partie sur la disétisation spatiale. Il est important
de noter la di érence entre q et 90, ce dernier étant I'ensemble tangent du premier. En e et, le
probleme n'est pas linéaire et il est donc nécessaire de la@ariser. Or dans ce cas, la résolution de
V estréalisée par l'intermédiaire de sa di érentielle &/ . Ainsi, la résolution du probléeme éléments
nis des équations de Navier-Stokes est intrinsequement éie a la résolution du probléme tangent
correspondant a une minimisation d'un probléme potentiel ¢ dont les fonctions de pondération
y sont associées. Les espacds (2.1) sont trés simples a coemglre. En e et, cela revient a dire
que si la valeur de l'inconnue est imposée par une condition el Dirichlet alors les fonctions
de pondération sont nulles. Cela permet de simpli er le probéme et de séparer les di érentes
conditions limites. L'exemple est donné dans I'annexé BI3.

Soit le systeme d'équation a résoudre{1.15)
KoV, + RiV= KV,

La formulation variationnelle du probléme s'exprime alors sous la forme

Méthode 1 (Formulation Variationnelle) Trouver V_ 2 V, tel que pour toutW 2 W,
Z €. S
W gOl;t + L(l) d n-— 0 (22)

n

ou l'opérateur L dit de Navier-Stokes stationnaire est dé ni par

, &
L=4, @x @x Ky @x

Une hypothése trés importante a été faite dés cette étape duaisonnement. La discrétisation
temporelle a été mise de c6té en discrétisant par segment laéche du temps. Cette hypothése
place notre méthode de résolution dans la famille méthode Gerkine discontinue. En e et,
la éche du temps pourrait aussi étre discrétisée grace a defonctions d'interpolation et de
pondération. Cependant, le couplage de l'espace et du temp®nd la matrice nale beaucoup
plus di cile a résoudre et introduit des problématiques supplémentaires, en particulier pour la
stabilisation. Dans le codeAETHER discrétisation temporelle est faite de maniére discontiue
grace a un schéma aux di érences nies.

2.2 Formulation faible

La formulation faible consiste a transférer une partie des drivées sur les fonctions de pondé-
ration. Pour cela, il sut d'intégrer par partie les ux de I' équation (2.2). Voir annexe[B.1 pour
les détails.
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Méthode 2 (Formulation faible) Trouver V_ 2 V, tel que pour toutW 2 W,

(2.3)

out ett* représentent respectivement la valeur temporelle a gauchet a droite. Si ces deux
valeurs temporelles sont égales, le champs est considéréntiou temporellement en t.

Attention, il est & noter que U 6 MoV mais plutét dU = KodV et que pour plus de
simplicité, la formulation faible est exprimée avec un mélage de notations associées a des
formulations conservative et entropique. Cette équation [Z.3) constitue la formulation Galerkine
espace-temps. La premiéere intégrale représente la partieolumique de l'intégration par partie
de I'équation (Z.2). La troisieme intégrale représente larontiere de l'intégration par partie du
terme stationnaire. Quant a la deuxiéme intégrale elle repésente la frontiére de l'intégration par
partie du terme instationnaire et de sa somme avec la conditin de saut suivante

Z £ &§" g & &£ §—
Wt Ut Ut, d=0 (2.4)

Cette condition impose faiblement la continuité en temps. Gette forme intégrée par parties de
la méthode de Galerkine se traduit par la conservation des « lorsque des régles de quadrature
sont utilisées pour I'approximation des intégrales, voir gus loin dans la sectior’Z5.1L. En n, cette
formulation est consistante, c'est-a-dire que la solutionexacte du probléme véri e I'équation

@3).

Dans AETHER'intégration par partie du terme temporel n'est pas réalisée car les fonctions
de pondération ne dépendent pas du temps. Les dérivées temygiles sont approximées par des
schémas de di érences nies comme précisé ci-dessous.

2.3 Discrétisation spatiale et temporelle par éléments ni S

2.3.1 Discrétisation temporelle

Il existe deux grandes classes de méthodes éléments nis pola résolution de problémes
instationnaires.

Tout d'abord les méthodes espace-temps dans lesquelles les fonctions d'interpolation
sont des fonctions a la fois de I'espace et du temps. Une forration de plus en plus courante
est la méthode de Galerkine discontinue qui impose faiblermt la continuité en temps.

Deuxiemement les méthodes semi-discrétes ou la variable temps reste continue et les
fonctions d'interpolation sont des fonctions uniqguement ce I'espace. Ainsi le probléme est ramené
a la résolution d'un systéme d'équations aux dérivées ordiaires.

Si la premiere approche semble orir un grand potentiel, ele reste aujourd’hui encore ex-
trémement colteuse pour le domaine industriel. C'est donc ne méthode semi-discréte qui est
utilisée dans AETHER 'intégration par partie en temps n'est donc pas réalisée ar cela impose-
rait W .. = 0 sinon. Ce constat justi e d'autre part la non dépendance en temps dans I'étude de
la discrétisation spatiale abordée maintenant.
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Figure 2.4 Fonction d'interpolation N 5

2.3.2 Discrétisation spatiale

Comme précisé au début, chaque fonction test et de pondératn est décomposée sur le maillage
par le biais de I'approximation suivante

X
8x2 nt21,; V(x;t)= Na(X) V.,
a=1
X
W (x;t) = Na (X)W ,
a=1

ou n, est le nombre de n+uds associé a la décomposition du domainil, est la fonction d'inter-
polation associée au n+uda, V , est la valeur inconnue deV_au n+ud a et W , la valeur de la
fonction de pondération associée. Comme il s'agit d'une fonulation semi-discréte, les fonctions
d'interpolation ne dépendent pas du temps et donc l'indice & temps est omis. Il existe de trés
nombreuses facons de dé nir les fonctions d'interpolationN,. Le code AETHERSt basé sur les
fonctions d'interpolation de Lagrange. Ces fonctions d'iterpolation sont des polyndmes continus
qui a l'ordre spatial 2 sont des polynémes linéaires, et donfordre augmente avec la montée en
ordre du schéma spatial. Dans ce cas, toutes ces fonctionsrivént la propriété suivante

1 sia=b
Na(Xp) = 0= g “ginon

Ainsi la résolution du probléme en formulation faible revient & résoudre un systeme linéaire
matriciel de dimension n, fois le nombre de variable a chaque n+ud qui est la taille du veteur

V.. Dans cette thése I'ordre spatiali est noté O;. Pour un maillage 2D en triangle, la fonction

d'interpolation N 5 O, au n+ud a est représentée sur la gurdZH.

Réduction a un probléme local portant sur I'élément de référ ence

Comme la résolution consiste en un calcul d'intégrale volungue, le probléme peut alors étre
étudié sur chacun des éléments séparément. Puis il est recstitué globalement en faisant la
somme des di érentes parties des intégrales. L'intérét prique des fonctions d'interpolation est
gu'elles sont choisies de maniéere a étre égales a 1 au n+ud aug elles sont associées, de varier
dans les éléments voisins, d'étre nulles aux autres n+uds @de2léments voisins et nalement d'étre
uniformément nulles sur le reste des éléments.

Sur les gures[Z35 et[Z®, il est possible de voir respectiveemt le support restreint aux
éléments voisins dans le cas d'un élément 1D et la décompasit des fonctions d'interpolation
sur un élément 2D. Ainsi pour un n+ud, seule la contribution des éléments le possédant est non
nulle pour le calcul des intégrales. En inversant le problém, ceci revient a calculer pour chaque
élément l'e et des intégrales entre chaque n+ud puis & sommeglobalement leur e et. Ainsi
grace a un tableau de connectivité donnant l'indice du n+ud lbcal a I'élément sur la matrice
globale, il est possible de reconstituer l'intégrale totaé.

En examinant I'équation (2:3), il apparait que l'introduct ion des fonctions de pondération
crée toujours un produit de dérivéesni®™e de fonction d'interpolation ot n 2 [0;+1 ]. Grace
a ceci, il est toujours possible d'associer a une intégraleedix indices de la matrice globale. La
formulation variationnelle permet donc de dé nir un problé me matriciel linéaire classique de la
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Na

Figure 2.5 Fonction d'interpolation 1D O, sur 4 éléments

N1
5, N2

*s, +

S3

Figure 2.6 Décomposition des fonctions d'interpolation sur un éément triangulaire.

formeM x = R, ot x est linconnue du probleme,M_est la matrice masse du probleme eR_est
le vecteur résidu du probléme. Le systéme linéaire global pg donc se réduire a la dé nition du
systeme linéaire local a I'élément. La matrice de masse du pmier est reconstruite grace a un
tableau d'équivalence entre les systémes locaux et le syste global, voir la gure 271 En e et
la solution du systéme linéaire local sur un élément, fourriune matrice de dimensionng  nNen
i.e. le nombre de variable fiy) fois le nombre de n+uds sur I'élément fen). Par exemple pour
un élément O,, c'est une matrice carrée de dimension 15, voir de nouveau lgure 271

Réduction & un probléme unique sur un élément de référence

Pour obtenir la valeur des matrices intégrales sur chaque ément, il est indispensable de
connaitre les valeurs des fonctions d'interpolation. Pours'a ranchir de la détermination labo-
rieuse a chaque élément de ces fonctionsNil est possible de faire appel & un élément de
référence sur lequel toutes les fonctions d'interpolatiorsont précalculées et permettent de dé-
terminer trés simplement celle de I'élément réel, voir la gqure [Z1 et I'annexe[B.2. En e et, si
les fonctions d'interpolation sont dé nies uniqguement surun seul élément caractéristique appelé
élément de référence, et que les transformations géomettigs gogt connues entre cet élément et
les éléments réels 2 J1;::: ngK qu'elles soient notéex, = x,, = X, (;; )ou représente
les coordonnées des n+uds équivalents sur I'élément de rééice, alors il vient

o Ken € €SS
VE(x;t) = I\In(a) Xp _ ln(a)

a=1

avecnen le nombre de n+uds par élément. L'interpolation est alors selement paramétrée par les
transformations x,, sur chaque élément plutét que par la dé nition des fonctionsd'interpolation
sur chacun des n+uds.
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S3
" , & | =
—— ko1 2 J1: 3K est I'in u.ence du n+ud du sommet k
Ei . telque oM sur le n+ud du sommet | dans
=5 I'élément i .
S1 2
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Figure 2.7 Construction de la matrice globale grace aux matrices dcales des éléments.

Pour trouver la transformation x,,, le type des fonctions d'interpolation est treés important. Une
des propriétés des fonctions d'interpolation de Lagrangest de pouvoir localiser les coordonnées
d'un n+ud. Ainsi, il est possible d'en déduire que

e € €8S
Xn(a) = Nn@ Xn _  Xnq)

a=1
ou Xn(a) €St la coordonnée du sommea dans I'élémentn réel étudié. Si les fonctions d'interpola-
tion restent les mémes alors I'élément est dit isoparamétgue. C'est le cas ici avec les fonctions
d'interpolation de Lagrange, ce qui permet une grande simplcation algorithmique : les poly-
nomes dans I'élément de référence deviennent des fractionationngligg dans kélément réel. Cela
permet entre autre de simpli er la notation en posant N, Xj =N, . Les fonctions
d'interpolation sont alors aussi appelées des fonctions disrme car elles dé nissent la géométrie
de I'élément. La valeur de la fonction de forme au sommeh (a) est toujours égale a 1 et nulle
aux autres sommets que ce soit sur I'élément de référence ourd'élément réel. Dans la suite, la
somme surng et la notation n(a) sont omises lorsqu'il s'agit de problemes locaux. En e et,il
est sous-entendu que la résolution du probleme est implio#iment identique sur tous les éléments.

Finalement, les intégrales du probléeme de Galerkine disctisées sur I'élément peuvent étre

simplement étudiées avec des fonctions d'interpolation g#érales dé nies sur I'élément de réfé-
rence grace aux formules suivantes. SoW _la solution vectorielle etV , et x, la valeur au n+ud
a respectivement des variables et des coordonnées, il vient

vV,
@, @

ge ' jacobien
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ou J® = @=@ est la matrice jacobienne associée a la transformation de geéétrie.

Il est possible d'obtenir de la méme maniére les expressiomes dérivées secondes, tierces ...
en fonction des besoins et de I'ordre de calcul. Si les fonotis d'interpolation sont d'ordre n, les
dérivées n+1 seront nulles.

Il est par ailleurs impossible de déterminer exactement auens des éléments nis la valeur
de la dérivée n+1 grace aux dérivées n en chainant la méthode-dessus. En e et, pour l'ordre
2 ~ ’

Y _% @@€5 @Ta@N, €S

= = + — V
@« ., @e - @ @ - "°
R S A
terme 1 terme 2

et non pas & 3
Gy X' @ T @Na€ S,

@2 a=1 @ @2 B :

La dérivée numérique est en fait décomposée en deux termes.yl a une dérivée géométrique

représentée par le terme 1 en plus d'une dérivée paramétrigureprésentée par le terme 2. Cette

di culté est rediscutée plus loin.

2.3.3 Approche Galerkine instationnaire

Fort des propriétés précédentes, il est possible de disciiéer les équations de Navier-Stokes ob-
tenues dans leur forme faible. Une fois discrétisées par lepproximations ci-dessus, le probléeme
peut se réécrire formellement comme

€ S
W G VvV =0 (2.5)

[}

. i ©r . ©r . o
ouV = VI;Vi; Vi o, W= W;Wj; W, o, etG estun systéme non linéaire
de dimensionn, ng i.e. nombre de n+ud nombre de variables par n+uds comme pour
le probléme sur un élément. De plus comme I'équation[{Zl5) ¢s/raie pour tout les W non

contraints. En écartant le probléme des conditions limites il découle que

€ S
G ViV =0 (2.6)

La dérivé temporelle est approchée & l'aide du schéma aux dérences nies décentré d'ordre 2
suivant. Cependant n'importe quel schéma temporel pourrai étre utilisé de la méme maniére

€ .S

3 1
Vi(tasa) t= VT V74 JVT 240 12 2.7)
Ainsi, le systéme entiérement discrétisé spatialement etdmporellement sur lI'espacé,, =]tn;th+1 |
devient € &
G v™mhivhyvh t=0 (2.8)

Ce systéme [[ZB) étant non linéaire, il est alors linéarisé qur la résolution grace a un algo-
rithme de prédicteur/multi-correcteur avec une stratégie de pas de temps dual. En e ectuant
un développement de Taylor du systeme ou V' = VML v il vient

G€V.”+1-l”;l” A €lp+l; VAL °) %€1{‘++11;1”;1” > A

= i+l

<

© ||G)

Ce qui revient a résoudre désormais le systéme linéaire

M, V= R,
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€ S
OUR; =G V™ vhVv" 1 estle résiduM , = @_z@_(l?ijll) V™ V" 1) la matrice tan-
gente associée au systeme non-linéai@ et 1”0"1 = V". De cette maniére, les matrices du
probleme élémentaire local sur chaque élément s'écriventedla méme maniére en omettant I'ex-
posantn + 1 qui caractérise en fait l'inconnue

RE= fzggg;.ga:[l;:::np] e «
a SU(V) 20(Vh)+ U VP od g

FZ g . S

+ 0t Na;iF_i (l)"'Na;iKij l;j d ﬁ
Zi ¢ )

+ t Na E5(v) KV nd 3§

n

RS =

(2.9)

Dans le résidu ce sont les ux exacts non linéaires qui sont d¢eulés. La matrice masse du
probléme s'écrit quant a elle

M €= fz&Zgg; a;b=[1;::np]
e = NaXoNpd &

:ab_ e 9
n € . . S
+ t Nai ¥ iNp+Naikij Npj d 8
Z3 - &
€. .. S
+ t  Na Ny KNy nd ¢

n

(2.10)

Pour plus d'information sur I'obtention de ces expressions se reporter a I'annexe[B.4. Cette
derniére formulation est conservée pour la résolution du sstéme Navier-Stokes. Elle permet
d'obtenir la solution tangente au systéme et de mettre a jourle vecteur entropique a chaque pas
de temps.

2.4 Stabilisation de la formulation des éléments nis

La méthode de Galerkine développée jusqu'a maintenant estomnue pour étre sous dissipative
et donc instable pour des écoulements dominés par la convéah, voir Brooks et Hughes [14]. Le
nombre de Péclet est naturellement adapté pour quanti er I'équilibre entre la convection et la
di usion d'une grandeur. Il y a en réalité 5 Péclets au total i.e. 1 par équation, pour le systeme
des équations de Navier-Stokes. Le premier nombre de Péclest basé sur la conservation de
la masse et est donc un Péclet massiquPe = uL=D ou u est la vitesse,L une longueur
caractéristique et D la di usivité massique. Les 3 Péclets des équations de la ceervation de
la quantité de mouvement sont en fait équivalent au nombre deReynolds Pe = Re = ulL=
ou est la viscosité moléculaire. En n le dernier Péclet est un Bclet thermique Pe = uL=D;
ou D, est la di usivité thermique. Pour le systéme des équations @ Navier-Stokes, il est donc
possible de parler globalement d'un nombre de Péclet de méd dé nit par Pes = uL= ou L
est une taille de maille locale et est la diusion de I'équation considérée. Cela permet donc
de ne pas confondre ce terme avec le nombre de Reynolds qui est fait strictement réservé
pour caractériser la nature d'un probléeme aérodynamique das un écoulementi.e. comparer la
convection a la di usion naturelle pour le mouvement du uid e. Ainsi, la méthode de Petrov-
Galerkine consiste a stabiliser cette approche en remplagale terme de fonction de pondération
W par W + P (W) ou P est une perturbation, fonction de W .

2.4.1 Formulations SUPG et GMC

Il existe di érentes méthodes pour modéliser la perturbation P. La méthode Streamline Up-
wind Petrov-Galerkin (SUPG) est basée sur le concept de décentrage amont et est éguiente
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aux méthodes de di usivité arti cielle. Brooks et Hughes [14] dans le cadre des équations de
Navier-Stokes incompressibles, proposent la dé nition sivante généralisée au cas compressible
en variables entropiques

gy av

| @}(
La matrice _ est appeléematrice d'échelle de temps intrinséqueDe sa dé nition primordiale
dépend la précision de la méthode car elle joue un rdéle analog au coe cient de di usion,
coe cient classique aux méthodes de stabilisation. Elle ircorpore une fonction du nombre de
Péclet de maille qui active la stabilisation dans les zonesaminées par la convection.

La méthode Galerkine Moindres Carrés (GMC) ouGalerkin Least Square(GLS) est basée
sur une combinaison linéaire du terme di usif et convectif. Typiquement, elle s'écrit

PW)=

PW)=_LW)

Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer par exempla Franca et Hughes[42] et Hughes,
Franca et Hulbert [69]. Toutefois il est a noter quavec un cécul O, i.e. avec des fonctions
d'interpolation linéaires, les formulations SUPG et GMC smt identiques puisque le terme di usif
ajouté a la perturbation est alors nul. C'est la formulation GMC qui est a la base du codeAETHER
mais elle n'est aujourd'hui pas utilisée car jusqu'alors seles des simulationsO-, étaient réalisées.
Ainsi la formulation faible (£.3) se réécrit avec le terme spplémentaire

Z g ) g

Rel Z €. & (2.11)

La consistance du terme de stabilisation est assurée puistjuest multiplié par le résidu. I
tend vers zéro lorsque la solution converge. Il est aussi a ter que la matrice _ est dé nie
uniguement sur I'élément d'ou la présence du terme somme aatr de l'intégrale locale. Il n'y a
pas de dé nition nodale de la stabilisation. Ainsi le terme de stabilisation n‘a pas de sens global
en tant que champs physique.

Une derniére approche consiste & introduire le terme instabnnaire dans la perturbation, de
maniere a ce que la troisieme ligne de I'équation{Z.11) soymétrique.

PW)=_ Kow  + L(ﬂ)s

Cette derniére formulation semble prometteuse pour de futues recherches car les méthodes Ga-
lerkine discontinues stabilisées par la matrice de temps iminséques divergent lorsque la discré-
tisation temporelle devient trop précise. C'est ce qui a étéconstaté lors de certaines simulations
et aussi par Hsu [[62]. Par ailleurs ce terme est implicité das la matrice tangente au probléeme
Navier-Stokes en supposant_ constant sur les éléments, rejoignant les conseils de Hugh¢g9].

2.4.2 Dé nition de la matrice d'échelle de temps intrinséqu e

Cette approche de la stabilisation nécessite de determinefexpression de la matrice_. La
matrice _ est décomposée en une partie advective équivalente d'un sama déecentré, puis elle
est modi ée par une correction di usive. Dans un premier temps la matrice de temps intrinseéque
instationnaire non corrigée est dé nie par

2,@052!%,,@@CE 1
_=R4 =2 1 o+ L= AjA 5 (2.12)
@y @x @x
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oll @o=@¥ est relatif au temps et sa valeur est donnée par# t2. Cette expression est obtenue

grace a une optimisation réalisée par Shakib [134] dans le sal'écoulements incompressibles
a l'ordre simple. Elle est généralisée aux autres cas tels qules écoulements compressibles et
I'ordre élevé. Pour plus de précisions voir Mallet [[107].

L'analyse dimensionnelle du terme convectif permet de miexi comprendre sa forme. |l est
compose d'une partie geométrique @;=@x @;=@K) permettant de corriger uniquement la
sur-convection gans le sens du courant pour la partidJpwind et de la norme de la convection
determinée par AjA. La présence de linverse de la matrice de changement de bapermet
qguant a elle de continuer & ré échir en variables conservaties simpli ant la notion de convection
tout en appliquant _ a la formulation entropique.

Il est important maintenant d'ajouter la correction di usi ve dans la méme direction que la
convection et dans le méme espace. Il faut tout d'abord dé ni I'espace de coordonnées ap-
propriéesi.e. dé nir s = (s;n;t) un systtme de coordonnées locales tel que la directiasoit
colinéaire au vecteur vitesse en ce point. Ceci permettra ddapter la correction en fonction de
la convection de la particule uide. Soit R = @ =@ la matrice de transformation du systeme
de coordonnées cartésiennes en ce systéme de coordonnéeslés. La matrice Q de dimension
Ng  Ng est dé nie par . o

1
g =

2

1

Ainsi le probléme de Navier-Stokedans le sens du couranest dé ni en appliquant le changement
de variable : U= ng. Le probléme Navier-Stokes se réécrit simplement de la magie suivante

Q;t +

1>

Q:

=

U,

ou et sontdes indices de sommation. Comme le probléme est syméitie a celui déja traité,
en variables entropiques il devient

By, +Bv = K v

ou il découle

I 1]
0,'2
e IS

4oQ

0

M

=0

WA AW 00

(1= | e 1<
I
> |
b=

[

Ayant obtenu le probléme dans l'espace pertinenti.e. le sens de convection, il faut extraire
l'intensité de convection du probléme. Il est donc intéresant d'étudier le probléeme aux va-
leurs propres, chacune de ces valeurs propres représentaadbrs l'intensité de convection d'une
variable. Le terme convectif peut se réécrire en une matricaliagonale donnant les contribu-
tions convectives de la stabilisation représentées par legleurs propres, et cela pour chacune
des directions. Ainsi, le probléme aux valeurs propres suant est étudié dans la directions de

I'écoulement =
€ S

A il §=0; i2J1::ngK
e o

avecS; le vecteur propre associé a la valeur propre;. Le probleme homologue mais dans I'espace
entropique Riemannien

o8 igo 8 =0; i2J:ngK

=S
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— o1

Les grandeurs suivantes sont dé niesS = [§i]i231-'"ndl wS=§ T Ao Set__=
=) = g 8y =2 €
diag [ i; ; nyls etles relations suivantes sont véri ées
8 T
<8 HSs=s"AS=_
S
S KN &=

Ainsi, la partie stationnaire de I'équation (Z12)) s'écrit dans la base du sens de la convection en
notant g = @=@s @;=@s
@ @ ” —
X, @—}'(@—% AjAk =K, AjQg Q 'Ax ?; carg estune constante

™

[N
=

=&01th§1§9 Q'QAQ Y % carQ"=Q!

Par ailleurs, A_ est diagonalisable sous laforme. = S 'A_S. Par contre, les autres directions

S
nett ne sont pas diagonalisables par cette meme matrice de passa§. Cependant pour ces
S=

autres directions 6 s, il se trouve que__ = S é S Jﬁl $. La matrice reste symé-
trique mais non diagonale. Il en découle que la matr ice. g _ ~est réelle symetrlque et donc
diagonalisable dansR?

_g _=X_X'=x_Xx"'T

ol __ est une matrice diagonale. Ainsi, la matrice d'échelle de teps intrinseque se réécrit de la
maniére suivante

@ GE]_ h i l#
_ =R, @—0 L+ QAg A Q" °
’ 6(]51 " € é #
R @ - S g 1 T 3
"R’ gy L*Q28 shes s'Q
o1 ’ @0GEl € St
::0 @—25 I:+ g g é g
> #
- W 1 ’ @oGEl "€ 15 1907
=20 @y L+ QSX_X'5°Q
, (El h€ é £ S i l#
SRyt @0 osx® fosx ™
Al € § € 5"
- QN1 @0 | + QS X ? QS X
Il est noté " — 1
_=diag §*; ;2 =_ zet_=QSX

Il existe donc un changement de base permettant d'exprimer_ en fonction des valeurs propres
convectives.

En n, il reste a corriger ces valeurs propres avec un terme disif. Pour cela une correction
construite sur la projection de la matrice di usive sur I'espace de diagonalisation est ajoutée.
Ces corrections notées ; sont alors ajoutées aux valeurs propres advectives,

_1 X TR 1 @ @«

i= iRy ==K

Osd jpim =1 @x@x%

Le nombre de Péclet de maille devient Pes = 1=( 2 ;). Les valeurs propres advectives sont
alors corrigées grace a l'adjonction d'une fonction de Péet utilisant le nombre de Péclet de
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maille. Cette correction est issue de la forme optimale de lai usion arti cielle permettant de
corriger I'équation scalaire d'advection di usion et prend donc la forme

~ - 1
= [Y7(Pe); ouT(Pe)=coth(Pe) oo

Au nal, la matrice d'échelle de temps intrinséque s'écrit
=Nt =2 |+ _diag[]_"

La stabilisation SUPG/GMC s'appuie donc sur une étude locak dans l'espace des vecteurs
propres du sens de convection permettant de corriger les valirs propres de la matrice convective
grace a une projection de la matrice diusive sur ce méme esga. La stabilisation compare
une intensité de convection a une intensité de diusion. Si ette derniére est trop faible, la
stabilisation rajoutera de la diusion et cela uniqguement dans la direction privilégiée par le
transport d'information.

Au regard des modéles de sous-maille multi-échelles, la &#isation apporte une lecon tres
intéressante. Tout d'abord la matrice di usive issue de la nmodélisation devra y étre incorporée
sous peine de nourrir la stabilisation avec une seule partide la di usion du calcul et de rendre
nalement le calcul trop di usif. Par ailleurs, Levasseur [[99] et Garnier [48] montrent que I'e et
spectral de la stabilisation est bien di érent de celui d'un modéle de sous maille. Ce dernier
est congu pour une évolution du sp?ctre en dissipation de laofme k3, alors que le spectre
issu de la stabilisation évolue en k3. De plus bien que lintensité de la stabilisation soit plus
importante que celui de la modélisation et cela méme specttament, il n'en reste pas moins
que les modéles ont des e ets di érents et de loin non négligebles. Une chose trés importante
a remarquer sur la dé nition de la stabilisation est sa constuction locale a I'élément. Cette
approche est trés utile pour la construction des di érenteséchelles du modéle de cette thése.
Cet exemple montre que la construction locale a I'élément irpacte globalement le comportement
du uide, ce qui justi e la construction élémentaire du futu r modéle de sous maille.

2.4.3 Particularité dans AETHER

Dans la pratique, le calcul avec la formulation GMC est compiqué en raison du terme sup-
plémentaire a calculer ci-dessoud{Z.13). En e et, celleidmpose le calcul des dérivées secondes
deV etdeW. Z c s
LW) _ Bov,+L(Y) d g (2.13)
Une méthode pour s'aranchir du calcul des dérivées secondede V est d'appliquer une pro-
jection L, et ainsi de déterminer un e et de gradient second a partir desvaleurs des dérivés
premiére. Cette méthode est présentée dans le paragrapheigant. Cependant la projection L,
ne peut étre appliquée aw car les valeurs dedW ne sont pas dé nies. Ainsi, la formulation
GMC n'est pas utilisée dansAETHERar le terme di usif dans L (W) n'est pas considéré. |l se-
rait colteux a calculer et donc seule la formulation SUPG esimplémentée. De plus, di érentes
approximations peuvent étre considérées dans le terme deadiilisation de I'équation (Z.13).

Formulation stationnaire

Cette méthode consiste a prendre uniquement en compte lesn@es en espace dans l'expression
de la stabilisation. Elle est légere en colt de calcul mais feésse par construction. En e et,
appliquer la stabilisation ne peut se faire que sur le résidwentier et non pas seulement sur la
partie di usive et convective a n d'assurer la consistance de la formulation.
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Formulation semi-instationnaire

Cette méthode intégre la partie instationnaire dans le régiu grace agolﬂ. Elle est plus
satisfaisante théoriguement car elle applique une correan di usive pour certaines zones de
I'espace de nature trop convectives grace a. L'instabilité arti cielle du schéma numérique en
espace est stabilisé et le terme de stabilisation disparajprogressivement avec la convergence.
La consistance est donc conservée.

Formulation instationnaire

L'ajout d'une partie temporelle/instationnaire dans la matrice _ pourrait sembler arti ciel.
Cependant__ étant une stabilisation numérique du schéma, pourquoi ne ps corriger aussi l'in-
tégration temporelle ? Ainsi, ce terme additionnel proportionnel & 1= t? compense la di usivité
arti cielle introduite par le schéma di érence nie en temp s. Un meilleur comportement du cal-
cul est constaté en ajoutant ce terme. Il est a noter qu'une adptation de ce coe cient devrait
étre développée. En e et, si le schéma temporel ou l'ordre sial change, la précision aussi et
donc la stabilisation doit suivre cette tendance. Or aujoud'hui ce coe cient temporel possede
la méme forme pour tous les ordres de simulation. En pratiqueles calculs divergent lorsque le
pas de temps devient trop petit. En e et, si le pas de temps dimnue alors_ devient de plus en
plus grand entrainant la divergence du calcul.

D'autres méthodes de stabilisation des éléments nis ont vule jour depuis l'implémenta-
tion SUPG/GMC dans AETHERD'un coté, certaines cherchent a conserver cette formulaon et
rendent le calcul uniformément stable pour tout pas de tempg62]. Par ailleurs des approches
di érentes sont développées grace aux modéles multi-écHes (voir référence plus loin en section
[6.14). lls permettent de dé nir une stabilisation grace aux grandeurs locales et aux fonctions
de forme de I'écoulement. Comme pour SUPG/GMC, le terme de sbilisation n‘a qu'un sens
local, cependant il est intrinsequement lié aux méthodes miti-échelles et de ltrage qui sont
reprises dans cette thése.

En reprenant cette théorie développée par Hughes[68], il msible aussi de montrer qu'a
partir d'un certain ordre de simulation spatiale, I'implic itation de _ doit étre prise en compte.
Bien que cela ne soit pas encore réalisé dasETHERe faible ordre spatial utilisé dans cette
theése, O3, permet de continuer a supposer judicieusement que la mafte de temps intrinséque
soit toujours constante sur les éléments.

2.5 Ouitils éléments nis pour les modeles multi-échelles

La construction du modéle de sous-maille développé plus leinécessite le calcul de certaines
grandeurs physiques. Comme il en est discuté dans les chamt dédiés, le calcul des dérivées
d'ordre n est nécessaire. Cette partie vise a fournir les outils élémes nis permettant de calculer
le plus judicieusement les grandeurs nécessaires au modéle

2.5.1 Regles d'intégration pour interpolations polyndmia les

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes sariite donc a calculer la matrice
masse et le vecteur résidu sur chaque éléments a n de recoitsier la matrice globale. Ainsi le
systeme peut étre inversé et la solution peut étre mise a joua partir de son gradient en chaque
n+uds au temps n + 1.

Comme précisé au paragraphé—2.3.2, l'interpolation sur I'fment en un n+ud revient a
connaitre la valeur des fonctions de forme en I'équivalent d ce n+ud sur I'élément de référence.
Si c'est un sommet cela revient a étre 0 ou 1. Cependant pour lealcul de l'intégrale, I'évolution
continue n'est pas directement transposable. Le changemeérde variable de l'intégrale entre



46 CHAPITRE 2. METHODE GALERKINE ET ELEMENTS FINIS

I'élément de référence et I'élément réel fait intervenir s dérivées des fonctions de forme a travers
le déterminant du jacobien. Les matrices globales sont doncalculées localement sur chaque
élément en utilisant le déterminant du jacobien dé ni sur I' élément de référence. Finalement, la
formule importante du Ca|CLZJ| des intégrales locales est

€S =
(x)d °= _det ged ref
€ ref

Il reste toutefois a résoudre le probléme numérique du caldudes intégrales. Celles-ci font
I'objet de régles d'intégration adaptées aux fonctions d'interpolation polynémiales. Chacune de
ces intégrales est calculée a l'aide d'une quadrature numigue par la méthode de Gauss. Cette
regle est simple en 1D : grace & points, l'intégrale d'un polyndbme de degré X 1 peut étre
calculée exactement. En 2D et en 3D, respectivement pour deguadrilatéres ou des hexaédres,
la di culté est contournée en utilisant cette régle 1D dans chacune des directions. Le probléme
se pose pour les triangles et les tétraedres. La solution estintégrer avec moins de points en
utilisant des régles adaptées tout en conservant la méme peésion.

Il faut cependant garder en mémoire que plus l'ordre augmendt, plus les regles d'intégration
sont multiples. Il peut s'avérer plus judicieux d'utiliser une régle avec moins de points qui sera
plus rapide a calculer mais moins précise. Ainsi, l'intégrie sur € de la fonction peut se
réecrire 7 y - -

€S ot Ken € S —€S
€= Ng . det J® . 1; 4

i=1 a=1
ou g, _i» Nint et I'; sont respectivement la valeur de la fonction au n+uda, les coordonnées
des points d'intégration sur I'élément de référence, le notmre de points d'intégration et le poids
associé a chacun de ces points. Par exemple pour un tétraédee ordre O, possédant 4 fonctions
d'interpolation, il sut de prendre !; = !, 8i 2 J1;:: nj,; Kpour que le systéeme soit fermé.
En e et, il y a 4 équations portant sur l'intégrale des fonctions d'interpolation et comportant 4
inconnues : ; et ! . Seul un point d'intégration est nécessaire. Dans le tablaalZ 1 sont données
des régles d'intégration classiques pour les tétraédresafdre O, et Oz. Pour obtenir une méthode
d'obtention des poids et points d'intégration, se reportera I'annexe[B.4. Le colt du calcul est
directement proportionnel au nombre d'éléments multiplié par le nombre de points d'intégration
sur |'élément de référence.

Il faudra noter que l'intégration se fait sur des produits de fonction de forme. Ainsi, bien
gue la simulation soit O, i.e. avec des polynémes linéaires, la regle d'intégration a 1 puat n'est
pas su sante. En e et, le produit de deux fonctions de forme revient a intégrer un polynéme de
degré 1 +1 = 2. Il est donc nécessaire d'utiliser une régle ditégration d'ordre supérieur. Ainsi
lorsqu'il est question de simulation O3, une regle d'intégration pour les polyndmes de degré 4
doit étre utilisée.

e

2.5.2 Le calcul des dérivées en pratique

La remarque énoncé a la n de la sectioi"Z]3 sur la discrétis@&n permet de mettre en évi-
dence la diculté de calcul des dérivées d'ordre supérieur €l que le Laplacien. Par exemple
la partie en dérivée géométrique@_:@}2 @,=@ O3 fait intervenir une matrice cubique. La
dimension de cette matrice augmente avec l'ordre de la dérée. Or cette matrice peut étre dif-
cilement inversible a partir de la simple formule de @x=@". C'est dans ces cas de gure qu'il
est important de prendre certaines approximations sur la gémétrie des éléments et des fonctions
d'interpolations. Les hypothéses utilisées jusqu'a maintnant sont des fonctions d'interpolation
de Lagrange polynémiales et des éléments iso-paramétrigsie

Les éléments symétriques

Dans AETHERI a été choisi de conserver des éléments symétriques. Cquérmet de pro ter
de deux e ets trés importants qui introduisent une simpli ¢ ation et une e cacité algorithmique
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Nombre de points | Coordonnées sur I'élément : Exacte pour un
- . . Poids ! ~ p
d'intégration de référence (i; i; i) polynéme de degré
1 1 1

i
i
i
o

a a a

4 aab 1 2
a b a 24
b a a

Table €2.1 Régle d'intégration pour un élément de référence tétr&drique,a= 5 5 =20

etb= 5+3p§ =20.

accrues. Un élément symétrique est un élément dont les n+udsur une barre sont équidistants
et dont la barre n'est pas déformée. Cela rend le jacobien immnditionnellement constant sur
I'élément. Les deux e ets en résultant sont tout d'abord I'annulation de la partie géométrique
des dérivées d'ordren 2 J2;::: + 1 J. Puis l'introduction d'un jacobien constant permettant son
extraction des formules analythues, rendant ces derniégeidentiques a tous les éléments.

Le premier point permet de déterminer simplement les dérivés successives grace au produit
matriciel des jacobiens, qui est trés simplement calculalg,

@y _* € S @N. €S
@ . * @ -

a=1

vV, (2.14)

Le deuxiéme point est trés important car il localise les fornules analytiques sur I'élément de
référence. En e et, seule la matrice jacobienne exprime leatcul dans I'élément réel. Cette
derniére étant constante, elle peut sortir de I'expressioranalytique des intégrales. Par exemple
c'est le cas de la projection aux n+uds de grandeurs fonctionelles. Cette formulation se retrouve
partout lorsqu'il est souhaitable de rajouter une formule analytique a notre probléme telle que
les modéles multi-échelles par exemple.

Cette approximation n'est pas anodine. En plus de simpli er et d'automatiser algorithmique-
ment la montée en ordre des grandeurs analytiques, I'hypotbse d'éléments symétriques permet
de conserver la forme polyndmiale des fonctions d'interpaltion de I'élément de référence dans
I'élément réel. Ainsi l'interpolation réelle n'est plus simplement une interpolation par fraction
rationnelle mais une interpolation strictement polyndémiale.

Soit un probléme di érentiel d'ordre k formulé en éléments nis. Avec les hypothéses faites
sur les éléments, il est possible d'écrire que

Z z
@V Rel Ken Ken @Nb
W F—=—=d = NaW F—Vbd e
@_k na p © . @k
Rel v — € S( Ken Xen N
- ﬂa det ie ie N @ bd ref lb
- - ref
n a b

ou les sommes sum et b sont maintenant implicitement exprimées. Le terme entre cochet est
indépendant de la géométrie de I'élément, ce qui permet de osidérer que les uctuations de
la variable V_ sont purement polyndmiales. Les coe cients polyndmiaux semt modulés lors de
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la globalisation en fonction de la taille de I'¢lément consiéré pardet J° et de la direction du
gradient par J°. Cela prouve I'e cacité de I'hypothése de symétrie des élérents qui permet d'in-
troduire des expressions analytiqgues dans notre résolutioen supposant I'évolution des variables
comme polyndémiales.

Dans une optique de généralisation, il est toutefois possie de déformer les éléments de
maniére a ce que le terme en dérivée géométrique soit nul, peettant ainsi de conserver l'e et
des hypothéses d'élément symétriques, voir par exemple Narand [118].

La projection Lo

La dé nition de la dérivée classique donnée par I'équationZ.I4) donne une estimation de la
dérivée aux points d'intégration a partir de la valeur d'une fonction aux n+uds. Cette valeur
aux points d'intégration est nécessaire aux calculs des iggrales. Cependant, il est parfois aussi
nécessaire d'obtenir les dérivées aux points d'intégratio a partir des dérivées d'ordre inférieure
a ces mémes points d'intégration.

La projection L, permet d'obtenir la valeur approchée aux n+uds de variablesdé nies aux
points d'intégration. C'est le calcul inverse de l'interpolation réalisé de maniere approchée. Elle
permet par exemple de ne plus avoir besoin des gradients seufs et supérieurs des fonctions de
forme pour calculer les dérivées secondes et supérieuresagandeurs aux points d'intégration.

En e et, toutes les matrices de résolution de notre équationsont composées d'intégrales.
Ainsi seules les valeurs de I'élément de référence aux pomtd'intégration sont utiles. Or pour
construire la valeur de la dérivéen®™e aux points d'intégration, il est nécessaire d'avoir la valeir
aux n+uds, la valeur des dérivéesni®™® sur |'élément de référence aux points d'intégration et la
valeur du jacobien aux points d'intégration selon la formule (Z.13). La projectionL , permet alors
d'obtenir une approximation de la valeur de la dérivéen®™e 3 partir de la dérivée (n  1)€™M€ et
du gradient de la fonction de forme sur I'élément de référere chacune aux points d'intégration.

Une des applications directes de la projection , se trouve dans le calcul de la stabilisation a
I'ordre élevé. Lors d'un calcul a I'ordre spatial O; aveci 2 J2;::: + 1 J, la stabilisation requiert le
calcul de gradients seconds qui n'existe pas a l'ordr®,. Mais le calcul et le stockage des termes
nécessaires sont colteux sans l'utilisation de la projeatn L ».

La projection L, utilise la norme L, comme mesure pour projeter la valeur d'une fonction
calculée aux points d'intégration sur les n+uds. Cette méttnde peut étre chainable a I'in ni en
utilisant le fait que ’ E
@*t_ X @a @_
@ = 1T gn

(Xa)
a=1

Toutefois si I'ordre de la dérivée devient supérieur a celudes fonctions de forme, la méthode
donne une dérivée nulle. En e et méme si la méthode n'est pasxacte, la dérivée troisieme d'un
polyndme quadratique est toujours nulle. Le gain en calcul Een mémoire est conséquent car il
n'est pas nécessaire de stocker et d'inverser de termes sugmentaires.

Mathématiquement, la formule de la projection L, est la suivante

Projection L2 1  Soit  une fonction dé nie sur le domaine et \}, un espace de fonctions
linéaires continues par morceaux sur une partition de . La projection L, de la fonction dans
V;, est la fonction P, 2 V, telle que

( Pniv),y = ( Pn)vd=0; pourv2Vy

Cette formule a une application concréte pour les élémentsnis. Prenons | les valeurs de la
fonction au sommet b. La projection L, se dé nit par
z X !
Na Np b d=0; 8a
b
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De plus comme  est unique, si sur chaque €léments la propriété est véri éelars la norme
L, globale I'est aussi. Ainsi, la projectionL, pour les éléments nis est utilisée de la maniéere
suivante.

Projection L2 2 (Projection des valeurs aux points d'intégr ations sur les sommets)
Soit la valeur de la fonction étudiée et© le vecteur des valeurs de cette fonction aux sommets
de I'élément local. Il est possible d'estimer au senk la valeur de© grace aux valeurs de sur
les points d'intégration par
o~ Z < oZ ~
NaNpd ¢ O = Np d £
e ab "oe .
X € S T
= No , ( X;)det J® 1
i b

#

La formulation permet d'a rmer que Oest unique et est la meilleure approximation de
au sens de la norméd., sur I'ensemble des fonctions de form¥. Ainsi, en reprenant le probleme
local et en supposant les éléments symétriques, la dérivée®™® de est déterminée par

X X " — €S
9 (x)= [VECHI V< SR YY
@n o, ab — @
~ ’ ref_ R e Ariv/A - AlA
ou M ab " NaNpd €. La valeur de la dérivée aux n+uds des éléments est obtenue gomet-
tant d'en déduire la valeur de la dérivée suivante aux pointsd'intégration par
+1 X € S
@, = Bt 0 .,
@nﬂ 12 @ -2 @ a
:Xa @N, € SX X ”Mref 1N € S@ .
@& i A X o 'Vh gy Q" EAYEREN
| ~ -~ el
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La dé nition des deux coe cients suivants est alors introdu ite
8 e s x» — €58
% Za —ir b i abNb —i1 i
€ S X € S € S (2.15)
Epg = oz D

1 H 1 1
— i’ i —l1 —l2
a @

a n d'obtenir la formule suivante pour le calcul des dérivées approchées

+1 X € S € IS
gnﬂ Xi, = ¢ Prj ; ; @

X

—’—iz’—i]_ @n 2

[l

. —i1
11

La projection L, ne reste cependant qu'une approximation des dérivées en éents nis mais
elle est beaucoup plus optimale dans l'implémentation. Enget, seules les valeurs des dérivées
premieres sont requises. De plus, le coe cienPrj _i,+_j, estcommun atous les éléments car
calculé sur celui de référence. |l est a garder a l'esprit quees méthodes sont exactes uniguement
si les éléments sont symétriques. Elles sont aussi extraps a I'ordre élevé.

La dérivée aux n+uds par reconstruction

La méthode de projectionL , revient a projeter les valeurs des dérivées aux points d'irgration
sur les n+uds. Cependant, ces valeurs ne sont pas continues ourraient introduire des erreurs
numeériques néfastes pour le calcul.
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Une approche permettant de dé nir les gradients aux n+uds casiste a réaliser une moyenne
pondérée avec les valeurs aux éléments partageant le n+udsidéré. Cette méthode est colteuse
en stockage et en calcul mais elle permet d'obtenir dans le dee de cette thése des grandeurs
continues mais lissées. Pour cela, il sut d'ajouter en chaan des n+uds globaux la valeur de
l'intégrale de la dérivée de chaque éléments partageant ce-nd puis de diviser ce dernier par
la somme des volumes des éléments partageant ce méme n-ud.

X 2 @y .
@la _ ae ye @k
@k - ZAY e
aze

Cette méthode permet raisonnablement d'obtenir un ordre dedérivée qui pourrait manquer.
Typiquement lorsqu'une dérivée troisieme est nécessair@isque seules des fonctions d'interpo-
lation quadratiques sont a disposition. Cependant, algorthmiquement cette méthode requiert
une boucle sur les éléments qui peut étre codteuse.

La dérivée des variables conservatives

Il est généralement plus simple de ré échir en variable corervative a n de calculer des gran-
deurs de I'écoulement ou d'implémenter les modeéles de sounsaille. Toutefois, les variables
conservatives présentent généralement dans les modélesjivent étre transformées en variables
entropiques avant de pouvoir étre interpolées. En e et, le bangement de variable est non li-
néaire. L'expression des variables conservatives en fongh des variables entropigues est simple
pour les vitesses et la température. La masse volumique et lpression sont plus di cilement
calculables. toutefois, les gradients des vitesses sontws@nt trés importants a calculer. Seul le
passage par le gradient des variables entropiques permet dmlculer exactement la valeur des
gradients des vitesse grace a

gu: Vit

i Ve . .
s @u_ 17, @ |, @Y
. @X V52 5 @X i+1 @X

oui 2 [1;::3] sont les composantes des vitesses. Il est cependant pb$side constater que
le gradient des vitesses est proportionnel au gradient de laariable entropique respectivement
associée si la température varie peu.

2.6 Conclusion

Cette partie a permis d'établir le cadre général de I'utilisation des éléments nis dans le code
de calcul AETHER.e changement de variable entropique n'est pas anodin cat est non linéaire
vis-a-vis du vecteur conservatif utilisé pour construire bs modéles. La méthode de stabilisation
permet de justi er que la dé nition d'une grandeur aux éléments peut avoir un impact global
conséquent. De plus, la méthode éléments nis dan&ETHERrésente certaines caractéristiques
importantes a garder en mémoire pour la suite :

des fonctions d'interpolation de Lagrange;

des éléments iso-paramétriques ;

des éléments symétriques.
La premiere hypothése donne la forme fonctionnelle des fotions d'interpolation sur I'élément
de référence. La deuxieme hypothése permet d'utiliser cedt forme fonctionnelle pour dé nir
les éléments réels. En n la troisieme hypothése permet de tguer I'évolution fonctionnelle des
fonctions d'interpolation réelles a celles de I'élément deéférence. Ainsi I'évolution des variables
entropiques sont polyndmiales par parties.



Chapitre 3

Pulse acoustique Gaussien

Sommaire
5 ‘étude et initialisation . . J . ....... . ..... 51
BILl Malllagd . . . . . o oo 51
[3.1.2 Initialisation] . . . . ... ... 53
[B.2__Résultats numériques 1. . . . .. .. ... ... 5 4
321 Ftudetemporell® . . . . . . .. .o 54
322 Etude spatiale . . ... ... ... 5
B3 Conclusion |. . .. ... .o 56

Dans ce court chapitre, les résultats d'un cas académique &n connu de l'aéroacoustiquel]7]
obtenus par le codeAETHERonNt reportés. Cette étude permet d'établir la valeur d'un CFL cri-
tique a partir duquel la dissipation du schéma en temps deviet trés inférieure par rapport a la
dissipation du schéma en espace. En se plagcant autour de ce Cipour les futures simulations de
cette thése, I'un des plus gros e et sur la dissipation numéigue sera di a la discrétisation ou mo-
délisation spatiale. Dans ce cas, les modéles multi-échedl ou l'ordre élevé dont les performances
jouent sur la précision spatiale, ont beaucoup plus d'e et @r la simulation numérique.

3.1 Présentation de I'étude et initialisation

L'onde acoustique gaussienne est un cas d'étude permettaxaminer les capacités du code a
calculer correctement des problémes de propagation acougtie. Ce cas d'étude consiste a générer
initialement une perturbation acoustique de la forme d'unegaussienne au centre du domaine et
d'analyser son évolution. Le domaine utilisé ici est un domane 3D cubique de longueur 500 mm
dans chacune des directions. Ce probléme posséde une salatianalytique. De plus, les e ets
visqueux sont négligeables sur la propagation acoustique @mant a une énergie qui se conserve. Si
cette énergie diminue, alors cela est a imputer aux méthodesumériques. Cette caractéristique
permet d'étudier la dissipation numérique du code, les ernars introduites par une simpli cation
des équations et I'in uence des conditions limites anéchajues.

3.1.1 Maillage

L'initialisation et la solution analytique du pulse acoustique Gaussien sont données sous forme
adimensionnée. Cela permet de faire varier simplement la dcrétisation spatiale du probléme
en modi ant les caractéristiques de la solution initiale. Ainsi, le maillage utilisé reste le méme :
une taille de barre de 5 mm pour une arréte du cube de 500 mm. Come le maillage est non
structuré, une étude statistique sur ce dernier a été faite rontrant une taille de barre moyenne
de 467 mm et un écart type de 127 mm. La notion de taille de barre est di cile a dé nir sur
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Figure 3.1 Coupe dans le maillage coloriée selon (a) la taille de bbae maximale ax €t selon
(b) la taille de barre . (¢) Histogramme de la répartition de la taille de barre dans le maillage.

des maillages non structurés. Ainsi la taille de barre asscaiée a I'élément est dé nie comme
une longueur unidimensionnelle traduisant la taille de I'éément. La racine cubique du volume de
cet élément est pertinente dans ce cas. Quand il s'agira de dér une quantité propre et globale

au maillage, la taille de barre moyenne oy est utilisée. Elle est calculée grace a la moyenne des
tailles de barre associées aux éléments. Le maillage servanl'étude possede approximativement

2 millions de n+uds.

Surles gures[3.1(a) ett3.1(b), il est possible de voir deuxaupes dans le maillage représentant
des grandeurs caractéristiques telles que respectivemelz taille de barre maximale qax et la
taille de barre a chacun des éléments. La taille de barre mamiale est dé nie par la taille
maximale des arrétes de I'élément. Le maillage non structué est quasiment homogéne dans tout
le volume mais les mailles peuvent présentées quelques asti®pies de leur arrétes. Sur la gure
[B(c), I'nistogramme de la répartition de la taille de barre sur le maillage est représenté. Le
maillage n'est pas parfaitement homogéne mais conserve umgande quantité de mailles autour
de la valeur de 5 mm. Il faut garder en mémoire que la non unifanité de la taille de barre
engendre une dissipation et dispersion macroscopique dénfformation, qu'il ne faut pas négliger
et qui sont toutefois présentes dans les calculs industrisl Il est donc judicieux d'étudier ce cas
représentatif des simulations réalisées par la suite.
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Il est & préciser que la stabilisation de la méthode élémentsnis SUPG ne fonctionne pas
pour des pas de temps trop petits comme expliquer a la sectiof.4.3. Dans cette étude, pour

t=1;5 10 ® secondes le calcul diverge. Pour pouvoir mener une étude tgrorelle et faire
varier le pas de temps, le terme temporel de la stabilisatiorest saturé a une valeur maximale
qui est la derniére valeur stableie. t=7;5 10 ° secondes.

Le calcul de référence est réalisé grace a un écoulement wnihe selonx a un Mach de Q5.
L'écoulement est laminaire et aucun modéle de turbulence e'st utilisé. La stabilisation utilisée
est saturée comme précisé précédemment, possede sa formiola instationnaire et le terme
di usif a l'ordre élevé est calculé par projection L,. Le schéma d'intégration spatial est de 10
points pour les simulationsOs et de 1 point pour les simulationsO-. Finalement 6 sous-itérations
non-linéaires sont réalisées a n d'obtenir la convergencé& chaque itération temporelle.

3.1.2 Initialisation

Les grandeurs analytiques qui sont introduites dans la sui& sont adimensionnées avec les
grandeurs caractéristiques suivantes

échelle de longueur
% C; échelle de vitesse
—c1 : échelle de temps
E échelle de masse volumique
1 : échelle de pression

ou I'échelle de longueur est la taille de barre moyenne du miége dans le cas du maillage non
structuré, c; la célérité du son et la masse volumique de I'écoulement étudié.

Le pulse acoustique est initialisé avec une fonction gaussine pour les uctuations de pression
et de masse volumique. Les grandeurs d'initialisation sontes suivantes,

8
ug =o0
il <o

% ug =0

P =e
= e
ol M est le Mach de calcul, = 10 2 est I'amplitude du pulse Gaussien pour rester dans le
domaine de l'acoustique linéaire et = In(2) =¥ avec b la demi-épaisseur de la gaussienne qui
traduit la discrétisation spatiale du probléme. Par exempke b= 3 représente une onde acoustique
maillée a 6 points par longueur d'onde. L'écoulement est reanstitué en sommant le champ moyen
a ses uctuations.
Avec cette initialisation, il existe une solution analytique au probléme sous la forme d'une
intégrale de fonction de Bessel de premiére espéce et d'oalb, jo(z) = sin( z)=z

§ 5
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Figure 3.2 (a) Evolution temporelle de 1. (b) Champ de pression uctuant dans un plan du
maillage at = 30.

Le pulse de pression est simplement advecté par I'écoulememoyen uniforme, et il est attendu
que l'énergie du signal de pression se conserve

Z+1 5
Ip= . (p() d

jusqu'a sa sortie du domaine de calcul pout = 100=3. La pente de la solution numériquel ,
traduit donc la dissipation numérique. A partir de t = 100=3, cette grandeur doit progressivement
diminuer car I'onde sort du domaine d'intégration qui est le domaine du calcul. C'est dans cette
plage temporelle qu'il est possible de voir I'e et des condions aux limites sur la propagation
acoustigue. Cette grandeur est adimensionnée par son maxim sur t 2 [10; 30] pour pouvoir
comparer les résultats en s'aranchissant de l'erreur sur 'Initialisation. Il n'est pas possible
d'assurer numériguement la méme énergie entre chacun desscaar la fonction de Bessel n'est
pas correctement dé nie au voisinage de 0.

En examinant la solution analytique du probléme gure 3.2, l'nitialisation apparait trés cha-
hutée a cause de la forme de la fonction de Bessel. Cependanth plateau est visible trés
rapidement & partir de t = 10 jusqu'a t = 100=3. A partir de cet instant, il y a une premiére
cassure de pente correspondant a la sortie du pulse sur la preere condition limite puis une
chute progressive correspondant a la sortie sur les autregnlites du domaine. Ces événements
correspondent aux tempst = 50 et t = 100. Ainsi I'étude de la dissipation numérique du code
est réalisée sur le segment de temps2 [10; 30].

3.2 Résultats numériques

3.2.1 Etude temporelle

Il est possible de déterminer empiriquement une valeur de pade temps telle que la solution
numeérique soit convergée en temps pour une discrétisationpatiale donnée. Pour ce cas, la
dissipation numérique temporelle devient alors négligedle sur la dissipation numérique spatiale.
Les trois courbes de la gure[3.B sont issues d'une variatiorde pas de temps a discrétisation
spatiale du phénoméne constanté.e. b= 3. Les trois simulations sont faites a t=1;5 10 °
secondes, t=1:5 10 % secondeset t=7:5 10 7 secondes.
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Figure 3.3 Evolution de I, (a) et de son erreur relative (b) pour diérents pas de temps.
Solution analytique ( == ), solution numérique a t=1;5 10 ° ( ===, solution numérique
a t=1;5 10 8 (=), solution numérique & t=7;5 10 7 ( m—iem).
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Premiérement, la dissipation numérique décroit lorsque t diminue. Cependant, la di érence
de pente devient négligeable a partirde t =1;5 10 ° secondes. Ceci signi e que la dissipation
numérique due au schéma temporel devient négligeable et gue calcul est convergé en temps.
Ainsi, t=1;5 10 ® secondes semble étre un bon compromis pour continuer cettauéle.
Deuxiemement a partir de t = 100=3 secondes], est trés légerement impactée. La condition
aux limites n'est pas anéchoique, et de I'énergie acoustiguest renvoyée dans le domaine de
calcul. Par ailleurs, de fortes perturbations sont détectés dans ce retour d'énergie plus loin
au alentours det = 40. Celles-ci peuvent étre associées aux conditions de cogui sont plus
di ciles a calculer correctement. Aucune condition aux limites anéchoique n'est actuellement
implémentée dansAETHER'étude est concentrée sur l'intervallet 2 [10; 30].

3.2.2 Etude spatiale

Aprés avoir déterminé le pas de temps optimal.e. que I'étude de la dissipation spatiale ne soit
pas biaisée, la convergence en espace est maintenant exagen Quatre cas sont étudiés pour un
pas de temps xéa t=1;5 10 ® secondes. L'idée est de faire varier I'ordre de la simulatio
ainsi que la discrétisation du pulse Gaussien. Les quatre cobes sontb = 3 en éléments O,
b=1;5 en élémentsO,, b= 3 en élémentsO3 et b=1;5 en élémentsOs.

Surla gure B4la), il est possible d'observer que le gain aporté par le passage a des éléments
O3 est supérieur au ra nement en espace par un facteur 2. La coure en élémentsO3 et avec
une discrétisation deb= 3 pour le pulse permet d'obtenir un plateau. Sur la gure B.Z(b), il est
possible de voir que la courbe ( <+ =) conserve une erreur relative inférieure a 2% pour ce cas.

L'intérét de connaitre la solution analytique d'un probléme est de pouvoir regarder le champ
d'erreur de notre solution calculée par rapport au champ ded solution réelle. En tragant I'erreur
entre la solution numérique et la solution analytique, il e possible d'étudier qualitativement
I'erreur de dispersion et de dissipation. Si le domaine dedrreur tend a s'agrandiri.e. I'anneau
du pulse gaussien s'étale, cela signie qu'il y a des compostes spectrales qui se déplacent
plus lentement et donc qu'il y a dispersion. Sur la gure[33, il est possible de voir que la
dispersion dans le codeAETHEReste faible. L'échelle est omise car seule I'épaisseur dwlse
permet d'observer la dispersion du signal. Les échelles deweurs sont en réalité di érentes a
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Figure 3.4 Evolution de I, (a) et de I'erreur relative (b) pour di érente discrétisati on d'espace
et ordre des éléments. Solution analytique =), solution numérique a0, ab=1;5 (=),
solution numérique a0, a b=3 ( ——), solution numérique a0z ab=1;5 (== =), solution
numeérique a0z ab=3 ( ==+ =).

cause de la divergence de l'erreur relative visible sur la gre[3:4(b).

3.3 Conclusion

Cette étude a permis de faire émerger une grandeur caractétique de I'équilibre entre discré-
tisation spatiale et temporelle pour les simulations numéigues du codeAETHERCet indicateur
est appelé dans cette thése CFL critique CFk = ¢y t= x ou ¢y est la vitesse du son, x et t
sont les discrétisations spatiale et temporelle dans la sialation. Le CFL critique correspond au
moment ou la dissipation temporelle devient négligeable parapport a la dissipation spatiale.
Grace aux di érentes simulations, il est possible de dire gg@ CFLc ' 0;2 pour un probléme
maillé avec 6 points par longueur d'onde a l'ordre spatialeO3. En e et pour l'ordre élevé, les
ordres de grandeurs d'équilibres sont

g Co = 340 m/s

, t=1;5 10°s
: X=6 =0 ;028 m

Une autre étude a été réalisée pour déterminer CFt ' 1 pour une simulation O.

En concevant les maillages instationnaires dans les zone8rdérét et en choisissant t associé
selon ces ordres de grandeurs, cela permet de tirer parti aaht que possible des e orts de
discrétisation en espace et en temps. Mais surtout d'éviteun e ort sur I'une des discrétisation
qui serait alors bridée par celle délaissée. La méme remargpeut étre faite vis-a-vis de I'étude
des modéles de sous-maille a n que les erreurs de calcul néesd pas a imputer majoritairement
au schéma temporel et ainsi pouvoir comparer des modeéles eateux. |l est aussi apparu qu'en
terme de précision spatiale, diviser par deux la taille de bae est un peu moins intéressant
gu'avoir des élémentsO3 lorsque le phénoméne étudié est capturé par le maillage. Pailleurs
dans tous les cas, la dispersion numérique issue du coAETHERSt trés petite ce qui est un réel
avantage.

Ce cas d'étude a permis aussi d'établir un ordre de grandeurqur les colts de simulation entre
l'ordre standard O, et l'ordre élevé O3. Grace au tableau[3.1, il en émerge que la simulation
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Figure 3.5 Erreur relative entre la solution analytique et numéri que aux temps adimensionnés
t =20 (a) et t =30 (b).

a l'ordre élevé est 33 fois plus lente que celle a I'ordreO,. Cela est attribué essentiellement a

l'augmentation du nombre de points d'intégration passant de 1 a l'ordre O, a 10 a l'ordre Os. |l

y a aussi I'ajout du calcul des termes accessibles uniquenigpar les dérivées secondes qui peut
alourdir le calcul. Cependant, le gain en précision est d'urrapport plus élevé, de Il'ordre de 2

dans chaque direction pour un cas simple comme celui-ci. Uratcul a I'ordre simple de la méme

précision serait donc 8 fois plus codteux.

0,,2M, b=1:5,dt=1;5:10 ¢ | O3, 2M, b=1:5,dt = 1;5:10 ©
Temps CPU (1000 iter) 7244 23897

Table 3.1 Temps CPU entre deux simulations : & I'ordre simple O, (gauche) et a l'ordre élevé
O3 (droite).
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De nombreuses approches existent a n de calculer les écoutents turbulents. Les phénoménes
qui les caractérisent sont la clef des di cultés de leur simdation. lls présentent la coexistence
d'un grand nombre de fréquences spatio-temporelles, se tdaisant par un spectre d'énergie trés
large qui démontre toute leur complexité. Cette caractérisique donne des propriétés accrues de
mélange. Les écoulements turbulents ont de plus un componeent chaotique, c'est-a-dire une
extréme sensibilité aux conditions aux limites et a la condion initiale. Pour plus d'information
sur la turbulence se reporter a Bailly et Comte-Bellot [4].

Du fait du grand nombre d'échelles d'espace et de temps qui sbprésentes dans I'écoulement
turbulent, la simulation directe ou Direct Numerical Simulation (DNS) nécessite des maillages
extrémement ns et des pas de temps tres petits. En e et d'apes les études théoriques sur la
turbulence, les échelles les plus petites qui sont resportdas de la dissipation sont les échelles
de Kolmogorov. De plus le domaine de calcul doit étre de la tdie du probléme étudié et au
minimum, il doit étre susamment grand pour permettre le cal cul de la production d'énergie
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liée aux échelles de l'ordre de grandeur deé = ud=, ol u; est la vitesse caractéristique de la

turbulence et le taux de dissipation. Le nombre de mailles nécessaire pola simulation peut

alors étre estimé par

. <9
uly 2

uiL
N avec ——! = Ry le nombre de Reynolds turbulent

De la méme maniére le pas de temps doit permettre de capturees plus petites uctuations de
I'écoulement sur une durée totale caractéristique des graites structures. C'est-a-dire

t< :_Lt:iLt

3
Umax Lt Umax th Umax

Ces estimations peuvent étre retrouvées en anneXe C.1. Malg les puissances de calcul dispo-
nibles aujourd'hui, une approche directe ne peut étre enviagée dans des con gurations indus-
trielles.

Une premiére approche devenue standard en industrie aérontique, est la méthodeReynolds
Averaged Navier-StokegRANS). Le principe est de résoudre le champ moyen du problém Cela
fait apparaitre des termes supplémentaires dans les équatis de Navier-Stokes qu'il est néces-
saire de modéliser. Le plus connu d'entre eux est nommé tensede Reynolds. La modélisation
de ces termes doit essayer de prendre en compte toute la phygsie de la turbulence, ce qui n'est
pas chose facile.

Cependant, le probléeme majeur de cette méthode est qu'elleésout uniquement la partie
stationnaire de I'écoulement. Or l'acoustique est généré ar les uctuations de pression qui ne
peuvent pas étre calculées par cette méthode. Une méthodetarmédiaire entre RANS et DNS
est la simulation aux grandes échelles (SGE) olLarge Eddy Simulation (LES). Cette méthode
consiste a appliquer un ltre spatial/temporel sur les équaions de Navier-Stokes. Ainsi les
uctuations trop petites en temps ou en espace pour étre simlées sont annihilées car la taille de
barre du maillage impose un nombre d'onde de coupure correspdant a un ltre implicite. Il se
passe la méme chose pour le pas de temps qui impose aussi urggfrence temporelle de coupure
implicite correspondant a la discrétisation temporelle. Dans la suite, seul le ltrage spatial est
considéré car le ltrage temporel peut étre résolu avec la mée idée mais avec des modélisations
adéguates. L'e et des petites structures doit dés lors étremodélisé.

A l'exception de la DNS, toutes ces méthodes consistent & néger une taille ou une partie
du probleme qu'il est en n de compte nécessaire de modélisgrour répondre a la fermeture
des équations : appliquer un ltre aux équations de Navier-$okes génére toujours un terme
supplémentaire et pose donc un probléme de modélisation gust intrinséquement lié au type
de ltrage utilisé.

Dans la gure BT sont classi ées les grandes familles de miébdes numériques permettant
de simuler les équations de Navier-Stokes.

4.1 Le ltrage et la SGE

4.1.1 La notion de ltre

La notion de lItre est au c+ur méme de la simulation aux grandes échelles. En e et, le principe
consiste a appliquer aux équations de Navier-Stokes un lte spatial qui ne dénature pas la forme
analytique des équations. Comme cela il est possible de carser la forme fonctionnelle des
équations. Ce Itre permet de couper les trop grands nombre thnde correspondant aux petites
structures qu'il n'est pas encore possible de mailler. Il s donc d'avoir un maillage adapté a la
taille des structures de la coupurei.e. un maillage moins dense que celui nécessaire a une DNS.
Les petites structures sont détruites par le ltre, c'est pourquoi il est nécessaire de modéliser les
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Potentiel non linéaire (1970)

+ Non linéaire

Potentiel linéaire (1960)
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Figure 4.1 Classication des méthodes numériques pour la résolubn des équations de Navier-
Stokes.

interactions et les e ets qu'ont les petites structures déruites sur les grosses structures simulées
(voir gure 4.2). Ainsi, la technique de la simulation SGE consiste a trouver le Itre adéquate et
modéliser les termes supplémentaires introduits par le lrage. La modélisation dépend donc du
probléme physique étudié, de I'écoulement et de la fréquerade coupure imposée par le maillage.
Pour plus d'information sur le ltrage et son application en SGE se reporter a Sagaut[[128].

4.1.2 Filtres homogenes isotropes

Un ltre est homogéne et isotrope s'il est invariant par tout e translation ou rotation des axes
du repére d'étude. Soit une grandeur (x;t) de l'espace et du temps. Il est possible de scinder
la fonction en un partie Itrée qui est notée R (x;t) représentant les bas nombres d'ondes
et sa partie hauts nombres d'onde °(x;t) telles que

(x;)= R+ °%xt)

Un ltre est toujours dé ni par son noyau G qui est en fait une r elation entre les domaines réel
et spectral. Il découle
222,124 € 5 € 3
Rix;t)= y; G x y;t dd¥
1 1 - -
En e et dans le domaine spectral, si les transformées de Foigr sont notéesb, il vient

Qkf)= Q kf)8(kf)

Les ltres homogénes isotropes ont les propriétés suivantge
- Si  est une constante :
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Figure 4.2 Principe intrinséque a la SGE
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- Linéarité :

]R_ R

= + R

[ +

- Commutation avec l'opérateur de dérivation :
‘@ fR_@f ‘@ R*_@-r
@ @ @ @t
Attention 1 Cet opérateur n'est pas forcément idempotent comme pourrail'‘étre la moyenne
temporelle, i.e.

_R(L;t)s R(x;t); etdonc °Rg0

De maniere générale, il est intéressant de dé nir des Itrespossédant une coupure spatiale
maitrisable ¢ comme par exemple le cas du ltre gaussien

e s L 1

Gx y = —f2 e f

Cependant dans la pratique les ltres isotropes sont trop restrictifs surtout dans le domaine
industriel. En e et pour des maillages anisotropes, la quetion de la longueur de coupure ; se
pose. Cette question est généralement mise de c6té ergpremam noyau produit de 3 noyaux
dans chaque direction avec comme taille de Itre: ¢ = * ;. De plus, le noyau dépend
généralement de la variable temporelle. Attention, le ltr age utilisé n'est pas une moyenne tem-
porelle comme peut I'étre celui dédié a I'étude des modéledationnaires RANS. Les champs
moyens et les uctuations sont dans tous les cas dénis par = + mais ce ne
sont pas ceux la qui sont étudiés en SGE. Toutefois en SGE, leetps est généralement non
Itré explicitement ce qui pose un probléme plus simple : Gk;t) = G(x). Enn, la notion de
Itre homogéne et isotrope est souvent incompatible avec le écoulements proche paroi car cette
derniére détruit l'isotropie du probléme. Dans le but d'optimiser le rapport entre le co(t de
calcul et la précision de la simulation, il serait intéressat de pouvoir faire varier la longueur
de coupure en fonction de la dynamique locale de I'écoulememne. pouvoir adapter le ltre lors
d'anisotropie de I'écoulement. Les problématiques de ge®in de paroi sont abordées plus loin
dans le document.

4.2 Les équations de la SGE

4.2.1 Le ltrage des équations de Navier-Stokes

Comme présenté précédemment, les équations de la SGE s'ddatinent en Itrant les équations
de Navier-Stokes. Soit les équations du probléme
8
% + div ( u) =

S
“u uspl=dv 'S

% e s €. 8
: + div (et+p)u+q =dv SC u

@@‘@@V@
m ~le

Pour obtenir aprés lItrage le méme type d'équation, un changement de variable appelé moyenne
de Favre est utilisé. Il est dé ni par
R
ow L[

R
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Ainsi, le systéme d'équation de Navier-Stokes Itré est obenu, voir annexe C.3 pour la démons-
tration

8 @R € 3
@@Fg+div €Ra =0 . . .
@@tg”d'— Re e+ptL ¥ =dv TR ¥+T,
R £ S .
@@te‘+dlv Re+pXe+dT+Q ¥e = e div (Ts) + Rg R
+dv. TRe ¥e
div g™ 4T
ou les quantités suivantes sont dé nies
8 ”
TR= 2P "
¥ =2esP (a)
Ts= 8 8B (0 Uu §
€.5 %° e
d/_T: egrad P = Cppr grad P
_TR = grad (T)_R
h iR
Re= T:grad (u) T R :grad ()
Re = pRdiv (@) [pdiv (u)]°
_ [u]® pRe
Q="—"7—
R
Re_ P R &
@ = 1 + &t
est ici la viscosité dynamique. est en général pris constant (TR) =  mais il peut aussi
suivre la loi de Sutherland dé nie par
€

S E
TR TR T4+ T

0 T—O TR+TS

ou g estla viscosité a Ty, Tg =273;15K et T = 110;4 K est la température de Sutherland.

4.2.2 Les termes supplémentaires de la SGE

Avant de pouvoir commencer a développer des modéles de fertmee, il est important d'éclair-
cir le réle de chacun de ces termes.

Vecteur de corrélation pression vitesse de sous maille

0- [pul” 1|oR e

Ce terme ne peut pas étre calculé a partir des échelles réselsi a cause de la présence du
produit pu Itré. Il est donc nécessaire de le modéliser.
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Dissipation turbulente de sous maille

h i
Re= T:grad (u) T R:grad (a)

Ce terme ne peut pas étre calculé a partir des échelles résels a cause de la présence du
double produit contracté T : grad (u) Itré. Il est donc nécessaire de le modéliser. Ce terme est
en fait le terme de dissipation visqueuse issue de I'équatiode bilan sur I'entropie.

Corrélation pression-dilatation de sous maille

Re=pRdiv (@) [pdiv (W]®

Ce terme ne peut pas étre calculé a partir des échelles réselsi a cause de la présence du
produit pdiv (u) ltré. Il est donc nécessaire de le modéliser.

Les termes de di érences

8 € .S
E dv. TR ¥
€ .8
dv. TRe Ve

Ces termes sont liés a la substitution deT R par P et de iR par af_T lls sont usuellement
négligés.

Tenseur d'échelle de sous maille

Ts= a & (0 u

Ce terme est au c+ur des modélisations SGE. Il peut se décomger en plusieurs termes
comme le propose Leonard [92]. En e et, il contient les e etsdes échelles non résolues. Posons
= W 0l vient
N
— T R /o 0
Ts= e o, R@ Rd u R u
| iz 71 iz Jl—tr—
L R

C

D>

Le tenseurL est appelé le tenseur de Léonard : il traduit le fait que le ltrage n'est pas idem-
potent. Souvent négligé car petit, il peut étre cependant ckulé avec les termes résolus. Le
tenseur C est appelé le tenseur des termes croisés : il correspond auxtdractions entre les
échelles de sous-maille et les échelles résolues. Le temsRuest appelé le tenseur de Reynolds :
il est associé aux échelles non résolues. Attention bien quee terme soit appelé de la méme
maniére que le tenseur étudié dans les simulation RANS, il &n reste pas moins que les types
de ltrage utilisés dans chacun des cas sont totalement di éents. Il en découle que la dé nition
de ces deux termes de forme analytique identique n'est pas l@méme.

Ainsi le ltrage des équations de Navier-Stokes fait apparétre les termes suivants qui doivent
étre modélisés pour pouvoir fermer les équationsC, R, Q, Re Re Dans la pratique pour
des raisons numériques et de colts de calcul, il n'est pas pgible de modéliser tout ces termes
méme de facon approximative. En e et, la résolution des ternes supplémentaires ne doit pas
devenir plus colteuse que le calcul d'une simulation dire@. lls sont donc tous négligés comme le
précise Erlebacheret al [33] excepté le terme entierement de sous maille qu'il fautien évidement
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conserver car il est a l'origine des e ets manquants du maithge. Cette approche est véri ée car
le tenseur de Reynolds est prépondérant par rapport aux augs termes.

Toute la technique de la SGE est donc en premiére approximatin dans la modélisation du
tenseur de Reynolds en I'exprimant en fonction des champs mwiulés. Les équations de Navier-
Stokes Itrées auxquelles cette thése s'intéresse sont leslivantes

@R €. S
+ div g =0
: o v
@Ra . €R R .S
% gt tdv fe erpiL P = div (T,
R € [S .
@ %+ div Re+pR e+dT Ve =g div (T

Il est & noter que la forme de ces équations est identique a ¢ée$ des probléemes non Itrés avec
comme termes supplémentairediv (Ts) pour I'équation de quantité de mouvement eta div (Ts)
pour I'équation sur I'énergie.

Finalement pour plus de clarté, le Itrage de Favre est assinilé généralement au ltrage de
la SGE. Les équations de la SGE résolues sont en n de compte

8
§@R €RRS

+ div u®t =0
n u
@@RUR € [S _
% —gr Tdv Ru® u®+p"L TR =div (T (4.1)
R R € S
PO Eaay R gt R g™t T RUR = R (T

Attention, la masse volumique est résolue purement par le trage SGE et la vitesse et la tem-
pérature par la moyenne de Favre dé nie sur le ltrage SGE.

4.2.3 La physique des écoulements turbulents

L'utilisation de la SGE en industrie est dépendante de sa capcité a étre exible et de pouvoir
prendre en compte une large gamme d'écoulement. Ainsi, la nuilisation des termes supplé-
mentaires requiert une indépendance au type d'écoulementuq est simulé : laminaire, turbulent,
proche paroi, anisotropeetc ... Il est donc nécessaire de trouver un point commun a tous fe
écoulements qui permettrait de construire des modélisatins universelles.

A haut nombre de Reynolds, I'énergie cinétique de I'écouleent est principalement contenue
dans les grandes structures. Ces structures sont spéci gsea chaque écoulements mais sont
supposées bien maillées par la SGE : cette physique n'est dompas dans la de modélisation
de la SGE. Ces grosses structures ne dissipent pas I'énergie I'écoulement mais déterminent
l'intensité du transfert d'énergie. Leur énergie est trangnise aux petites structures, par exemple
lors de leur éclatement. Puis cette énergie est dissipée paiscosité moléculaire. |l existe une
zone intermédiaire dans le spectre des nombres d'onde appel zone inertielle, dans laquelle les
structures réalisent ce transfert d'énergie. Cette zone seetrouve toujours dans les écoulements
a un nombre de Reynold important et se visualise grace au sp&e d'énergie turbulente. La
localisation et la taille de cette zone dépend de nombreux faeurs tels que le nombre de Reynolds,
la présence de parois ... Mais sa particularité est que sa fare reste la méme, ce qui permet une
modélisation universelle de cette zone. Par exemple, plugIReynolds est grand, plus cette zone
est étendue car les e ets convectifs non-linéaires dominéralors nettement les e ets visqueux.

Cette zone inertielle universelle aux écoulements sembletré un candidat de choix pour la
modélisation SGE. Ainsi si la coupure du ltre est positionnée dans cette zone, il est possible
de modéliser I'e et direct de sous-maille sur le champ résal car la forme du spectre d'énergie
est alors connue. L'in uence des échelles non résolues estige en compte par un modéle de
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Figure 4.3 Modélisation des termes SGE.

cascade d'énergie appelée cascade de Kolmogorov. Ces méxaes de transfert ont été décrits
par Richardson en 1926[[126] et formalisés par Kolmogorov et©41 [84].

Le graphique[4.3 récapitule cette ré exion. Dans la gure degauche comme il n'existe pas
de comportement universel pour les trois types d'écoulemds, il n'est pas possible de créer
une unique modélisation SGE pour tous. Le comportement de ss-maille n'y est pas connu
et il n'est pas possible de savoir ou positionner le nombre dhde de coupure du ltre ks.
C'est aussi le probléme lorsque la fréquence de coupure esbgitionnée en dehors de la zone
inertielle. Dans ce cas le comportement universel des écaments n'est pas connu, empéchant
le bon fonctionnement de la SGE. Dans les écoulements réeleprésentés dans la gure de
droite, il existe une zone commune appelée zone inertiellaldls se comportent tous de la méme
maniére. Le termeZ.I.T.P.S désigne la "zone d'in uence des trés petites structures”. &ur les
grosses structures de lazone calculée les écoulements peuvent étre di érents mais ils restent
correctement simulés. Pour les trés petites structures deasis mailles de lazone de sous maille
tres ne, il est possible de supposer que si la coupure est placée astmn de la n de la zone de
transition, elles n'interagissent plus avec les structure correctement maillées. Ainsi seuls les ux
d'énergie de la zone de transition sont & prendre en compte @& la modélisation et ces derniers
peuvent étre modélisés.

En pratique se pose la question de la localisation de la coupe du ltre. En e et, en fonction
du schéma numérique utilisé, cette fréquence théorique va. De plus, la forme du noyau du ltre
in uence les résultats de la modélisation. Si le ltre passebas idéal existait, cette question ne se
poserait pas. Cependant l'utilisation d'un Itre réel qui n 'est pas aussi sélectif que le passe-bas
idéal, prend en compte les nombres d'onde mal maillés et doniatroduit des erreurs de calculs
dans la simulation. Le choix d'un ltre le plus raide possible devrait étre a favoriser. Par ailleurs,
la projection orthogonale n'est pas une solution satisfaighte comme le montre Levasseul [130].
En e et, I'in uence ponctuelle des structures a la fréquene de coupure tend a sous-estimer
la di usion réelle. Ainsi il apparait une accumulation d'énergie aux alentours de la fréquence
de coupure a cause du fait que le modeéle néglige les interamtis voisines. La di usion réelle
est en fait déterminer par une plus large fenétre spectraleedon Kraichnan [8€,[87,[88]. Selon
ses travaux, 25% de ce ux est déterminer par les fréquencesnalehors du segment spectral
[km=2; 2km] pour une turbulence isotrope. Ceci est en fait un probléeme taditionel pour les
approches classiques de le VMS qui utilise un support spect nul pour construire le modéle.
Ce probléme est largement traité par Levasseur dan$ [100].

Il apparait que le choix et la maitrise de la fréquence de cougre du Itre soient trés im-
portants pour étre certains de la positionner dans cette zoa inertielle. Cependant, les erreurs
numeériques introduites par ce traitement mathématique som plus ou moins néfastes sur la si-
mulation. Ces erreurs ont des conséquences diverses allgosqu'a changer la valeur e ective de
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la fréquence de coupure.

Deux familles de ltrage existent aujourd'hui : les Itres i mplicites et les ltres explicites.
L'exemple le plus classique pour le Itrage implicite est céui du maillage. En e et, ce dernier ltre
les équations résolues au niveau de la taille de barre, mais aussi en fonction des méthodes de
simulations et hypothéses numériques considérées. C'eshutrage implicite car il est trés di cile
de maitriser la pente et la coupure de ce ltre et qu'il est présent par le fait méme de résoudre
numériquement le probleme. Le ltrage explicite consiste guant & lui & introduire explicitement
les caractéristiques de ltrage. En terme de nombre d'ondeijl agit généralement avant le ltrage
implicite du maillage. Ainsi le Itre numérique explicite e st toujours une application en série
de deux ltres : le ltre choisi et le ltrage du maillage. Si | e Itre explicite Itre la zone mal
maillée, il est possible que l'erreur numérique résultantedevienne plus grande que la valeur
des termes modélisés, voir Kravchenko et Moin [89]. Lund 18] insiste bien sur I'utilisation du
ltrage explicite en SGE a n de contrdler I'erreur numériqu e.

Comme le montre les travaux de Ghosal[[50] et Chow & Moin[[21]Ja maitrise du ltrage
est fortement liée aux schémas numériques utilisés. Stepha et Vasilyev [141] montrent aussi
que la forme du Itre est évidement un point important dans la modélisation des termes supplé-
mentaires. D'ailleurs Domaradski et Adams [31] sont parvens a écrire le tenseur de sous-maille
R en distinguant explicitement les échelles bien résolues atelles impactées par le ltrage. Ce
dernier terme s'annule si le ltre est un passe bas idéal ce queste trés dicile a obtenir dans
le cas de simulations industrielles classiques.

L'approche de la modélisation et du ltrage en SGE peut étre nterprétée de maniére plus
numeérique et terre a terre. En e et, seules les échelles poddant la majorité de I'énergie du
uide sont dimensionnantes pour la détermination de I'écodement. Or celles-ci sont supposées
correctement maillées. Cependant, les hauts nombres d'omd mal résolus ont une in uence sur
les nombres d'onde précédents dans la cascade. lls introdi@nt donc des erreurs numérigues. La
di usion du modeéle de sous-maille peut étre utilisée pour dé&uire les hauts nombres d'onde mal
maillés a n qu'ils n'aient plus d'in uence sur la simulatio n correctement résolue.

4.3 Modélisation de sous-maille

La modélisation des termes de sous-maille consiste a expranles non-linéarités en fonction
des échelles résolues. De trés nombreuses approches existaijourd'hui et le lecteur est invité
a se référer a Sagaut [128] pour de plus amples informationH.existe deux grandes familles de
modélisation. Tout d'abord, I'approche structurelle consste a estimer le tenseurTg a partir du
champ résolu. Puis I'approche fonctionnelle cherche a modiéer directement I'action des échelles
de sous-maille sans passer par I'évaluation dEs. Seules les méthodes structurelles sont abordées
dans cette thése. L'approche VMS est développée plus loin neles idées physiques qui suivent
permettent de mieux comprendre sa modélisation.

4.3.1 Les hypothéses

Comme expliqué dans la partie précédente, la zone inertial présente un transfert d'éner-
gie universel permettant une modélisation des écoulementturbulents. Les modéles suivants
se basent sur cette idée en essayant de modéliser ce ux tramgttant I'énergie vers les hauts
nombres d'onde. Cependant, de nombreuses hypothéses sowiités qui ont été in rmées par
des expériences et des simulations numériques directes majui sont cependant acceptables au
premier ordre.

Tout d'abord il est important de considérer une turbulence en équilibre, c'est-a-dire qu'il
n'existe aucune création ou destruction globales d'énergi et que ce transfert est assuré unique-
ment par la cascade. Cette hypothése sera a modi er lors de a&tions chimiques ou de systémes
plus complexes comme précisé au premier chapitre de cette éhe. L'hypothése d'équilibre de la
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cascade est remise en question par la méthode VMS. Cette hyfigese revient a considérer qu'il
existe une corrélation parfaite entre le tenseur des contriates de sous-maille et le tenseur des
taux de déformations ce qui donne naissance a des modeéles dscesité turbulente. Ces modéles
sont issus de la généralisation de I'hypothése de Boussirggprésentée par exemple dans Bailly et
Comte-Bellot [4], et qui relie le tenseur de sous-maille augradients de la vitesse ltrée a l'aide
d'une viscosité turbulente ;. Une relation entre les échelles résolues et les e ets deshétles de
sous-maille est alors construite

Ts=2 ¢ i_R R ksgs|:

2
3

ou i_R = i€gR S. En pratique I'énergie cinétique de sous-mailleksgs pourrait faire I'objet
d'une modélisation [/9,[98] mais les modéles l'intégrent swent dans le terme de pression car
elle représente la partie de trace non nulle du modéle. Cettpartie est importante car elle assure
que le tenseur modélisé soit de trace non nulle. Ce terme peudtre aussi modélisé ou négligé
bien que dans certains cas sa valeur peut devenir importante

€ _S
TS:2 ti QR =2 ti

Il reste donc une équation dans le but de fermer le systéme deaMier-Stokes Itré : une mode-
lisation de . De nombreux modéles ont été développés a n de modéliser lascosité turbulente.
De maniére générale, ces modeles se basent sur une estimatgpectrale des structures présentes
dans I'écoulement. Les modéles structuraux répondant a cee modélisation visent a rajouter un
scalairei.e. a augmenter la viscosité de I'écoulement;+ an de modéliser I'e et des structures
manquantes. L'un des principaux problémes de telles moddations apparait alors : il impose
la colinéarité du tenseur des contraintes turbulentes avede tenseur des déformations, ou plus
directement le tenseur de di usion des équations de NavieStokes. Ainsi donc le support et la
direction d'application de la di usion sont les méme que cex des échelles résolues menant a la
sur-di usion de grandes échelles de notre écoulement sandstinguer les vraies directions des
structures de sous-maille. Le tenseur de sous-maille est do instantanément lié aux gradients
des uctuations et surtout du champ moyen. Ceci impose une hpothése forte sur la simulation
qui implique que I'écoulement soit mal résolu et turbulent en chaque points de l'espace et du
temps sauf s'il n'y a pas de gradient & cet endroit, ce qui estrés rare en réalité. Ces modéles sont
par nature inadaptés a des écoulements plus complexes mélgants di érentes caractéristiques.

4.3.2 Le modele de Smagorinsky

En 1963, Smagorinsky [[137] propose un des premiers modelesi gleviendra une référence
pour modéliser la valeur de la viscosité turbulente.

E__
t=(Cs m)* 2sP:sP (4.2)

ou m représente la taille de coupure du maillage. Le calcul de ci&t longueur est soumise a
plusieurs dé nitions discutées plus loin.

Cette modélisation signi e que lintensité du ux di usif m odélisé est proportionnelle a la
déformation des particules. A remarquer que cette formulaibn impose ; 0 ce qui crée un
modeéle purement di usif. La valeur de la constante de Smagdnsky Cs est prise égale &0;18
pour une turbulence homogéne et isotrope et peut étre retrovée par l'analyse de Lilly [102].
Cependant, dans de nombreux calculs la valeur d€g est prise plutbt de I'ordre de0; 1 traduisant
un e et sur-dissipatif du modéle. Cette nouvelle constanteest estimée grace a la valeur du modéle
dynamique présenté ci-dessous oCs dépend de l'espace et du temps et prend une valeur aux
alentours de0;09 Cs  0;12 pour des écoulements a bas nombre de Reynolds. Pour plus
d'informations se reporter a Moin et al. [113].
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En analysant la forme fonctionnelle de ce modeéle, il apparaique ce dernier peut étre trop
dissipatif en pratique. En e et il s'active dés la présence @ gradients dans I'écoulement, gradients
moyens en particulier, c'est-a-dire y compris dans des zosebien maillées ou la viscosité du
modéele devrait étre nulle. De plus le ltrage estici implicite, ce qui rend l'utilisateur de ce modéle
tributaire des erreurs dues au ltrage par le maillage. Toutefois ce modéle est trés pratique dans
son implémentation et donne des résultats raisonnables danun bon nombre de cas lorsque des
ordres de grandeurs sont recherchés. Cependant, les écaulents complexes étudiés aujourd'hui
mettent en défaut ce type de modélisation en particulier au é&but des zones de cisaillement.

Certaines modi cations peuvent étre apportées a la forme factionnelle du modéle de Sma-
gorinsky. Typiguement, il est possible de remplacer la norre du tenseur des déformations par le
tenseur antisymétrique __ comme le propose Mansouet al [I10]. Cette approche est toutefois
valide et équivalente uniquement dans le cas d'une hypothé&sde turbulence homogene isotrope
et d'un écoulement incompressible, voir Deck [26]. Cette hyothése ne se rencontre que rarement
dans un écoulement réel. Par exemple, cette forme de modéle dous-maille est généralement
obtenue lors de la dégénérescence des modéles URANS loin deplroi dans les simulations
DES. C'est le cas du modéle DES de Spalarf[140] qui est utilés plus loin. Par ailleurs pour
des écoulements compressibles, la forme introduisant le dateur de S doit étre considérée an
d'ajouter les e ets de compressibilité de la modélisation & sous-mailles.

4.3.3 Le modele de Smagorinsky avec critére de sélectivité

Le modele de Smagorinsky classique sou re majoritairementl'une sur-dissipation car il s'ac-
tive dans des zones de faibles gradients bien maillés venandiu fait de sa colinéarité avec le
tenseur des déformations. Pour résoudre ce probléme, il su d'ajouter une fonction Heaviside
a la formule de la viscosité turbulente qui s'active a partir d'un coe cient dépendant de la
vorticité locale. En e et plus la vorticité est importante, plus il est probable que les structures
soient nes et dynamiques. Lessieur et Métais[[98] proposérce type de senseur structurel et
David [25] propose de le construire en comparant la vorticié instantanéew en un point avec la
vorticité moyenne W autour de ce point. La fonction Heaviside en question est dénie par

8 -
= %O )
2 (x;t)= arcsin kw (X;t) * W (X; 1) K

kw (x; t) Kkw (x; t) k

ou ~ est le produit vectoriel de deux vecteurs. A partir de simulaions numériques directes de
turbulences isotropes, David détermine comme valeur seuil o = 20 . Appliqué au modele de
Smagorinsky cela donne
E__
()= H(X;t)(Cs m)® 2SP:8P (4.3)
Il est a noter que s'il n'y a pas de vorticité moyenne, le critée de sélectivité n'est jamais activé.
Le modéle est donc un pur Smagorinsky.

Ce modéle permet d'introduire une idée trés intéressante guest lI'adaptation du modeéle de
Smagorinsky a I'écoulement. Méme si le modéle reste colinéa aux tenseurs des déformations
et que seule la viscosité turbulente est modi ée, il est posble d'éteindre les e ets du modele
dans les zones dominées par les gradients du champs moyen eoendans le début des couches
de cisaillement. Il s'agit de zones ou il n'y a pas ou peu d'instionnarités calculées. Toutefois,
un moyen de mettre en défaut le modéle est de libérer un anneade vorticité convecté dans
un écoulement laminaire. Méme si la structure est correctemnt simulée, le critere de sélectivité
appligue une sur-di usion a la perturbation car il l'interp réte a tord comme une structure de
sous-maille. Ce défaut est corrigé avec le modéle dévelopdéans cette thése comme il est montré
plus loin dans I'étude des tourbillons de Taylor-Green. Le nodéle de Smagorinsky sélectif se base
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sur la vorticité qui est un indicateur d'ordre 0 vis-a-vis de {, permettant de ltrer I'écoulement

et d'annuler le modéle dans les zones ltrées qui sont les zeis de champ moyen. Toutefois, en
comparant uniqguement le champ moyen avec le champ instanta& ce modéle échoue a détecter
les structures instationnaires mal résolues a n d'appliqler correctement et au bon endroit le ux
di usif modélisé.

4.3.4 Le modeéle de Smagorinsky dynamique

L'approche du modéle de Smagorinsky dynamique a le méme butug celui du Smagorinsky
sélectif : adapter ; a I'écoulement a n qu'il détecte plus précisément les échéds de sous mailles.
Cependant, son approche ne se base plus sur des grandeurs gigpes de I'écoulement. |l utilise
un deuxieme niveaux de ltrage 6 en plus du ltrage implicite du maillage. Pour cela une
extension de la décomposition de Leonard est utilisée : l'ientité de Germano [49].

L=F ¥,

ou L est le tenseur de Leonard basé sur une autre ltrage que le Itage implicite. T5 et F
représentent respectivement les tenseurs de sous mailless gremier et deuxiéme niveau de
ltrage. De maniére classique, il est possible d'associetel premier niveau de ltrage au ltrage
implicite du maillage. Le modéle de Smagorinsky est appligé a chaque niveaux menant a la
modélisation suivante

|
N
@)
o
N
=
0]
O
o
=~
0]
O
e
|
O
Q
o

8
%Ts uR uR [u uRfR=L+C+R

F =GR @R f uR
R

ou © estune longueur caractéristique du ltrage. Ces expressius sont réinjectées dans l'identité
de Germano an de trouver
L = Cd% @q%
' a

Cq D

ce qui revient a considérer que le coe cient C4 est constant sur un domaine de l'ordre de
grandeur du Itrage ©.

La solution donnant C4 est déterminée en minimisant I'erreur commise sur I'équatn. Cette
simple détermination améne a considérer 9 coe cients dont 6sont indépendants. A n de n'obte-
nir qu'une solution et d'écarter les problémes d'indétermnation, une régression moindres-carrées
est proposée par Lilly [T01] permettant de simpli er le probléme

Cette formulation est intéressante car elle permet d'obteiir des valeurs négatives pour ce co-
e cient pouvant étre interprétées comme l'e et d'un backscatteringqui est le transfert inverse
d'énergie, des petites structures vers les grandes [96,/90ependant I'ajout numérique d'énergie
mais aussi certaines indéterminations du coe cient a causedu dénominateur, rend le calcul
trop instable pour étre considéré dans une utilisation indwstrielle robuste. De nouveaux modéles
visent & améliorer l'estimation de la procédure dynamique a de la rendre plus stable comme
par exemple des saturations des valeurs négatives, des cections des valeurs non dé nies ou
encore des moyennes aux n+uds proches. Voir Zangt al [I60] pour plus d'information. Il est
aussi possible d'améliorer la modélisation des échelles daage et leur convergence en proche
paroi, voir Nicoud [116].
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Le probleme majeur de ce modele réside dans la forme fonctinelle en Laplacien, propre au
terme di usif des équations de Navier-Stokes et qui est corervé dans tous les modeéles struc-
turaux présentés. De part cette forme fonctionnelle, les mdéles appliquent une di usion sur
toutes les échelles et détruisent donc les structures corceement maillées. Ces larges structures
possédent la majorité de I'énergie de I'écoulement et sontahc responsables de linitialisation
et de la quanti cation de la cascade et du transfert d'énerge. Si une partie de ces structures
sont détruites par la di usion du modéle, alors la cascade ela répartition de I'énergie vers les
petites structuresi.e. les spectres, sont alors dénaturés.

Il est aussi possible de constater cette remarque mathémagiuement. Les di érents modeles
structuraux visant a modéliser uniquement la viscosité tubulente, ont I'avantage de présenter
une simpli cation mathématique des équations. Cette simpl cation permet de montrer aussi
leur faiblesse. En e et, par la modi cation unique de ¢, le modéle est linéaire selon les variables
du probléme. Ainsi le terme de di usion de Navier-Stokes petiétre fusionné avec celui du modeéle
pour créer un terme de di usion total.

€.8 €. S
div ¥+ div(T =div P+ T
I—z—} fiv (T T °
Navier Stokes Modélisation - -
=div 2 sP +2 ¢ sP

=dv 2( + ) ST
=div. ¥[ + 4

Cette formulation montre que conserver nalement la forme fonctionnelle des équations de
Navier-Stokes et modi er uniqguement l'intensité de la di u sion par l'intermédiaire de la viscosité
turbulente, ne réalise pas exactement l'e et souhaité pourla modélisation. L'écoulement nale-
ment simulé n'a pas les mémes propriétés que celui souhait@rda viscosité équivalente est en fait
augmentée localement de la viscosité turbulente. Ainsi, iest clair maintenant que I'ensemble des
structures sont impactées par le ux di usif modélisé, expliquant par exemple le retard qu'il est
possible d'apercevoir dans le développement des couchesasaillement. Ceci montre clairement
que ce type d'approche peut pécher en précision de restituth des phénomeénes de I'écoulement
par une modi cation des propriétés intrinséques de ce derrr.

4.4 Le modele VMS

4.4.1 Introduction

Les modéles de sous-mailles classiques sont généralemesit gop dissipatifs, soit di ciles a
stabiliser. D'autres méthodes permettent de modéliser ou d calculer les échelles manquantes
de la SGE. Il est par ailleurs possible d'utiliser des méthods spectrales permettant d'avoir
une meilleure utilisation des échelles de I'écoulement. endant dans les modeéles basés sur
I'espace physique cherchant & améliorer le modéle de Smagusky, ceux-ci réduisent ou adaptent
uniquement l'intensité du ux diusif incarné par  sans s'attaquer a la colinéarité du ux
avec le tenseur des déformations. De maniére générale, cesiéiorations se basent sur des
ltrages physiques comme le critére sélectif ou mathématiges comme le processus dynamique,
permettant d'activer et de calculer plus intelligemment ['intensité du ux di usif. Toutefois, le
support spectral et la direction du modéle incarnés par la clinéarité aveci restent inchanger.
Ce type d'approche ne permet pas d'introduire un Itrage vraiment explicite sur la solution qui
permettrait d'évacuer les hauts nombres d'onde mal résolua n d'éviter leur interaction avec les
échelles correctement calculées. Un maniére di érente deoir les choses est que ce ux di usif
s'appliqgue sur lI'ensemble des échelles résolues. Le traesf d'énergie physique de la cascade
est donc faussé, car un sur- ux non nécessaire est appliqgué @s échelles par l'intermédiaire
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de l'opérateur i#:gR S. Comment est-il possible de calculer les ux modélisés surmsupport
spectral réduit?

L'idée intrinséque aux modéles variationnels multi-échdks ouVariational Multi-Scale (VMS)
est de diminuer le support spectral du modéle pour que le ux dusif ne s'appliqgue qu'aux
échelles résolues proches de la coupure dans la cascade dém€gorov. Pour cela le champs
résolu est séparé en un certain nombre de supports spectraukn e et, les interactions ne se
font physiqguement que d'échelle en échelle de maniere régente présentant ainsi un découpage
naturel de l'espace des nombres d'onde : les petites échall@'in uent pas directement sur les
grosses échelles trop éloignées spectralement. De plusllegci sont maillées de maniére a étre
bien calculées. Il serait néfaste de rajouter un ux diusif a toutes les échelles sous peine de
mal résoudre les transferts d'énergie. Hughest al [/1, [/2] proposent au lieu de modier la
constante du modeéle de Smagorinsky de réduire le support emndant plus locales les interactions
triadiques.

La VMS repose sur trois principes. Tout d'abord une reconstuction partielle des e ets des
petites échelles de sous-maille permettant de sélectionnda partie haut nombres d'onde de
I'écoulement. Deuxiémement une projection variationnelk a priori préférée a une opération de
ltrage pour séparer les grandes échelles des petites éched résolues, permet d'introduire un
contrdle sur la fréquence de coupure. En n les grandes éches résolues et les échelles de sous-
mailles sont supposées su samment distantes de sorte qu'ds n'interagissent pas entre elles.
En pratique, les échelles reconstruites correspondent auglus petites tailles du maillage.

Ainsi dans un calcul VMS, une partie de l'information des plus petites échelles calculées est
utilisée pour reconstruirea priori une partie des échelles non-résolues ou du moins leur in uee
a travers la modélisation du tenseur de sous maille. Lors duadcul éléments nis, que se passe-
t-il formellement ? La solution continue est projetée sur lespace des fonctions d'interpolation de
dimension nie V égale a la dimension de l'espace des fonctions de pondératidCette méthode
implique forcément une perte d'information car seule une imité de fonctions polyndmiales peut
approcher une fonction continue quelconque. Cette perte éhformation impacte directement les
plus petites échelles. Ainsi, reconstruire une partie desahelles de sous-mailles se traduit par

v=VR v O

ol V est I'ensemble classique des éléments nis. Commé’ reste de dimension nie, il ne permet
pas de capter toutes les échelles de I'écoulement. Un termeugplémentaire de modélisation
est quand méme requis. En revanche, les grandes échelles es léchelles de sous-mailles sont
supposées su samment éloignées pour que le champ a grandeshélles puisse étre calculé grace
a l'information contenue dans les petites échelles résolge

Dé nissons les nombres d'ondes de coupuré&, et ki correspondant respectivement a la
coupure entre échelles résolues et échelles non résoluesida coupure entre grandes et petites
échelles résolues. Les tailles de maillagesy, longueur caractéristique de la taille de maille et ¢
longueur caractéristique de coupure du Itre sont associég respectivement aux nombres d'onde

km et ks tels que k = . Enn UR représente le champ total résolu, décomposé ed et
U % respectivement les bas et hauts nombres d'onde du champ réisi. La gure &.4]présente ce
concept.

Les vecteurs associés aux variables conservatives véri eles relations suivantes

Ul +

— 0
R:Q"' 0

0

c e
c e

A posteriori une opération de ltrage numérique est préférée a une projdmn variationnel pour
éviter les critiques adressées généralement aux méthoded@ : les supports spectraux nuls.
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Ec (k) Ec (k)

K ki Knm K

Figure 4.4 Méthodologie de la VMS : a gauche une approche SGE claggie, sur la droite la
séparation des échelles résolue&,, est le nombre d'onde de coupure du maillage ek; est le
nombre d'onde de coupure du ltrage.

4.4.2 Approche ltrée par les variables entropiques

L'idée du ltrage en variables entropiques se base sur cellessue des variables conservatives.
Comme le changement de variable n'est pas linéaire, appliar le Itre avant ou aprés n'est
absolument pas équivalent. Ces deux approches n'amenent paa résoudre le méme systéme
linéaire bien que la solution soit sensée rester identiqud.'approche consistant a Itrer d'abord
puis faire le changement de variable sur les inconnues Itrés est préférée. En e et, elle conserve
la méme forme pour les équations SGE en variables entropigaegu'en variables conservatives.
En particulier, les termes ajoutés sont identiques.

Les équations de Navier-Stokes Itrées[(4.11) ont la particdarité de conserver la forme analy-
tique du probléme non Itré déja traité. En e et, la variable conservative ltrée par le premier
niveau de Itrage est dé nie par

%0 “

1
UR 1
yUR= R uR,
UR 3
eR
Il est possible d'exprimer le probleme de Navier-Stokes Ité en variables conservatives de ma-
niére non développée et matricielle sous la forme suivante
€ Si € Sk
iU = €£ij U, & c 5 c 5
fUfo= K Uf AU FUR o KUy o KFUR
| {z 1

Termes de sous mailles

Py

u!

+
R
’ g;t +

|>

> |
>

Les matrices éiR et iiﬁ‘ ont les mémes expressions que leurs analogues mais avec lasables
ltrées. Le terme de sous maille correspond aux termes supphmentaires qui apparaissent dans
les équations.
Le changement de variable entropique est appliqué a n d'obénir les équations de la SGE en
variables entropiques e &
.7 @ UR
9 = —GUF
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La nouvelle variable devient

0, “
%o hR TR SR €R
URl
UR2
UR3

1

- 1
Q:T—R

En redé nissant les mémes matrices que dans le cas non ltré] vient

ou les notations des matrices entropiques ltrées ont été snpli ées en enlevant e. Ainsi le
probléme matriciel en variables entropiques Itrées deviat
KV i 9,

TR0, Ry, |
| {z 1

Termes de sous mailles

Bo9, + gil;i = €gij Q;j S_i €gil;i € R

|

Les termes de sous mailles sont I'expression des termes ajés dans les équations de Navier-
Stokes mais en variables entropiques.

Attention 2 Il faut noter que Q n'est pas la partie grandes échelles d€ a cause du choix de
l'ordre du ltrage par rapport au changement de variable entopique. En e et
€ _S
‘T_@-IQ RT_’@-I(Q)G;R
P = —F—6V* =
@J @

Pour plus de simplicité, les mémes notations que les variabk conservatives sont dés lors utilisées
pour les variables entropigues méme si leur signi cation nesont pas identiques.

Q1 VR

4.5 Formulation matricielle entropique de la VMS

L'approche de la VMS consiste maintenant a savoir comment déomposer le champ résolu
pour utiliser a chaque fois seulement les bonnes contributns. D'une part les grandes échelles et
d'autre part les petites échelles résolues in uencées paes$ échelles de sous-maillése. calculer
V et V% Le probléme est que cette approche s'avérerait coliteuse rcalle reviendrait & résoudre
2 systémes linéaires séparément. Une approche Itrée perrheée réduire le probléme au calcul
de la solution unique de VR au lieu des deux systémes d'équation suy_ et V % Vreman [154]
détaille cette approche dans le cas incompressible que Lesgeur [99] généralise aux écoulements
compressibles en variables entropiques. En e et, considér que chacune des échelles résolues
sont en relation avec une expression analytique d'un ltre,revient a résoudre une seule équation
sans augmenter le nombre de degrés de liberté du probleme. dditres problémes sont & prévoir
dans la suite sur le choix du ltre.
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4.5.1 Equation du champ total résolu

Soit le champ total résolu qui n'est en fait que I'ancien chanp calculé de la SGE classique.
Ainsi il est possible d'appliquer la formulation de la SGE su ce champ

. . €. S * . ¢
RE VR + MR VR = KR VR Riv, " HRVR
lat lad K : =S lat .
+ Kyvy T REVE
ii
ou TR = ([gil;i]R + g,R Vi) ([&ij ViR gﬁ V2). est le terme de sous-maille de

la SGE classique correspondant au niveau de ltrage du maidge. Un Itrage SGE est ensuite
appliqué pour les grandes échelles résolues
N . L4 . < L2R1) . _ N < ® 5 . . <
Rov, + Kivi= Ryvy,  Riv; Kv; + Kjv, Kjv;
) )
Les termes de sous-mailles de I'équation sur les grandes étles peuvent étre divisés en deux
contributions : I'une des petites échelles résolues, l'aue des échelles non maillées.

€ s °r . — . < —_ . <
G V;VvR = KRVR  Riv, KR VR Ki,- Vi

€ s °r. — . < . — i<
G ViVvR = KMy, KR VR i Ku? VT
2 2 ; ; i
En e et, en analysant ces expressions il se trouve qu€; et G sont respectivement les e ets sur
les grandes échelles des petites échelles résolues coroasiant a la zone spectralek 2 [Ks ; km]
sur la gure &4] et des échelles de sous maille correspondaa la zone spectralek k. Enn,
il est possible d'appliquer le méme raisonnement SGE mais skement sur les petites échelles
résolues & & &
. . €. S € S € S
RQUPs RYP= RV ¢ Py cPyivh
ou

oyr®s TRRyRT foyo | ooy
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Encore une fois par analyseC%t CQY%eprésentent respectivement les interactions entre les pites
échelles résolues et le champ total résolu et entre les pets échelles résolues et les échelles de
sous-maille. En suivant le raisonnement qui ameéne a considgr la VMS, il est nécessaire de

négliger les transferts d'énergie cinétique distants.e. négliger G.

Il serait possible de résoudre les deux systémes linéairescéatte étape. Numériguement, cette
approche est trop colteuse. Pour appliquer la méthode d'un ltre analytique, il est nécessaire
de fusionner les deux systémes d'équation. Il vient alors

<

Rov. + Biv, + B3V P+ ROV P= KV,

P Q‘
; €i4i<;<\/g>bs cocy
° =l i
. €. S
5 Movyr ROV R, ¢ ROVE= Ryv, o+ RV
:IZ : i {7: —1 prm—y —:J i :J —,J ’|
Champ total résolu Champ total résolu | {7 }
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7=
=

RvR+ RRVvR= RRVR™ c%Py;yR (4.4)

Une hypothése importante est faite ici.
€ S € S
G V;VvR + QOVvOVR =0
Cette hypothése traduit le fait que la cascade de Kolmogorowest continue, c'est-a-dire qu'au
nombre d'onde de coupure du ltre ks le ux venant des grandes échelles &; est égale au ux

allant vers les petites échelles &; . C'est une sorte de condition de saut permettant d'a rmer

que VR et VO peuvent reconstituer V.
Au nal il existe deux formulations de la SGE pour lesgvariables entropiques : 'une classique
avec TR, l'autre issue de la VMS avecT®= C OVv; VR |

S
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Il semblerait en regardant I'équation (43) que la formulation VMS n'apporte aucune amélio-
ration par rapport a la SGE classique. En e et, le méme type déquation est obtenue avec un
terme a modéliser. Cependant, I'amélioration est cachée des le sens a donner a chaque terme
de cette équation. Les échelles sont parfaitement séparéear V.= VR + V%= Vv + v v©
Ainsi la reconstitution de VR nécessite soit le calcul de deux systemes linéaires soitfflisation
d'un ltre. En n, le terme de modélisation posséde un support spectral trés faible contrairement
aux modeles généraux qui appliquent arbitrairement la visosité turbulente a tous les niveaux
ou passant par une étude de I'écoulement plus ou moins comple. Ceci est rendu possible par
le fait que seule une partie du champ des vitesses est utilisgpour déterminer I'e et du modéle.
Ce qui revient a dire que seules les plus petites échelles agént sur les échelles de sous-mailles
et inversement : c'est l'idée innovante de la VMS.

4.5.2 Formulation de la VMS entropique

La modélisation du terme T reste cependant nécessaire et peut se baser sur les travaux
et les modeles déja existant. Par exemple, Gravemeier [124fopose une approche complexe
démontrant la capacité des méthodes VMS a utilisé des modédestructuraux, qui est dans cet
exemple un modéle multi-fractal. Il est possible aussi d'utiser le modéle Residual-based model
(RBM) qui semble tres utiliser [5, [15,(47,[T03[ 138, 147]. Cegndant une approche plus simple est
choisie. Typiqguement, il est possible de réutiliser le modeé de Smagorinsky, avec deux variantes

7%=2 82 (Y
t=(Css m)?kSP (u9k; Modéle Small-Small
¢=(Cis m)°kSP (u)k; Modele Large-Small

Le nom donné a chacune des modélisations correspond a la gobeur qui est utilisée pour calculer
le terme de viscosité turbulente. En e et, le modéle Large-&all utilise la vitesse des grandes
échelles pour pouvoir calculer la viscosité turbulente. Lanodéle Small-Small quant a lui, utilise
la vitesse des plus petites structures calculées. Cependaiil est plus physiquement raisonnable
de penser que les plus petites structures n'in uencent pasels grandes échelles. Il parait donc
logique de considérer le modéle Small-Small car il statue guseules les vitesses des petites
structures in uent sur le comportement des structures de saois malllgs &n e et, une formulation
presque équivalente a la SGE classique serait = (Cyms m)> kSD uR k. Mais il apparait que
ce modeéle est sur-dissipatif car il prend en compte trop d' iteractions avec les grandes échelles.
C'est en fait la formulation du modéle de Smagorinsky classjue. Pour plus de détails sur les
di érences numériques induites par la VMS, se reporter a[[9p
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La problématique de la VMS avec un modéle basique de Smagosky revient a résoudre les
deux systémes réunis en un

8 . - €. S €. S

Contrairement aux modeles dynamique ou sélectif du Smagarmsky, le modéle VMS Small-Small a
le mérite non plus seulement d'étudier le support de la viscsité turbulente mais aussi de modi er
la forme fonctionnelle du ux modélisé. De plus, elle introduit un ltrage explicite permettant
de mieux contrbler le champ résolu. Ainsi, le tenseur de soumaille n'est plus colinéaire au
tenseur des déformations grace au Itrage. Mieux encore, drdre du gradient correspondant au
tenseur de sous-maille est supérieur a celui d'un LaplacierlLa VMS peut donc s'apparenter a
des modeéles d'hyperviscosité, voir Chollet [18], Ferzigef39], Lesieur et Métais [98], Deschamps
[29], Borue et Orzag [8 910, 11], Winckelmanst al [23,[158157] et Layton[[91]. La formulation
explicite du modéle VMS en formulation matricielle entropique est la suivante

€. S S €
NEVE+ RRVE= KRR VRVE + KR (v 9V°°;i
t=(Cwms m)° 282 (V% :sP(vY
° (% # %
f
Cws m GCs ¢ — 1 46
[ m .
% R VR (4.6)
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uz
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ou ¢ est la longueur de coupure du ltre. La formule de Cyys est déterminée de la méme
maniére que celle pour le Smagorinsky. Son expression estrdéntrée en annexe CH4. Il est
possible de donner une formulation dynamique du modéle de I¥MS voir Farhat et al [37] et
Oberai et Sondak [119]. Mais il semble toutefois étrange derpcéder avec deux ltres di érents.

La détermination des grandeurs ; et ., est soumise encore a débat et plusieurs modé-
lisations sont proposées. L'expression de s sera présentée dans la partie dédiée au lItrage.
Plusieurs familles de représentation de la longueur ., existent. Elles oscillent entre une repré-
sentation purement géométrique et une représentation phyigue de I'écoulement indépendante
des caractéristiques du maillage. Un résumé de la zoologieesl longueurs peut étre trouvé dans
Spalart [13€].

0 La pgemiére modeélisation la plus classique est celle de largueur volumique ou Vol —

e= 3 y z. Dans le cas d'un maillage isotrope utilisé couramment en SB, cette dé-
nition est tout a fait licite et la plus optimale en colt de ca Icul. Cependant, la majorité des
maillages utilisés en pratique n'est pas isotrope. Or les déctions les plus nes d'une maille ne
sont pas celles qui in uencent la fréquence de coupure imgdite du maillage. Les autres approches
sont présentées plus loin.
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4.5.3 Particularité de la VMS entropique

De maniere générale, les modéles structuraux ne modi ant g& I'expression de la viscosité
turbulente ne sont pas un probléme pour I'implémentation envariables entropiques. En e et, la
modélisation n'est ramenée alors qu'a un scalaire qui estrigaire vis-a-vis de la matrice di usive
gij . Ainsi le probléme se retrouve simplement exprimé par

€. € S S €. € S S

8 . )
< KRVR+ QKRVYR = KR - yR YR 4+ KR [ yR VYR
prm— 1 prm— 1 €:J €’_ _yJ . prm— '

I
P
Py
+
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T
<=
=3

De fait, le systéme de Navier-Stokes conserve alors les pnafiés de symétrie. Les termes modé-
lisés sont alorsdiv_(Ts) pour I'équation vectorielle de la quantité de mouvement etuR div (Ts)
pour I'équation de I'énergie. L'équation de conservation @& la matiére reste intacte. Le tenseur
de sous-maille aura par construction de I'équation matricélle entropique, la forme du modéle de
Smagorinsky compressible e 8

Ts=2 ti QR

Cependant, le changement de variable non linéaire ainsi quéintroduction du ltrage avec
le modéle VMS empéchent la simpli cation du systéme linéaie. En e et en plus de modier
l'intensité scalaire du ux i, les directions du tenseur de sous-mailles sont modulées.

8 . . €. € S _S S
< KRVR+ HRVR = KR S vR VR 4 iéR A VAL
0 Lt A X €?Ij €’ . r S-S,J i
ALV A RV
Cette approche permettant de conserver une forme de systénmaatricielle canonique et des ma-
trices aux propriétés intéressantes impose que la matriceud ux di usif modélisé soit symétrique.

Ceci change le modéle équivalent du systéme conservatif.

€ S
% t+d|v RuR =0
R R € S
% @tg +div. Ru® uR+pRL TR = div (Ty)
R R € S
et +dv  ReR+pRuR+ g™ TRuR =uR div(Ty) u div(Ts)

ol la notation de moyenne de Favre est remplacée par la notain simpli ée et uR div (Ts)

u div (Ts) = u® div (Tg). L'équation sur I'énergie cinétique n'est plus I'équivalet du produit
scalaire de I'équation de quantité de mouvement avec le chamde vitesse résolu. Un terme
supplémentaire apparait u div (Ts). Ce terme est analogue a un ajout d'énergie qui est
controlé par les échelles bien maillées. Globalement, leri@e de di usion est moins important
que le terme issue d'un modéele classiqgue de Smagorinsky derpée calcul du tenseur Tg sur
les petites échelles et du produit scalaire avec la vitesseedces mémes échelles. Cependant si
seulement le terme de la VMS classiqué.e. uR div (Ts) est conservé, il se trouve que la
dissipation de I'énergie est maximale lorsque la convectio des structures résolues est alignée
avec la déformation des petites échelles résolues. Cet e ete la modélisation classique de la
VMS semble étrange dans les cas ou la convection globale dédbulement est perpendiculaire
aux déformations des petites structures. Cela ménerait a ursysttme mécanique non optimal
pour le transfert de I'énergie. Cependant, avec la version WIS entropique symétrique dé nie
juste au dessus, la dissipation de I'énergi@® div (Ts) est maximale uniquement lorsque la
convection des petites échelles résolues est alignée avearl déformation, ce qui semble plus
mécaniguement acceptable. Cet e et permet de déclencher pb intelligemment la di usion de
I'énergie dans des écoulements possédant un champ convécetioyen important.
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4.5.4 Exemple de séparation des échelles résolues

L'équation précédente pose un probléeme d'application : coment est-il possible de séparer les
échelles résolues ? Une des méthodes est de déterminer unlatien analytique entre les échelles
résoluesi.e. un ltre explicite. De nombreuses approches ont visé a élab@r des méthodes de
ltrage pour la VMS, appelées courrament desscale separator permettant de garder en téte
la notion d'échelle propre a cette problématique. Gravemedr [54] propose une approche trés
simple permettant & partir de coe cients, d'obtenir les vit esses Itrées. John & Kindl [78]
proposent l'utilisation d'un ltre gaussien pour séparer les échelles. Cette partie vise a présenter
succinctement le point de départ de la VMS introduit par Levasseur [99].

A cette étape, de nombreuses approximations sont faites suiexpression du ltre et aussi sur
le nombre d'onde de coupure des échelles résolues en plus @dfles faites sur les modélisations
classiques des modéles de sous-mailles. Levasséur [99] treofa pertinence de l'utilisation d'un
ltre gaussien. En e et, si la projection du champ UR sur U%était orthogonale, numérique-
ment il se déclencherait une accumulation d'énergie au nivau de la fréquence de séparation
des échelles. Ce phénomeéne est appelésp Il apparait car il existe des interactions localement
distantes et non seulement ponctuelles qui permettent de marésenter le ux de la cascade de
Kolmogorov. S'il s'agit d'une projection orthogonale, seudes les interactions limitrophes sont
prises en compte, donc seulement une partie du ux est calcék, et donc il y a un "bouchon”
d'énergie. Le ltre gaussien permet de relacher cette contiinte et d'augmenter le support des
interactions. Le noyau d'un tel ltre est de la forme
€ S ! 2 < 2Lkz
X y= — € !

f

G

ou est classiquement égal a 6 et ; est la taille du ltre. L'intérét de cette forme gaussienne
est sa simplicité d'implémentation mais aussi son support gectral étendu.

Il est possible de donner une forme diérentielle a ce Itre. Soit  une fonction de R et
in niment dérivable. Grace au développement de Taylor il vient

€ S @ ky xk¥ @
it = (xt)+ k xk— (x;t) + ——— X;t)+
it = (xnrky xkg G0+ =g g ()
Ainsi, la fonction ltrée par G a pour expression
2121 ¢ § € S
(x;1) = y; G x yit dd¥
L Y Y b
X M :
- (xye L @LX0
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R
car le ltre Gaussien est spatial et ) = (1)) 7' 7'G(2) dz. En calculant & l'ordre deux en

1D l'expression di érentielle du ltre gaussien, il découle

2
. 1 . f@
$ (xt) (X,t)+§@

En 3D, ce terme devient
2

(X)) (x0)+ Z—Lr 2 4.7)
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La séparation des grandes et des petites échelles résoluesup donc étre faite de la maniére
suivante 8

E 00— f 2 R
u—= —r “-u
5 = 24 =
— > —
f : m km

Pour déterminer l'expression du It[_)e en éléments nis, il sut de multiplier I'équation (4.[7)]

par les fonctions de pondérationVV = =, NaW ,. De plus en reprenant les mémes approximations
faites pour la méthode des éléments nis danAETHERI découle
Z g Z g 2 Z Z o #
Naﬂa d= Naﬂa d A Na'iﬂa 'id Naﬂa 'id
- _ 24 _ ’ ' _ ’
a=1 a=1 a=1 a=1

Si en plus la fonctiora, est discrétisée, il vient comme pour toute formulation élénents nis
une relation du type W, F, =0 pour toutes fonctions de pondération. Ceci permet de les
évacuer du calcul en plus de réduire le support de I'étude augléments. Ainsi

8a2 Jl;:inpK E;=0

Avec 8 %o 5eZ b ¢
f
2 Fa= My b My ot 57 NaiNeid _p NaNp;inid _y
: b=Z
T M = NaNpd

ab

La matrice masse obtenue est celle apparaissant lors de la gection L, au paragraphe[Z.5.2.
Les solutions pour résoudre ce probléme sont discutées daleschapitre suivant mais une matrice
diagonaleM , plus facile a inverser est utilisée. Elle est dé nie comme I@réconise Hughes[[66]
de facon élémentaire en faisant urMass Lumping par

8 Z
2
% ¢ Nad ) e ;
” _ =
ve o S - — ) si a=b
=L ab Ngd e
§ c=1 N
0 sinon

Cela dé ni, il sut alors d'isoler I'inconnue et il découle

f2 . — g2 y4 <
ggoz o %ﬁ 1 aa Na;i Np:id NaNp;inid QbR (4.8)
b1

Comme le précise Levasseul [99], ce modéle présente de tengmstemps des instabilités nu-
mériques. Pour remédier a cela, il sut de relacher la contrante du ltre gaussien lorsque la
viscosité devient anormalement élevée pour re-obtenir ladement une SGE classique telle que
le modéle de Smagorinsky.

A . <™ X 4 . <™
Na;i g:? MT d*® Na;iﬁh)o\igqj €
a € 5 a € 5

avec = 0;05valeur basée sur les travaux[99]. Si cette relation n'est pavéri ée alors le ltre est
relaché. Les travaux de Levasseur sont une tres bonne baseyayénéraliser la notion de Itrage
en éléments nis a la montée des schémas aux ordres plus élsvé?ar exemple, cette méthode
est inapplicable a l'ordre 2 si l'intégration par partie n'est pas faite pour abaisser l'ordre du
Laplacien. Cette étape rajoute des problématiques de contibns limites. De plus, la résolution
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de ce systeme peut demander une étape de moyenne des dérivéakulées aux n+uds an de
réaliser le ltrage, ce qui alourdit le colt de résolution. Le chapitre suivant présente les méthodes
de ltrage généralisées et développées dans cette thése gifdicables aux €léments nis utilisés
dans AETHERt a la montée en ordre des schémas spatiaux.



Chapitre 5

Filtrage en eéléments nis

Sommaire

Les conditions de réalisation d'une VMS e cace sont intrinsequement liées a la séparation
des échelles, c'est-a-dire au lItrage et donc nalement a laméthode numérique. Pour chaque
méthode numérique, il existe une approche de ltrage qui luiest le mieux adaptée. Cette partie
présente les choix qui ont amené a déterminer cette approchde ltrage pour les éléments nis
utilisés dansAETHER

5.1 La problématique du ltrage et sa dé nition locale

La VMS requiert d'extraire du champs résolu VR la valeur du champ Itré V. Les petites
structures résolues sont obtenues grace a la complémentt&ides échellesVR = vV + v Ce-
pendant si aucune attention n'est portée a la méthode de Itrage et a son implémentation, la
résolution de I'équation de ltrage peut étre aussi colteug que la résolution d'un deuxieme
champ Navier-Stokes. Il faut trouver une méthode assez génale utilisant tous les avantages de
la méthode des éléments nis et permettant de maitriser le lrage réalisé.

85
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5.1.1 D'une approche spectrale a une approche réelle

Une formulation générale pour le ltrage est tout d'abord considérée. Elle est simpli ée pro-
gressivement durant ce chapitre en fonction de trois critées. Le premier est la complexité de
la méthode qui peut entrainer des di cultés d'implémentati on et d'entretien dans le code. Le
deuxiéme est la maitrise de la forme spectrale du probléeme pmettant d'avoir un ltrage le plus
précis possible a n de contrbler la sélection des échelle&n n, le dernier est son adaptation a
la méthode des éléments nis.

Le dimensionnement du ltre doit tout d'abord étre étudié da ns son espace naturel de dé-
nition i.e. le domaine spectral. Grace a l'expression spectrale du ltage, il est possible de
trier parfaitement les di érentes échelles de I'écoulemen Posons © 'évolution spectrale d'une
fonction f et F [f ] sa transformée de Fourier dé nie parF [f] = . Soit R le champ a Itrer
et son équivalent Itré. La forme de Itrage suivante est recherchée

£, © =¢, ORr (5.1)

f1 et £, sont deux fonctions analytiques permettant de dé nir le It rage. Deux fonctions sont

utilisées, l'une pourO l'autre pour OR an de pouvoir béné cier de plus de coe cients pour
déterminer le ltrage numérique plus loin. Cette formulati on permet de dé nir un équivalent
non linéaire du ltrage dans l'espace spectral.

De maniere générale, les calculs sont réalisés dans I'espaéel. Cette dé nition dans I'espace
réel obligatoire pour I'implémentation, n'est pas sans di culté. Elle introduit des contraintes
sur la forme du ltrage a n de pouvoir travailler avec une exp ression simple dans I'espace réel et
éviter les erreurs numériques associées aux transformées Bourier inverseF 1[]. De maniére
générale, l'implémentation numérique dicte la forme réek du ltre. Dans une formulation Navier-
Stokes réelle comme celle AETHERseule la valeur réelle du champs est utilisable et seule la
valeur réelle du champs Itré peut étre utilisée. Une formulation réelle du lItrage (5£.1) est donc
préférée nog o & P

FL1EF =F ¢ F R (5.2)

ol et R sontrespectivement le champs et son ltrage dans I'espaceéel. La résolution du
systéme [5.2) en connaissant R peut s'avérer trés fastidieuse voir impossible dans certas
cas non linéaires. Cela signi e que la création d'un ltrage adéquat dans l'espace réel nécessite
la connaissance de l'e et spectral def; et £, des deux fonctions réelles, et f, telles que le
champ R soit Itré de maniére précise. Le ltrage explicite devient donc analytiquement
€S € _S
f,. =f, R (5.3)

ou il est plus facile de dé nir f queF 1! Ib(F [ en connaissantf. Les formes analytiques des
£ peuvent étre déterminéesa posteriori.

Un tel probléme peut se décomposer sous la forme d'un problérdi érentiel non linéaire plus
adapté a la résolution en éléments nis grace a un développeemt en série de Taylor

€S X € €S S €S
f1 =  Cm X; ;unDP ;o DM
m

X € € 5§ S € _S € _S
cx x; R;upD" Roupk Rz, R
k

ol D' () représente lai®™e diérentielle et les cj sont les coe cients du développement de
Taylor. Ces coe cients sont en fait trés importants car ils r eprésentent les coe cients du ltrage
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et sont a l'origine de la performance de ce traitement numédue. En éléments nis, la résolution
d'un probléme non linéaire non di érentiel comme (5.3) reviendrait a résoudre ce probléme non
linéaire en chaque n+ud de maniére découplée les uns des agtr Cette maniére de procéder
serait inadaptée a la méthode numérique de cette thése.

La dé nition d'un tel probléme est soumise a I'existence d'in développement de Taylor de
notre équation et donc a certaines hypothéses sur les fonotisf; et f, et sur les champs et

R. C'est le cas dans les problémes de ltrages étudiés en pratie.

Il est maintenant important d'adapter cette forme analytig ue a la résolution en éléments

nis.

5.1.2 L'approche éléments nis

De la méme maniére que pour les équations de Navier-Stokes$,eist possible de transformer
I'équation de ltrage en un probléme matriciel non linéaire en fonction des coe cients a appliquer
aux di érentes directions des dérivées. SoitW les fonctions de pondération du probléme de
ltrage. Il vient pour tout W

Z  x € s Z X € 5

m k

La méthode des éléments nis consiste maintenant a projetetes champs sur des bases de
fonctions d'interpolation associées aux n-+uds du maillage Cette projection n'est pas anodine
et a un impact sur le Itrage. En e et, la projection de la solu tion est alors un Itrage implicite
qu'il est trés di cile de controler. C'est le Itrage implic ite du maillage.

Le Itrage implicite des éléments nis est dé ni par la proje ction de la solution sur la base des
fonctions d'interpolation qui détermine alors le vecteur lution du probleme considéré. Cepen-
dant, ce lItre est global a toute la résolution car il ne dépend que du choix des bases. Comme un
ltrage est appliqué a la solution numérique, il est possibe de comparer des méthodes de ltrage
relativement les unes aux autres pour une méme base. En pratile, I'e et de notre Itrage n'est
pas contr6lé exactement mais relativement a une base de fomen d'interpolation. Par cette
projection, les variations de la solution sont en fait portées par les fonctions d'interpolation qui
sont connues uniquement sur I'élément de référence.

Au nal, la construction du probléme éléments nis du Itrag e consiste a construire deux
matrices F, et F, par la méme méthode. Les projections du champ et des fonctiende pondé-
ration sur des fonctions d'interpolation localisent alorsle probléme a I'étude sur I'élément. Ces
matrices de lItrage sont dé nies localement par une matrice élémentaire de Itrage a l'image de
la stabilisation SUPG/GMC, voir Hughes [68]. Le probléme peaut étre dé ni localement a partir
des fonctions d'interpolation

z X "
NG E*" ,D"(NHd ©

e
n

car l'opérateur di érentiel est totalement linéaire vis a vis de l'interpolation et ou € représente
I'élément local du probléme, N les fonctions d'interpolation dé nies sur I'élément réel associées
a notre probléme et la matrice E®" est la matrice de ltrage élémentaire non linéaire en R et

. Les matrices du probleme global sont obtenues en sommant lzontribution a un n+ud donné
de chaque problémes locaux. Ce probléme est donc analogue élui des équations de Navier-
Stokes qui peut étre étudié localement. Cette conclusion rgent a reprendre I'analyse faite sur
la stabilisation SUPG/GMC dans la partie sur la présentation de la méthode numérique. En
e et, le ltrage peut étre dé ni localement a partir de la pro blématique analytique et avoir un
e et global non négligeable.
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Le probléme global a résoudre par construction locale devig

- R
51— - 52 —
ol __ et _R représentent les vecteurs des fonctions Itrée et non Itrée aux n+uds du maillage
et
x £ X
E = N®  EPD"(N°)d ©
e e n

ou est le produit tensoriel dé ni dans la nomenclature. Cette d nition locale a I'élément
dépendant des fonctions d'interpolation n'est pas anodine L'approche trés appliguée qui est
proposée, peut trouver un cadre plus générale dans Hughess]jéqui dé nit les e ets des di é-
rentes échelles d'une simulation éléments nis par l'estination de la fonction de Green associée
au probléme. L'estimation de la fonction de Green est dé nieuniquement localement sur les
éléments a cause de la forme de Dirac de la solution interpa@éintrinséque aux éléments -
nis, menant a des termes volumiques et surfaciques sur I'éféent. Cette approche peut servir
a détruire de l'information pour les modéles de sous-maillu bien a stabiliser les problémes
possédant de nombreuses échelles en éléments nis.

5.1.3 Simpli cation du probléme local

Le probléme local peut étre encore simplié a l'aide d'une éude unique sur I'élément de
référence grace a la transformation jacobienne comme exglié dans le chapitre consacré a la
méthode numérique. Ainsi I'étude locale du Itrage sur chaque élément peut étre réduite a I'étude
locale sur un seul élément par le changement de variable suimt

Y4 X " Z Y
Ng ien abDn (Ng) d ®= det ie Na F bDn (Nb) d ref
n

e =ref 3

n ref

Dans ce cas, le probléme du ltrage n'est donc dé ni que par lebase des fonctions d'interpolation
N dé nies sur I'élément de référence, par la transformationjacobienne J® et par la fonction de
ltrage f représentée par son équivalent matricieE®". Par ailleurs, il est possible d'exprimer la
di érentielle D" (N°) de I'espace réel dans I'espace de référence. Selon les méwde dérivation
vues précédemment, la di érentielle introduit des puissartes de la matrice jacobienne et des
dérivées de cette derniere. Pour plus d'information, voir & partie numérique sur I'estimation de
la dérivée. Ainsi, en posantD[; (N) la di érentielle dans I'espace de référence, la dépendance
suivante est véri ée
z Nex ”Fen_ D" (N€ e

a L. ab (Nb) d

e
n

z " e_ X" en € e. . ’ e_n ._ € eé. N € eéé_ n e
e det g Na iref g ’ J %  Dret % ’  Dref g ab Drer (Np) d - ref
ref n
La dépendance deg *" en J° sera omise dans les notations suivantes -7 est notée de maniéere

transparente commeE*®".

Il apparait maintenant que l'approche du ltrage en éléments nis se découpe en deux pro-
blemes. Le premier consiste a construire une méthode de rdstion du systéme de ltrage.
C'est-a-dire comment obtenir le vecteur__. Le deuxiéme consiste a trouver une expression de
la matrice locale de ltrage qui est I'estimation de la fonction de Green des petites échelles
associees a ce probleme éeléments nis. C'est-a-dire comntedfé nir les matrices élémentaires F

représentant les coe cients de ltrage.
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5.2 Méthodes de résolution

Une fois le probléme reconstruit globalement, il devient um équation matricielle de la forme
F, =F, F
ou F, et E, sont cette fois-ci des matrices globales de Itrage constrites localement sur I'elément
de référence.

Pour résoudre correctement le probléme du ltrage, il est inpératif d'inverser la matrice
E,. L'inversion de cette matrice globale peut étre lourde pourla résolution du probleme. Elle
a cependant un e et important : l'inversion globale permet d'étendre I'e et du Itrage d'un
élément sur les autres et donc a augmenter le support du ltrge.

La simpli cation de ce probleme vise a éviter l'inversion cditeuse de la matrice masse .
A n d'éviter une distorsion trop grande du ltre, une hypoth ése importante doit étre faite sur
la matrice 51 : f1 est la fonction identité. De cette maniére, aucun des coe cents du lItrage
n'est supporté par la matrice E, et la non inversion globale du systeme a ainsi moins d'impact
sur le traitement numérique. Seul le support du ltre est alors tronqué. La matrice E, devient
alors x Z o
F, = _NgNEd

=1
e

L'inconvénient de cette hypothése est d'enlever des degréde liberté permettant de dé nir le
ltrage. Cependant, la matrice E, ne représente plus qu'une in uence géomeétrique de chaque
éléments qu'il est possible de simpli er de di érentes maneéres.

Deux familles d'approches sont préconisées. La premiére vient a introduire directement
I'expression de la variable ltrée dans le calcul des intégales. En e et, dé nir f; comme l'identité
revient & pouvoir calculer directement son expression aux @ints d'intégration, et ainsi contourner
la résolution du systeme. La deuxiéme famille revient & simiper le calcul du probleme matriciel
a nd'avoir les valeurs de aux n+uds. Cette approche nécessite donc une étape de nornisdtion
aux n+uds pour imposer un champ Itré C°. Elle a le mérite d'étendre le support du ltrage au
macro élément mais nécessite des étapes de calcul supplénaémes.

5.2.1 L'inversion globale de la matrice

Cette approche permet de résoudre exactement I'équation ddtrage en élément nis. La
fonction de Itrage f; peut étre quelconque uniquement dans ce cas. L'inversion gbale de la
matrice est un probléme plus immédiat permettant d'avoir une résolution numérique plus précise
mais moins optimale. Le ltrage posséde instantanément I'asemble du domaine comme support
et posséder une fonctiorf ; quelconque permet d'accéder a des processus de Itrage plwariés.
Comme il a été mentionné, cette approche est toutefois trésatiteuse en temps de calcul et en
implémentation.

5.2.2 L'inversion locale de la matrice

Comme le préconise Hughes [66], il est possible de rempladéj par une matrice équivalente
diagonale issue duMass Lumping dé nie par

z
% NSNgd ©
L 7  sia=b

ii w= NENEd €' NENEd ©

sinon

Cependant, méme l'auteur estime que cette méthode n'est pasés adaptée a la mécanique des
uides qui présente certaines instabilités. De plus, il n'est pas démontré qu'elle soit toujours
adaptée aux calculs a l'ordre élevé.
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5.2.3 L'utilisation de la projection L, et des éléments symétriques

L'étude de la projection L, et des éléments symétriques permet aussi de résoudre loaalent
I'équation de ltrage et de donner une valeur locale nonC® du champs Itré. Le coe cient z
dé ni dans I'équation (2.I5), est utilisé pour dé nir la mei lleure approximation du Itrage au

sens de la norme_». Il vient alors
™

e _ X X" en € R
a= za  E3" ,D"(No) b
i n
aveci de nissant le point d'intégration et _. ses coordonnees. Cette méthode permet de s'a ran-
chir de la moyenne volumique tout en donnant la meilleure appoximation du Itrage au sens
de la normelLs.

5.2.4 Moyenne volumique

La matrice F, est en fait un equivalent du volume du macro élément entourahle n+ud
considéré. I est alors aussi possible de remplacer l'invgion de cette matrice par une moyenne
des valeurs discontinues du lItrage pondérées par le volumele chaque éléments compris dans
le macro élément. Le macro élément est dé ni plus loin a la seion BE1.2. Concretement, la
construction globale deF, _ R revient & calculer un équivalent volumique du ltrage sur le
macro élément. Il sut donc de diviser par ce volume. Cette mé&hode introduit cependant un
Itrage supplémentaire sur la solution qui consiste a lisse encore plus le champ Itré mais a
étendre son e et au macro élément. Le Itrage devient donc

1 X Z X
a= ES" D" (Nod © Ry

macro e
a a2 e n

Cette méthode est a préférer si une estimation aux n+uds du camps Itré est recherchée. Elle
a le mérite de conserver le champ Itré continu et de ne pas trp dénaturer I'estimation des
champs de gradients.

5.2.5 Calcul direct aux points d'intégration

Il est aussi possible de calculer directement le ltrage auxpoints d'intégration sans passer
par la résolution globale du champ Itré. L'inconvénient de cette méthode est qu'un ordre dans
le ltrage est perdu car il est nécessaire de dériver le champltré pour obtenir la viscosité
turbulente. Par exemple, si un ltrage en dérivée seconde autilisé dans une simulation O3, la
viscosité turbulente devient uniformément nulle par constuction. L'avantage de cette méthode
est toutefois de ne passer par aucune résolution globale ebdc est directement implémentable
dans le calcul Navier-Stokes. Le ltrage est dé ni sur chagwe élément par les mémes matrices
mais sans e et intégré. Le ltrage devient donc

”n €S
(x)= ES LD (N Ry

—I
n
Une fois la méthode de résolution déterminée, il est importat de dé nir le contenu de la
matrice F, et de la matrice E, dans le cas d'une résolution globale.
5.3 Equivalence des approches de ltrage

Les méthodes de résolution de I'équation de Itrage étant pésentées, il est important de
savoir comment déterminer les coe cients de la matrice de ltrage. S'intéresser au Itrage sur
la résolution des équations de Navier-Stokes revient a détminer localement une matrice de
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Itrage. Cette derniére ne dépend en fait que des fonctions thterpolation, de la fonction de
Itrage et de gradient et puissance de la transformation jambienne.

Premiérement, il est trés important de noter que cette formuation en plus d'étre parfaitement
adaptée a la méthode des éléments nis est aussi transparemtavec la montée en ordre spatial.

Deuxiéemement, un ltrage a été implicitement appliqué a la solution par le fait que celle-ci
soit projetée sur I'espace des fonctions d'interpolation esur les éléments. C'est une contrainte a
la maitrise de la forme du ltrage sur la solution analytique mais pas sur la solution numérique.
En e et, les fréquences de sous mailles ne peuvent pas étretrées car elles sont tuées par
les intégrales locales. Cependant si les deux solutions docomparées dans une méme base, le
noyau spectral de ce Itre implicite ne doit pas changer, ce gi permet de comparer relativement
di érentes méthodes. Et cela méme si sur la solution analytijue, le ltrage réellement appliqué
est déformé.

Troisiemement, les hypothéses de résolution numérique desdéments nis telles que les élé-
ments symétriques et iso-paramétriques et le type de fonabn d'interpolation, n'ont pas été
introduites. Ceci rend cette approche du ltrage encore géeérale a toute résolution éléments
nis. Il apparait des lors qu'en éléments nis, le Itrage a u ne forme universelle car il n'est
déterminé que par quelques fonctions dé nies sur I'élémentle référence donnant naissance a
une matrice de dimension nie. Dans le paragraphe suivant, ne méthode pour le Itrage en
éléments nis est présentée permettant maitrise et simpli@¢é d'implémentation du traitement
numeérique. Ce Itrage s'appuie sur une adaptation des méthales déja éprouvées en di érences
nies et éléments nis.

Dans cette partie, I'équivalence des approches de Itrage pur la méthode éléments nis de
AETHERSst montrée. Les formes des matrices de ltrage sont discués. Le ltrage par interpo-
lation est nalement la méthode choisie car elle propose la comprdmsion, I'implémentation et
la maitrise les plus simples du ltrage en élément nis.

5.3.1 Hypotheses

L'expression du ltrage est déterminée par trois paramétres : les fonctions d'interpolation
réelles, le déterminant du jacobien et des coe cients du Itrage. Les hypothéses faites sur les
éléments nis en introduction permettent de simpli er I'ex pression analytique et la dépendance
envers certains des paramétres des matrices de ltrage.

L'étude du ltrage sur des éléments iso-paramétriques et sy métriques

L'utilisation d'éléments iso-paramétriques permet de comlure que la transformée jacobienne
est directement liée aux fonctions d'interpolation. Ainsi, le Itrage ne dépend plus que des fonc-
tions d'interpolation et de la fonction de Itrage. Par aill eurs pour plus de simplicité, I'utilisation
d'éléments symétriques rend la jacobienne constante surdlément. Cela simpli e la détermina-
tion des dérivees. Ainsi les matrices de ItrageF, sont indépendantes des dérivées de la matrice
jacobienne qui sont alors nulles. Les dérivées des matricgacobiennes étant nulles, la simple
relation suivante est vraie

@Ng - ”Je n @Na

@ = @"

ou représente les variables d'espace sur I'élément de réfémn Cette hypothese permet de
simpli er les calculs et l'analyse, tout en conservant I'e et des matrices jacobiennes qui ne
traduisent qu'une transformation géométrique et dans le cdre de cette these, une dimension de
I'élément. Cette taille de maille est constante sur I'élémat et variable suivant la direction de la
dérivée.
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Le besoin d'une base canonique commune : la base polynémiale

L'utilisation d'une base canonique commune est un ingrédiet indispensable pour I'équivalence
des méthodes de ltrage. Les di érentes bases de fonction diterpolation sont donc limitées
a posséder la méme base canonique. Comme des fonctions dtirgolation de Lagrange sont
utilisées dansAETHERes bases sont restreintes a la base canonique des polyn&ne

La base des polyndmes permet aussi d'exprimer les dérivéeggfonctions d'interpolation
dans la base de ces méme fonctions d'interpolation grace & anmatrice a coe cients constants.
De maniére plus générale, n'importe quelle base de fonctiepolyndmiales peut étre reliée a une
autre par une matrice a coe cients constants.

Toutes les hypothéses présentées permettent d'a rmer que ¢s méthodes de ltrage en élé-
ments nis sont équivalentes. En e et, le ltrage n'est dé n i que localement sur I'élément de
référence et dépend donc seulement de la matrice jacobienmdes fonctions d'interpolation et de
la fonction de ltrage. Or si I'élément est iso-paramétrique, la matrice jacobienne ne dépend que
des fonctions d'interpolation. De plus, analytiguement les fonctions de ltrage se décomposent
en un probléme di érentiel sur le champi.e. sur les fonctions d'interpolation. Les dérivées des
fonctions d'interpolation s'exprimant en fonction des fonctions d'interpolation elles-mémes. I
en est conclu que le ltrage est une matrice locale dépendartdes fonctions d'interpolation, de
la géométrie de I'élément et des coe cients de Itrage. Le probléme s'écrit donc

!
X Z n -

e
Na il abNbd ref _b
e ref

X Z ”

e ref Na ig abNbd ref _E

ou E7 et EZ sont dé nies sur I'élément. Fort des hypotheses utiliséesles di érentes approches
traditionnelles de ltrage sont toutes équivalentes dans eur implémentation avec les éléments
nis et avec des fonctions d'interpolation polyndmiales. Il su t donc de chaisir la plus générique
pour obtenir le Itrage le plus e cace. La formulation (5.3.1]) peut étre comparée a la théorie
d'estimation de la fonction de Green voir Hughes[[68] ou il aparait clairement la somme sur les
éléments, la matrice locale ainsi que le produit d'encadreent par les fonctions d'interpolation.

L'évolution locale du lItrage entre I'élément de référenceet I'élément réel est identiquei.e.
polynomial, aux coe cients des monémes préts.

5.3.2 Les ltres par interpolation

Une premiére approche du ltrage consiste a étudier les vaations de la solution. En éléments
nis, les variations de la solution sont simples : elles sondonnées par les fonctions d'interpola-
tion. Dans un polynéme, les hautes fréquences sont stockéeans les monémes des plus hauts
degrés. Cette approche est préconisées par Brazell, Kirbystoellinger et Mavriplis [13]. Pour
ceux souhaitant réaliser un Itrage explicite en inversant globalement I'équation de ltrage, se
reporter aussi a [13]. Ainsi comme le suppose la gure 5.1, iést possible de ltrer les hautes
fréquences d'une solutionO3 en l'interpolant par un polynéme d'ordre 1.

Ces deux maniéeres de ltrer ne sont pas équivalentes. Seuléniterpolation de gauche est étudiée
car elle donne lieu a un ltrage plus e cace. Pour le Itrage d e droite, il sut de décomposer
l'intégrale dé nie localement sur chacun des éléments lingires le composant. Des fonctions
d'interpolation continues peuvent alors étre dé nies sur dacun des sous éléments linéaires. Pour
réaliser le premier Itrage, il est plus simple d'utiliser la base canonique des polyndémes qui
décompose linterpolation sur chacun des monémes.
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Figure 5.1 Filtrage d'un signal quadratique par une fonction d'in terpolation linéaire

Dans tous les cas, il existe une matrice a coe cients constats permettant de relier deux
bases polynomiales entre elles. SoB |, la matrice de passage de la base de calcul 1 a la base
canonique 0, elle est dé nie par

N;=B,oNo

ou N, sont les fonctions d'interpolation dans la basei. Comme le probleme de Itrage est dé ni
localement par le produit de la matrice de ltrage par les fonction d'interpolation de la base, il
vient

E,N;=E B ;No=E N

ou les matricesE, sont les matrices de Itrage dé nies sur une basei. Il ne reste alors qu'a

dé nir une unigue matrice E, qui est décomposée sur la base canonique. Il sut par exemplde

mettre des 1 sur la diagonale pour les monémes de plus bas dégouis des zéros ailleurs pour
obtenir le ltrage e acant I'e et des plus grands monémes. De plus, E est souvent dé nie de

maniére linéaire ce qui rend le Itrage linéaire en_ R .

Cette premiére méthode de lItrage revient a projeter le chanp calculé sur la base canonique
et a lui enlever l'e et des hauts mondmes des polynémes. Cepdant I'e et qu'aura le Itrage
dans I'espace spectral est assez di cile a deviner. Le nom faant référence a cette approche par
la suite est ltrage par interpolation et les matrices de cette formulation sont notées avec l'indie
Int.

Pour régler ce probléme de précision, il est important de rééchir dans l'espace spectral avec
la transformé de Fourier du noyau F [G] du ltre, comme il a été sous entendu au début du
chapitre. Pour dé nir un spectre simple a utiliser, il est intéressant de prendre la forme spectrale
de Itrage suivante "o wo

F =FI[GIF R

Il est possible de parler d'un lItrage linéaire dont la forme analytique peut étre tres simplement
dé nie. En plus de la simplicité de construction, ce ltre assure des matrices de ltrage linéaires
mais aussi une synergie intéressante avec les fonctions rd&rpolation polynémiales. L'incon-
vénient de cette approche est que le Itrage recherché est sdlu dans I'espace réel. Ce produit
devient alors un produit de convolution par transformée inverse de Fourier. Résoudre un produit
de convolution est encore aujourd'hui beaucoup trop coltex a réaliser numériquement dans un
contexte industriel. Pour bien contrdler le ltre, il faut ¢ alculer

Zv1 € 85 €S
(9= Gy x y dy
Les méthodes de ltrage suivantes proposent deux approchgsour éviter le calcul du produit de
convolution tout en conservant la forme exacte de notre proleme théorigue : la forme analytique

de G.
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5.3.3 Développement de Taylor pour un ltrage di érentiel

La deuxiéme idée gu'il est possible de mettre en +uvre pour trer un signal consiste a lui
enlever ses uctuations rapides. Une maniéere évidente de picéder est de considérer uniquement
les dérivées de ce signal et d'annuler intelligemment cebequi permettent d'obtenir le Itrage
désiré. En eet, la dérivée premiére de R représente une certaine composante des hautes
fréquences. Plus l'ordre de la dérivée augmente, plus de htas fréquences sont ajoutées.

Il est donc intéressant de décomposer le champ R présent dans le produit de convolution
sur chacune de ses dérivées, qui représentent chacune unesw de Itrage. Pour cela un dévelop-
pement en série de Taylor est utilisé. Cela suppose que le amp R accepte mathématiquement
un tel développement jusqu'a l'ordre n. Cette hypothése est vraie lorsque le développement de
Taylor est appliqué a la solution numérique. Soit le dévelopement en série de Taylor du ltrage

*1 n»Z,q €S & R
= (1) Gy y'dy @
h=o N 1 - = = @n

Il est alors possible de développer une expression permettade calculer analytiquement l'inté-

grale en fonction de la forme deQ, transformée de Fourier deG. Cette analyse est retrouvée
dans Sagaut[[1ZB]. Au nal une expression libre d'intégraton est obtenue pour le ltrage réel,
sous la forme d'une somme in nie telle que

8

3 XX (1" @ R
_n:O n! _\n @n

2, - . %%(K:Q)

La méthode des éléments nis et les fonctions de forme de Lagnge permettent simplement de
linéariser la fonction de ltrage obtenue. Une erreur est abrs commise : la somme in nie est tron-
quée par le fait que les dérivées des polynémes d'interpoian sont nulles a partir d'un certain
rang. D'ailleurs, il n'est pas possible en pratique de réatier une somme in nie numériguement.
La forme du Itre diérentiel éléments nis est donc strictement

N¢dre ( l)n @ R
—nN
n=0 @"

n!

oU Norgre €St l'ordre spatial de la simulation éléments nis. Ainsi, la forme du ltre est dénaturée
par la troncature du développement de Taylor. En e et, en sugposant que l'interpolation de
est polyndmialei.e. de la forme fonctionnelle des fonctions de la base, il vient

N nXd,e n A
(@] — ( n];) o (2| K)n OR

"r}]:O o
Hdre ( 2i ) _nkn OR
n=0 n! .
ie. . -
8= LA ) g pp
S ni K
n=0

Le Itre appliqué est donc un polyndme de degré égal a celui defonctions d'interpolation. Le
ltre de noyau & n'est plus égal & sa forme initiale mais & un polynéme. La méthde de ltrage
di érentiel dégénére naturellement vers un Itrage qui est appeléolynémial. Dans la suite, la
méthode de Itrage di érentiel correspond a un ltrage a base de gradient de la fonction a ltrer
et ou les coe cients _,, ne sont pas constants. Les matrices sont indicées pd@if . Dans le cas
contraire, cette méthode de ltrage est nomméepolyndmial et notée avec l'indiceP ol.
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Ainsi comme les dérivées des fonctions d'interpolation pghdmiales peuvent s'exprimer en
fonction des fonctions d'interpolation polynémiales et dela matrice jacobienne, alors il existe
une matrice a coe cients constants permettant de relier la dérivéen'*™€ et la fonction de forme.
Ainsi la forme du Itrage est

) N¢dre
EPT N = F'D"N
Lt S
ou E" correspond aux coe cients de Itrage a appliquer a la dérivée nieme et D" la matrice
permettant d'exprimer les dérivéesn'*™€ dans la base des fonctions d'interpolation.

Pour maitriser le Itrage dans I'espace réel, il est important de se donner une forme spectrale
de polyndme dont la valeur du degré ne dépasse pas celui de lanslation. En e et, dans le cas
ou la fonction 8 est quelconque ou est un polyndme dont le degré ne respectesdak  Norgre
alors le développement de Taylor est tronqué. Le ltre appliqué est donc dénaturé.

Ce type de ltrage fait appel au calcul des dérivées succesas en fonction de l'ordre du
Itrage choisi. La diculté repose donc sur le calcul des gradients d'ordre de plus en plus
élevé qui peuvent faire apparaitre des matrices jacobienseplus ou moins complexes. Le ltrage
analytiqgue est un polynébme si les coe cients sont constantssur I'élément réel et a la forme
analytique suivante
W (2 )"

n! -

FlG]=
n=0

Attention, sile ltre & est pris quelconque, il y a une erreur commise a cause de la dégrescence
de la forme du Itre G en un polynéme. La pente et les valeurs importantes au ltrage ne peuvent
pas étre contrblées : le lItre dans le domaine spectral doit e égal a 1 aux basses fréquences et
égale a 0 aprés la coupure.

Pour éviter ces erreurs de troncature, le ltre doit étre dimensionné sous forme polynémiale
en fonction de I'ordre du calcul. La forme spectrale exacte i@vante est obtenue

. N¢dre
8= ank"
n=0

Ainsi que I'équation de ltrage suivante

N¢dre a, @ R

- @) @

Par ailleurs la méthode parinterpolation est équivalent au ltrage di érentiel a travers la mé-

thode des éléments nis. En e et, toutes deux reviennent a casidérer I'évolution polynémiale

par morceaux de la solution du probleme. Pour avoir un ordre ddée de I'équivalence se reporter
a l'annexe[D.

5.3.4 Deéveloppement en série de Fourier et ltre de Vasilyev

La méthode précédente se base sur un développement en séreeTaylor pour pouvoir échapper
au calcul du produit de convolution. La problématique se rerte donc au calcul des dérivées. Est-
il possible de trouver une autre décomposition du produit deconvolution qui permettrait d'éviter
le calcul de l'intégrale ? Une troisieme idée pour ltrer un dgnal, reviendrait a décomposer les
uctuations en série de Fourier pour pouvoir bien isoler le ontenu spectral de la fonction, voir
Vasilyev [153]. L'appyoche du probléme est tout d'abord de prtir du domaine spectral. Soit un
ltre 8 de la forme ge 'k _ || est simple de trouver le Itrage réel de la forme suivante

E

X 1
= o " x

:f
2
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Ces ltres sont tres utilisés en di érences nies car les mallages étant structurés, il est trés
simple de trouver les valeurs voisines issues de ce décalage (=2 )i. Cependant méme si
ces ltres sont tres intéressants, I'application directe en éléments nis est plus compliquée.

L'utilisation des n+uds voisins est di cile pour les éléments nis car en ré échissant élément
par élément en non structuré, le nombre de voisin est limité £ceux-ci ne sont pas répartis
selon des directions privilégiées. La premiére contraintéorce l'utilisateur & borner la fréquence
de coupure ; de son ltre de maniére a ce que le voisin ne soit pas hors de K&ment. De
plus, un maillage non structuré implique une conséquence ptique qui introduit une erreur
inévitable : s'il est souhaitable d'avoir une fréquence de @upure stablei.e. des voisins équi-
répartis, les coordonnées qui ne tombent pas sur des n+uds duaillage doivent étre interpolées.

Sous quelles hypothéses ou approximations est-il possibitutiliser ce type de ltre ?

La contrainte de discrétisation des éléments nis est diretement appliquée sur ce ltrage.
Grace a sa projection sur I'ensemble des fonctions de formé,vient

X X
= G Na(X _j)

i a

R
a

ou_; = =2 )i.Orcomme les eéléments sont de Lagrange, ce sont des polyndsrgui possedent
un développement limité ni, il est possible d'en déduire que

e ()" @Na

Na(x _j)=
n=0 n! @n
Ainsi 8
E ~ n)(dre a X @Na R
= a a
n=0 an @n
E X ()
Qn - CI nl

Aprés calcul, une fonction de ltrage de la forme suivante esobtenue

8

3 . (" @ F
w0 N - @

2, = o)

La premiére chose a remarquer est que grace a l'utilisation alla méthode des éléments nis,
les familles de Itrage de Vasilyev et di érentiel ont le méme e et et la méme implémenta-
tion a cause de la dégénérescence analytique gu'entrain@tilisation de fonction d'interpolation
polynémiales. En e et, la fonction de ltrage analytique est identique dans les deux cas aux co-
e cients prés. Coe cients qui comme il est possible de voir, peuvent étre di érents en fonction
de la direction.

5.4 Le Itrage numérique par interpolation  en pratique

Le choix de l'implémentation d'une approche de ltrage pour AETHERSt ici argumenté pour
les calculs VMS.
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5.4.1 Le ltrage implicite

La premiere remarque concerne l'exactitude du Itrage. Comme précisé, il n'est pas possible
de contrbéler exactement la forme du ltrage car la méthode de éléments nis introduit un
ltrage implicite a cause de la projection de la solution surune base de fonction d'interpolation.
Cependant si cette base reste la méme, le noyau implicite residentique. Ainsi il est possible
de déduire relativement l'e et d'un ltrage par rapport a un autre. La forme spectrale réelle

obtenue est o . €. 8

= @expl @impl O
ol Biypi est inconnue et désigne la composée de fonction. Ainsi Bimp © = OR ol R est
bien la solution numérique résolue, il est possible d'étudir plusieurs ltrages relativement les
uns aux autres pour un méme maillage.

5.4.2 La précision du ltrage  polynémial

Les méthodes précédentes peuvent se ramener a un noyau spattdi érentiel i.e. un ltre
polyndmial a coe cient non constant, qui est intrinséque a la méthode des éléments nis et de
ses fonctions d'interpolation polynémiales. Dans le cas dutres bases, il est cependant nécessaire
de véri er cette universalité.

Les hypothéses sur la méthode éléments nis faites en débutedpartie sont ici trés importantes.
Cette universalité n'est valable que dans le cas ou les fonicins de forme sont polyndmiales. Si
les fonctions de forme ne sont pas polynémiales, elles ne péslent pas de développement de
Taylor nul a partir d'un certains rang et donc de développemaet de Taylor exacte. Les méthodes
di érentiel et de Vasilyev ne sont donc plus équivalentes. De plus, il neegait peut étre pas
possible d'exprimer les dérivées des fonctions de forme eoniction d'une base de degré moindre
pour ltrer les variations. La méthode par interpolation ne serait plus équivalente aux deux
autres non plus.

Finalement comme toutes ces méthodes dégénérent vers un raaydi érentiel , il parait donc
nécessaire de construire le noyau comme un polyndme et ainsiaitriser les erreurs analytiques.
Pour cette famille d'éléments nis, un Itrage polyndmial est donc le plus optimal. En e et,
dé nir la matrice de lItrage locale sans plus d'étude peut donner un e et spectral non désiré.
La dé nition d'un Itrage polyndmial permet de maitriser le ltrage. Utiliser un Itre spectral
polyndmial posséde un autre avantage : les coe cients du ltrage réel sont proportionnels aux
coe cients du ltre spectral. En e et

N¢dre N¢dre R
8= " = Rl
n=0 n=0
Ainsi, le Itre polynémial visé peut étre paramétré dans I'espace spectral et étre utilisé pré-
cisément dans l'espace réel. Plus l'ordre du Itre augmente plus les degrés de liberté pour
déterminer le polynéme augmentent. Sur la gure[5.2, il est pssible de voir quelques formes de
Itres polynomiaux qu'il est possible d'obtenir en fonction de la montée en ordre.

Le grand intérét de cette méthode est que le ltre spectral uflisé ne subit aucune perte lors de
la projection sur la base de fonction d'interpolation si le polynéme est dimensionné pour qu'il ne
soit pas tronqué. C'est-a-dire si l'ordre de la dérivée la pls élevée n'est pas supérieur a l'ordre
spatial de la simulation. Ainsi I'erreur restante lors du | trage n'est a imputer qu'au ltrage
implicite. Le polyndme spectral doit aussi étre paramétré an d'obtenir les caractéristiques
suivantes. Premiérement le polynéme doit étre égale a 1 le p$ longtemps aux petits nombres
d'onde pour ne pas dénaturer la quantité d'énergie du systém stockée généralement a ces
fréguences. Deuxiemement, le polyndme doit étre égal a zér la coupure et au dela pour
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Figure 5.2 Forme du ltre spectral dans le cas de di érents ordres de Itrage : ordre 2 ( =
), ordre 4 ( ==s=), ordre 6 ( === ) et ordre 8 ( == ).

tuer les petites échelles. Troisiemement les degrés de litié supplémentaires doivent permettre
d'adapter la pente du ltre.

5.4.3 Un lItrage e cace mais codteux : Itrage par fraction rationnelle

Un des points négatifs de ce ltragepolyndmial se voit sur la gure B.2. En e et le polynébme
plonge et en pratique il tend vers plus ou moins l'in ni au dela de la fréquence de coupure
(k=k; > 1). Ceci rajoute de I'énergie a la coupure car le noyau du ltreest nul seulement pour
k=ki = 1 et posséde une pente de plus en plus raide. En e ét; n'est jamais parfaitement
maitrisé a cause de la déformation introduite par le ltre implicite de la méthode des éléments
nis. Pour résoudre ce probléme, il faut revenir a la dé nition du Itrage dé nie par I'équation
B3D). Siles noyaux@l et 8, associés aux fonctions de Itragef; et f, sont dé nis comme des
polyndmes et de maniére a ce que le degré de polyno& Soit supérieur a celui du ponnome@z,
alors le ltrage tendra irrémédiablement vers 0. Cela permédonc d'éviter la remontée d'énergie
due au ltrage proche de la fréquence de coupure. Cette méthie reste toujours polyndmiale
bien que cette fois-ci une fraction rationnelle soit dimen®nnée. En e et, F, est appliquée aux

champ Itré et F, au champ mais il est important de dimensionner la fraction rationnelle

dé nie par 8,=8;. Elle doit alors toujours Véri er les contraintes ci-dessus. Le second avantage
est l'ajout de degrés de liberté associés a l'introduction din second polynéme. La nouvelle forme
du ltre devient alors beaucoup plus intéressante, voir gure[5.3. Cela justi e la dé nition des
deux fonctionsf; et f, au début du chapitre pour I'équation de Itrage.

Cependant cette méthode est lourde en colt de calcul. En e etl'inversion exacte des matrices
issues du polyndme8; est rarement réalisée. Il manque alors les e ets des n+uds he de
I'élément et fait dégénérer le Itrage par fraction rationnelle en un Itrage polyndémial. Pour
réaliser en pratique un ltrage par fraction rationnelle, il est indispensable d'inverser globalement
la matrice E, de ltrage associée au champ |[tre.

5.4.4 Une meilleure implémentation contre un Itre analyti que : le ltre par
interpolation

Le Itrage diérentiel requiert le calcul des dérivées successives du champ a ltreCe calcul
peut devenir lourd avec la montée en ordre du ltrage. Une appoche simpli ée du Itrage par
interpolation permet quant-a-elle une montée naturelle de l'ordre du ltre avec la montée en
ordre de la simulation. En reprenant I'idée de la gure[5.1, b variable ltrée peut simplement
étre obtenue en interpolant les solutions avec des fonctianlinéaires. Grace a cela le ltrage est
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Figure 5.3 Forme du Itre spectral par fraction rationnelle dans | e cas d'un polynéme d'ordre
2 au dénominateur et d'ordre 0 au numérateur.

d'ordre 1 si la solution O3 est interpolée par des polyndmes d'ordre 1. |l sera d'ordre 3i la
solution est Oy4 etc ... L'équation de lItrage devient donc

Nsgxmet € S
(x5)= Ngz i Ra
a
Il est important de noter que pour la méthode des éléments ns, la performance du Itrage est
directement déterminée au premier ordre par la plus haute dévée. Cela dé nit alors I'ordre du
Itrage. En e et, l'ordre du Itrage décrit le support spect ral pris en compte par le traitement
numeérique.

Le seul probléme de cette approche vient justement de I'e etspectral du ltrage. Le ltrage
est généralement identiqgue a un ltragedi érentiel a coe cients non constants. Ainsi la forme
spectrale est .

Nd¢dre R 2 Nd¢dre ORr
- T aws 9 T anss
n=0 n=0
La forme spectrale de ce ltrage est quasiment impossible a éerminer dans le cas général.
Cependant il est composé d'un Itrage linéaire ne dépendantpas de la solution, puis d'un
Itrage correspondant aux variations spectrale de la soluton

N . ~ N¢dre OR
(@) Pol X @
= 8 "Or+ cn (K) @&
n=1
Cette derniere composante est rangée dans l'erreur numénig induite par la méthode de Itrage
car elle peut étre di cile a estimer.

Comme il est montré par la suite, cette approche du ltrage e$ moins précise comparée a une
autre dé nition de matrice de Itrage ou d'une méthode de résolution plus globale. D'ailleurs
une maniére simple de lI'améliorer est de procéder a une méttde de résolution type moyenne
comme décrit plus haut. De plus, l'ordre du ltrage est limit € aOgj, 1 ne permettant pas de
béné cier de la totalité de I'ordre de la simulation. Toutef ois, cette approche présente des avan-
tages comparée a un ltrage et un modéle de sous-maille clagsie. Premieérement, le ltrage par
interpolation préconisé présente une amélioration drastique en terme de@t de calcul. Deuxié-
mement, la sélection des structures nes de I'écoulement eéamplement satisfaisante comme
il est démontré par la suite. Troisiemement, cette approcheprésente l'avantage de stabiliser le
calcul.

Ainsi face a ces arguments, c'est cette approche qui est im@inentée dans le codAETHER
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5.5 Bilan sur le ltrage

Au nal, le traitement numérique du ltrage en éléments nis revient a dé nir une matrice
locale aux éléments. La dimension de cette matrice augmentgonc avec l'ordre de la simulation
permettant ainsi d'augmenter le support spectral du ltre m ais aussi la quantité d'information
au sein de I'élément permettant d'accéder a des formes de tage plus exotiques.

Les matrices de ltrage sont de dimension nie et peuvent étre déterminées a partir des
méthodes classiques de ltrage. Pour la dé nition de ces matces, le ltre polyndmial semble
étre le plus précis mais le ltrage parinterpolation semble étre le plus e cace en terme de co(t
de calcul.

En e et, l'ingénieur en méthodes numériques doit choisir unéquilibre entre performance et
précision de la résolution de I'équation Itrage. D'un c6té, la résolution globale de I'équation
matricielle du Itrage présente de nombreux avantages. Ele est exacte au sens des éléments nis
et donc globale pour un colt de calcul élevé, elle propose uiggnéralisation de la méthode et plus
de coe cients pour choisir le Itrage. De l'autre c6té, il est possible de choisir une approximation
dont la plus e cace est I'estimation du champs Itré aux poin ts d'intégration.

Ainsi dans la suite de cette thése, le choix a été porté sur laanstruction d'une matrice
de ltrage grace a l'interpolation de la solution par les fonctions de forme d'ordre O, et une
résolution par une estimation du champs Itré aux points d'i ntégration.



Chapitre 6

L'hybridation avec modele de paroi

Sommaire

Les idées introduites par la VMS et le ltrage permettent de mettre en place un modéle de
sous-maille e cace et précis pour la méthode des éléments is. Cependant, la SGE ne permet
pas de résoudre correctement I'écoulement proche paroi. E@et, les contraintes en précision de
maillage sont telles que les tailles de mailles doivent égal celles de la DNS dans ces zones. De
plus, les modéles classiques comme le Smagorinsky ne sons mnstruits mathématiqguement
pour gérer l'anisotropie, voir [116]. Pour cela une méthodel'hybridation faible a été développée.

6.1 Filtrage et formulation VMS

En ayant toutes les méthodes numériques en main pour implénmeer la version hybride de
la VMS, les choix fait & propos de la méthode Itrage et les méhodes d'implémentation de la
VMS sont présentés.

6.1.1 Choix d'une approche de Itrage en variables entropiq ues

La premier probléme a prendre en compte est la base d'interdation pour le Itrage locale. En

e et, les fonctions d'interpolation de Lagrange sont utilisées pour décrire les variables entropiques
qui sont elles-mémes une transformation non linéaire des vables conservatives. Ainsi, si les
variables entropiques ont une évolution polynomiale, les ariables conservatives ne peuvent étre
interpolées par les mémes fonctions. Or le ltrage est apptijué sur les vitesses qui sont des
variables conservatives.

Toutefois, il s'agit ici d'un choix de ltrage. Les fonction s interpolant les variables conserva-
tives pour le ltrage peuvent étre prises quelconques. Il esdonc légitime d'utiliser les mémes
fonctions d'interpolation que le calcul en variables entrgiques, en supposant que le Iltrage soit

101
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Figure 6.1 Macro élément 2D

fait sur une base d'interpolation polynomiale indépendant de celle du calcul. Par ailleurs, s'agis-
santici d'un ltrage sur les vitesses, leurs gradients en faction de ceux des variables entropiques
correspondantes sont simples a exprimer, voir section Z3.

Dans le but de faire un choix éclairé, chacune des approcheg dtrage développées précédem-
ment a été implémentée et testée : ltrage parinterpolation, polynémial et di érentiel . Chacune
des méthodes de résolution a aussi été étudiéevtass Lumping moyenne volumique, résolution
totale ou résolution aux points d'intégration.

L'inversion globale de la matrice masse de lItrage reste la fus précise comme la simulation
des tourbillons de Taylor-Green le montre par la suite. Maiselle reste aussi la plus colteuse au
point d'étre inapplicable encore dans un contexte industrel. La méthode de ltrage par moyenne
sur le macro élément est intéressante et possede un codt raimable. C'est un bon compromis
entre précision, maitrise et rapidité de ltrage.

Il est possible d'implémenter explicitement I'équation du ltre polyndmial. Cependant sur
certains maillages grossiers ou mal congus cette approchegsente des instabilités empéchant la
réalisation du calcul. De plus, les ltrages d'ordre plus éevés peuvent étre colteux a implémenter
a cause des di érentielles d'ordre élevé. Dans une optiquandustrielle, I'approche du ltrage par
interpolation aux points d'intégration est choisie. Cette méthode a la caactéristique d'étre trés
stable méme sur des maillages grossiers. Elle a une impléntation optimale dans les codes
éléments nis : pour tout ordre spatial et de Itrage, seules des fonctions de formes linéaires, les
sommets des éléments et peu de points d'intégration sont néssaires. De plus avec la montée
en ordre, l'ordre du ltrage augmente de maniére naturelle.La contre-partie d'un tel choix est
la forme analytique équivalente du ltrage qui ne peut étre précisément exprimée.

6.1.2 Le choix des longueurs de Itrage

Comme précisé dans la partie sur les modeles de sous-maillés détermination des longueurs

m €t ¢ peut étre délicate. Dans le cas de la VMS, les maillages utﬂéés dans:les zones d'intérét
sont quasiment isotropes permettant ainsi de prendre , = Yl = ° e= 3 y z. Clest
cette modélisation qui est choisie par la suite.

La détermination de ¢ pose des problémes plus fondamentaux. Tout d'abord pour des
méthodes peu précises en ltrage et des maillages non struatés, I'utilisation d'une longueur
de Itrage xe peut introduire une divergence. En e et dans | e cas de la VMS, si ¢ devient
inférieur a 1, le coe cient de la viscosité turbulente est alors mathématiquement indéterminé
ou est uniguement piloté par le bruit numérigue. Cependant dns le cas du ltrage local, la
longueur la plus naturelle a prendre en compte est celle du n@o élément introduit dans le
chapitre sur les éléments nis lors de la reconstruction desiérivées aux n-+uds, visible sur la
voir gure 6711 Le calcul de ce volume est trés simple en élénmés nis et peut étre calculé
une unique fois durant la simulation. De plus, cette dé nition assure que ; > | et donc
I'existence mathématique et la validité du coe cient de la V MS Cyys .

6.1.3 Implicitation de la VMS

L'implicitation du terme VMS est importante a prendre en com pte pour faciliter la convergence
du calcul. Cette implicitation est directement implémentable grace a la formulation de Itrage



6.2. LA SATURATION DE LA METHODE VMS 103

choisie. En e et, le ltrage est linéaire selon les variables du calcul. Il sut de déterminer une
expression matricielle entrelﬁoet VR. L'approche locale du ltrage permet alors de trouver
cette relation matricielle entre le gradient des variablesentropiques résolues et le gradient des
variables entropiques ltrées.

Soit vV %%= F%VR il vient pour i 2 [1;::3]

) N &
@\PZ?L - X X @Na Fe—UO V5§e VRel A
e 1+
@ , . @ — avE 0

En e et seules les variables de I'équation de la quantité de muvement sont ltrées. Cette
éguation est toujours véri ée sur I'élément car la cinquiéne variable entropique ne peut s‘annuler
sous peine d'avoir une température in nie.

Ainsi la matrice implicite a introduire dans l'implicitati on du probléme est la suivante
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6.1.4 VMS et stabilisation

L'interaction du modeéle de sous-maille et de la stabilisatbn est trés importante a prendre en
compte. En e et, la méthode SUPG/GMC compare I'ensemble de & di usion avec la convec-
tion an d'estimer au plus juste la dissipation supplémentaire a introduire, nécessaire au bon
déroulement du calcul. D'ailleurs dans certains cas, les i#kes des approches VMS peuvent étre
utilisés pour stabiliser le calcul, Hughes[[34, 35, 57, 58,35[64]. Comme le présente I'étude sur les
tourbillons de Taylor-Green, la bonne interaction des deuxméthodes est nécessaire et doit étre
prise en compte sous peine de sur-di user les grosses struces de I'écoulement, comportant le
plus d'énergie.

Dans le but de résoudre ce probleme, la matrice di usive intoduite pour le calcul de la
stabilisation est la somme des deux matrices de di usion, repectivement K et gicj)o_ Il est a
noter que pour l'e et du modéle VMS, seule sa matrice di usive est prise en compte dans la
stabilisation. En e et au premier ordre, seuls ces termes rprésentent l'intensité de la di usion.
Le terme lﬁone représente que le support spectral du modeéle.

6.2 La saturation de la méthode VMS

Cette approche de la VMS peut sou rir de certaines instabiltés dépendant du choix d'implé-
mentation du ltrage. Il est possible que certaines valeursdu modéle divergent dans des zones
mal maillées ou lors de trés forts cisaillements. En e et sié champ change trés fortement sur une
méme maille, I'estimation des gradients est de plus en plusncorrecte. Cette erreur augmente
avec l'ordre du gradient. De plus comme le Itrage faisant irtervenir des dérivées est adimen-
sionné par une norme du volume de I'élément, les valeurs rékantes peuvent étres beaucoup
trop intenses.
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La saturation du modéle de la VMS est réalisée en étudiant unenorme de la plus haute
des dérivées du calcul, typiguement la viscosité turbulerg. Cette viscosité turbulente doit étre
comparée a une valeur connue irremédiablement stable : la stosité du modéle de Smagorinsky.
Grace a la méthode hybride développée apres, la viscosité dnodéle DES est un bon candidat.
La fonction de saturation est prise égale a

" #
! t\/MS 054
Ref
t

s = tanh

ol R représente la viscosité de référence. Cette fonction perrnd'avoir une transition rapide
mais continue entre les di érentes valeurs de viscosité. Sia viscosité de la VMS devient trop
grande ( s = 1) la fonction de saturation doit rapidement imposer la viscesité correspondante
au modéle le plus stable. Le coe cient sert a adapter la zone d'activation de la saturation.

Cette fonction de saturation est appliquée a trois grandeus du calcul. Tout d'abord a la
viscosité a n d'éviter une explosion dans l'intensité du transfert d'énergie. Mais aussi aux vitesses
qui dé nissent l'intensité matricielle du modéle utilisée dans la stabilisation. Et en n, il est aussi
important de saturer le support spectral. Ainsi, la fonction g s'applique de la maniére suivante
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Cette saturation est a éviter pour des méthodes de ltrage sables comme l'est le ltrage par
interpolation . Il est recommandé alors de la désactiver ou de mettre le coecient  trés faible.
En e et au cours des itérations temporelles, les variables ltrées interagissent avec le champ
utilisé pour la détermination du systeme turbulent proche paroi DES. La VMS peut prendre
judicieusement des valeurs d'intensités plus importante ge celles de la DES comme il a pu
étre observé durant certains calcul. Dans ces cas, la méthedpeut intempestivement imposer
le modéle de Smagorinsky dans des zones non voulues menardral & une sur-dissipation des
écoulements cisaillés.

L'intérét de la forme du systéme de saturation est dans sa li@arité avec le systéme matriciel
entropique menant alors a une implicitation trés simple. Ure autre approche de la stabilisation
du modéle est introduite par Levasseur[[99].

Au nal, comme le Itre par interpolation et sa résolution aux points d'intégration est une
approche trés stable en pratique, le coe cient est imposé a zéro dans les calculs présentés
dans cette thése.

6.3 La gestion proche paroi : une méthode hybride

6.3.1 SGE et gestion proche paroi

Les approches SGE sont encore aujourd'hui trés di cilse a apliquer pour approcher la so-
lution des écoulements proche paroi dans un contexte indugel. En e et, de telles méthodes
requiert un maillage pratiguement aussi n que la DNS a n de pallier I'anistropie de la turbulence
dans la direction de la paroi. De plus, la couche limite néceste une modélisation di érente de
celle de la turbulence homogéne et isotrope et dont les cartistiques sont résumées dans Bailly
et Comte-Bellot [4]. En e et, a cet endroit la zone inertielle d'équilibre du transfert d'énergie
est repousseée vers les hauts nombres d'onde, voire dispdrai

Dans cette optique, il est plus judicieux d'utiliser en proche paroi les modéles URANS éprou-
vés donnant des résultats satisfaisants sur les grandeurg€edynamiques en paroi. Cependant
plusieurs approches peuvent étre préconisées :
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l'utilisation de lois de parois analytiques n'utilisant a ucun modéle RANS, et connue sous
le nom deWall Modeled Large Eddy Simulation (WMLES) ;

l'utilisation de la forme du ltrage de la SGE an de la prati quer jusqu'a la paroi, et
connue sous le nom d&Vall Adaptative Large Eddy Simulation (WALES);

['utilisation de la dégénérescence des équations URANS ldn de la paroi (DES);

l'utilisation d'une approche hybride couplée faiblement ;

l'utilisation d'une approche hybride couplée fortement.

Chacune de ces approches présente ses avantages et incoméis.

WMLES et WALES

Le but de la WMLES est de décrire trés précisément la physiquele la zone proche paroi, voir
[32,[81,[80/ 11| 120, 121, 155]. Typiquement, ce modeéle pedtre introduit par le moyen d'une
condition limite. De maniére générale il est di cile d'étre générique avec une loi de paroi pour
un codt acceptable, ce qui est un frein dans leur utilisationindustrielle. De plus, l'utilisation de
conditions limites peut s'avérer fastidieuse avec la méthde des éléments nis et particulierement
en variables entropiques.

La deuxieme méthode WALES [60/ 116, 123, 131] est I'utilisabn directe du Itrage an de
résoudre cette problématique. Ce sont des méthodes visant gratiquer et modi er les modéles
SGE jusqu'a la paroi. En e et, il serait possible d'introduire de I'anisotropie dans le Itrage
an d'adapter le modéle SGE aux di érentes directions de I'écoulement et ainsi adapter la
modélisation des échelles de sous-mailles a I'écoulememe plus, la méthode de ltrage n'est
pas encore assez précise et la gestion algorithmique de llaotropie peut augmenter le codt de
calcul et les erreurs numérigues a imputer au ltrage. Par alleurs dans certaines zones de la
couche limite la production de structures turbulentes est iée majoritairement a des phénomenes
de cascade inverse d'énergie, rendant alors certains modélVMS classiques inadaptés a ce type
de physique.

Cependant, les méthodes WMLES et WALES nécessitent des mddlges trés ns ou la réso-
lution de problémes analytiques complexes ou algorithmigament di ciles.

Méthode DES

Une approche trés intéressante consiste a réutiliser les égtions RANS depuis longtemps
éprouvées. Dans cette optique, un terme instationnaire esajouté donnant lieu a une équation
URANS. Ces équations possédent des termes de longueur quinsonodi és a n d'obtenir une
distance a la paroi. Ainsi loin de cette paroi, les termes de duction et de dissipation tendent a
s'équilibrer. L'e et résultant est généralement celui d'un modéle de Smagorinsky. Cette approche
permet alors avec le méme nombre d'équation d'obtenir un moéle robuste proche paroi et un
modele de sous-maille loin de la paroi. Pour plus d'informabn se reporter a [117; 129, 148, 149].
Cette approche est généralisable a plusieurs modéele URAN®Is les modéles de Spalart-Allmaras,
K-KL, K- etc ...

Cependant, cette approche sou re d'un probléme lié au mailhge. Dans certains cas, la zone
intermédiaire ni totalement en URANS ni totalement en SGE peut venir perturber la couche
limite. Cette zone est appelée lagrey area et est discutée dans Spalartet al [140]. C'est dans
ce but que laDetached Delayed Eddy SimulationDDES) [139, [150] est proposée. L'idée est de
reformuler la variable de la distance a la paroi en appliquahune fonction de protection de la
couche limite. Spalart propose p08ur une telle fonction

2 fqg =1 tanh (8rg)®

L (6.1)
z ra = pi 2042
upj Ui 4d

qui transitionne progressivement de 0 présentant la zone pement URANS, a 1 représentant la
zone purement SGE.
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Bien que ces modeles s'averent pertinents, certains probiges persistent. Tout d'abord, les
modeéles URANS sont connus pour étres sur dissipatifs. Cet oonvénient devient problématique
pour des simulations acoustiques notamment dans les zones disaillement. En e et I'écoulement
sortant de cette zone URANS est beaucoup trop visqueux et cadrent, introduisant un retard
dans l'établissement d'un écoulement totalement turbulen du fait de I'absence de uctuations
amonts. Di érentes approches visent aujourd'hui a résoude ce probléme.

Tout d'abord, il est possible de continuer de modi er I'échdle de longueur du maillage n an
de l'adapter encore mieux a I'écoulement. Il est d'ailleurspossible de lui donner une formulation
ne dépendant que des grandeurs de I'écoulement, permettamtiors de découpler le modéle des
caractéristiques du maillage [[136]. Comme précisé précéuenent la premiére modélisation de

m est celle de Y°'. Cependant, cette formulation n'est pas conservative pourles maillages
anisotropes. Pour cela, la dé nition 112 = max( x; y; ) estpréférée. Cette dé nition peut
étre sur-dissipative dans certains cas menant a la destruiin trop rapide des tourbillons de
Kelvin-Helmholtz selon Lesieur [93]. De plus dans une formiation éléments nis anisotrope,
la détermination des échelles de longueur dans chacun desédlents est dicile a obtenir et
surtout soumise a interprétation. Pour pallier & ces problénes et se rapprocher d'une dé nition
universelle, des modélisations basées sur des grandeurd'deoulement sont introduites comme le
propose Chauvet[[17]. La dé nition la plus en vogue est cellde ) se basant alors sur la direction
de la vorticité. De nombreuses autres dé nitions voient régiliérement le jour comme S-A de
Spalart [136] permettant d'accélérer le développement desouches de cisaillement ou encore 9%
de Arvidson [2] permettant d'améliorer la transition RANS/ SGE dans les écoulements intérieurs.

Une autre approche plus complexe consiste a adopter une appehe zonale a n d'imposer plus
strictement la zone SGE [27]. Cette derniére approche poseneore de nombreux probléemes sur
di érents points. Tout d'abord sur le choix des zones a dé nir qui nécessitea priori d'avoir une
connaissance de I'écoulement. Deuxiemement, il est nécag® d'introduire une reconstruction
des uctuations manquantes a l'interface de la zone URANS ves la zone SGE. La génération
de turbulence ou stimulated DDES est particulierement indispensable pour la transition de
I'écoulement de la zone URANS vers la zone SGE pour éviter leetard dans I'établissement
de structures turbulentes. Cependant, les méthodes de gération de turbulence sont di ciles
a introduire numériguement. Elles sont encore aujourd'huitrés diciles a implémenter dans
un contexte aéroacoustique car le traitement numérique géere des sources numeérigques plus
puissantes que les sources acoustiques physiques.

Depuis, I'ensemble de ces méthodes est regroupé dans la démoation de ZDES expliquée
par Deck [Z27]. Di érents modes sont introduits a n de modi e r la fonction de transition basée
sur une estimation de la taille de maille ., en fonction de I'écoulement. Approximativement le
mode 1 correspond a une DES classique, le mode 2 a une DDES etrefe mode 3 introduit
des zones strictes entre URANS et SGE qui sont interfacées ae des méthodes de génération
de turbulence. C'est la DDES (ZDES mode 2) qui est particuli#ement utilisée aujourd'hui chez
Dassault Aviation.

Du point de vue de la méthode hybride VMS, il est possible quéihtroduction des uctuations
manquantes dans la couche limite méne alors a des couches dsadlement plus instationnaires.
Cela peut se traduire par I'établissement plus rapide des istabilités de Kelvin-Helmholtz. I
est toutefois important de véri er la consistance avec la déermination des grandeurs aérody-
namiques proche paroi. Combinées avec un modéle de sous-Heplus intelligent, les zones de
cisaillement devraient étre restituées plus délement memant & une décorrélation et une tridi-
mensionalisation de I'écoulement plus rapide.

Par ailleurs, un des points mis jusqu'alors en suspens estéfuivalence mathématique du
modele de sous-maille dégénérant des équations de la DES efngral. Tacitement I'équivalent
de ce modéle est celui du Smagorinsky. Pour une démonstratio voir Sagaut et al [129] dans
le cas du modéle de Spalart-Allmaras. Pour ce modéle, I'égtian de la turbulence converge
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en réalité vers un pseudo Smagorinsky. En e et loin de la parp la viscosité turbulente est
proportionnelle a
2 2 1.qD
t mk_k6 1 kS”k

ou le terme de droite est I'expression du modéle de Smagorikg en écoulement compressible.
L'égalité avec un modéle de Smagorinsky classique est réstie uniquement dans des écoule-
ments incompressibles et ou la turbulence est isotrope, woi26, [128]. Cependant, en pratique
la di érence reste minime. Par ailleurs comme précisé dansal partie sur la VMS, les modéles
DES conservent les travers sur-di usifs du modéele de Smagaorsky dans le volume. Ainsi comme
I'écoulement sortant de la zone URANS est peu instationnaie, I'écoulement a tendance a conser-
ver sa stationnarité longtemps dans le volume. Ceci conduitux problemes observés dans les
couches de cisaillement. Le modéle de sous-maille ne devriipas étre amélioré au lieu de
continuer a complexi er le modéle proche paroi ?

Il serait possible par ailleurs de modi er le terme a l'origine de la forme mathématique du
modele de sous-maillg.e. le terme de production d'énergie a n d'y introduire les uct uations
des vitesses Itrées. Ainsi les modéles DES convergeraieners un modéle VMS dans le volume.
Cependant la convergence des équations DES ne serait plusrgatie et I'équilibre entre terme
de production et de destruction pourrait étre déstabilisé.Une étude plus approfondie pourrait
étre menée dans cette optique.

Approche hybride couplée faiblement

L'approche hybride couplée faiblement consiste a calculeséparément les di érents modéles :
ceux performants dans la couche limite et ceux dans le volumdEnsuite, ces deux modéles sont
superposés a n de remplir leur réle. Pour un exemple, il est pssible de se référer a 74, 161, 152].
L'idée consiste a introduire les uctuations du champs SGE dns le champ calculé par la méthode
DDES. En e et, les uctuations manquantes aux simulations URANS sont sensées étre bien
modélisées par les modéles de sous-mailles.

L'intérét de cette approche réside dans la simplicité de coplage avec tout les types de
modéele de paroi. De plus, le meilleur de chaque modéle est lisié dans les zones ou ceux-ci sont
performants. Ainsi, il est possible de corriger les probleras du modéle SGE de la DES en le
remplacant par un modele VMS. La question subsistante est die de la superposition. De quelle
fagon introduire les uctuations manquantes de la SGE dans & zone URANS sans détruire la
couche limite ?

Une des réponses est fournie dans le paragraphe précédenh & et, la fonction f4 du modéle
DDES de Spalart semble une tres bonne candidate pour réaliseette transition et introduire
les uctuations désirées.

Approche hybride couplée fortement

L'approche hybride couplée fortement consiste cette foisi a calculer en un systeme d'équation,
les deux modéles ensemble. La premiéere partie du systéme &iste a calculer la partie grandes
échelles et proche paroi du champ de vitesse. La deuxiéme pa du systeme vise a calculer
la partie petites échelles a partir d'un terme bas nombres ddnde. Ainsi le champ nal devient
alors la somme des solutions du systéme. Pour plus d'inforntians voir [159]. Cette approche
prometteuse reste cependant colteuse a réaliser dans un ¢exte industriel.

6.3.2 Choix d'une méthode de gestion proche paroi

D'un point de vue industriel, I'approche hybride couplée fablement semble trés prometteuse
sur di érents points. Premiérement, elle propose un co(t derésolution raisonnable vis-a-vis des
méthodes analytiques et des méthodes hybrides couplées tement. Deuxiemement, elle permet
une gestion des modéles trés simple car l'interface est urdvselle. Il est possible de changer
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simplement le modéle proche paroi ou le modéle de sous-ma#l. Finalement comparer aux
modeéles DES existants dans les codes industriels, la modiation des modeéles de sous-mailles
des zones SGE semble prometteuse pour un moindre e ort.

Ainsi d'une maniere analogue a la fonction de saturation, laVMS et le modéle DES lui
étant associé sont interfacés par la fonctiorf 4. Il est possible d'introduire les uctuations de la
VMS dans la zone URANS a n de la rendre plus instationnaire etsurtout proposer un modeéle
SGE plus intelligent que le simple modéle de Smagorinsky. @& approche pourrait résoudre les
problémes de stationnarité proche paroi pour les simulatias acoustiques et dans les débuts des
couches de cisaillement qui sont aujourd'hui trop visqueuss. La fonction de transition | choisie
est 8

% 0 S|fd< d
f
= d Sifa2[ o +]
3 f d
' 1 Sifd> f

ol 4 et ; sontrespectivement des coe cients permettant d'imposer wne simulation URANS
et une simulation VMS.

Comme pour la fonction de saturation, la transition doit étre appliquée a chacun des champs
importants de la VMS. Ainsi, la superposition de la fonction de saturation et de transition est
naturelle menant au systéme suivant
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Chapitre 7

Les tourbillons de Taylor Green
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Le calcul des tourbillons de Taylor Green constitue un écoment académique alternatif a
la classique simulation d'une boite de turbulence homogenet isotrope (THI). Cet écoulement
permet d'étudier le phénoméne de cascade de Kolmogorov et dansfert d'énergie. Cette étude
cherche a quanti er le fonctionnement du ltrage et I'e et d u modéle de sous-maille. Contraire-
ment a la THI, les tourbillons de Taylor Green permettent de contrler trés précisément I'énergie
de la simulation. Ainsi en plus de pouvoir comparer qualitaivement les spectres, il est possible
de les comparer quantitativement grace a une solution DNS.lIn'existe toutefois pas de solution
analytigue. Il est important de savoir que ce probléme donndieu a une turbulence homogéne
mais non isotrope. Ceci rend le calcul des spectres plus diite et des grandeurs globales telles
que la dissipation sont ici utilisées. Cette étude est trés tile pour valider le modeéle hybride
VMS en mode SGE.

7.1 Présentation de I'étude

7.1.1 Initialisation

Le calcul des tourbillons de Taylor-Green est un cas introdit par Brachet et al [12] et repris
par Fauconnier [38]. Ce dernier sert de référence pour compar nos résultats. Les tourbillons
de Taylor-Green sont un écoulement homogéne, anisotrope,épiodique et 3D gouverné par les
éguations de Navier-Stokes incompressibles. L'écoulemiedevient progressivement turbulent et
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Figure 7.1 Solution initiale des tourbillons de Taylor Green : critére , colorié par la vorticité
selonz (Rouge : vorticité positive, Bleu : vorticité négative). - est la seconde plus grande valeur
propre du problemeS? + _2.

présente un pic de dissipation. La solution initiale générke de I'écoulement est la suivante
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ou est le facteur de forme, dimensionnant la forme et la taille & la structure du tourbillon &
l'instant initial. Les grandeurs indexées par l'indice 0 sont les grandeurs de référence, utilisées
pour lI'adimensionnement. Dans cette thése, seul le cas ou= 0 est étudié. Ainsi, les équations
précédente se réduisent a

8 A < A < A <

u; (x;t) = ugsin X cos y cos z
s 0 . I—O( . I—O( . LO(
U (x;t) = ugcos X sin y cos z
2 (X; = — . —
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. . < . «e J < <
oug 2X 2y 2z
Xt = + —— Cc0S — +Cc0S — cos — +2
P;Y) Po 16 Lo Lo Lo

Sur la gure il est possible de voir I'allure de la soluton a l'instant t = 0. Elle posséde une
condition initiale trés forte : une vitesse selonz nuIIe. Sur cette gure, le critére , correspond
a la seconde valeur propre du problemé32 2 et est colorié par la vorticité selon z. Pour
plus d'information sur le critére , voir Jeong et Hussain [76]. A n de pouvoir se cgmparer aux
résultats incompressibles, il est important de choisir un wmbre de Mach M= up= arpy= g
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inférieur & 0; 3. Les grandeurs de référence sont prises égales a

2 up =100 m/s
po =10° Pa
z 3

o =1;2kg/m
Dans le cas deAETHERa condition d'incompressibilité est véri ée pour les valeurs initiales prises
ci-dessus. Une méthode de validation de cette hypothése csiste a remplacerS par i dans les
expressions des grandeurs globales ci-dessous, et de vérisi elles sont identiqgues au cours du
temps.

Cet écoulement a pour caractéristique de dégénérer prograsement vers une turbulence
homogéne pour un nombre de ReynoldsReLref = UgLref 0= supérieur a 500, oul s est la
longueur Lo d'un motif élémentaire. Des résultats ont été publiés par Faiconnier dans le cas
d'un Reynolds de 1500([38]. Ainsi ce nombre de Reynolds estsé et dimensionne le nombre de
n+uds nécessaire a la réalisation de la DNS. Dans le cas de cesl compressibles, la viscosité
moléculaire peut étre modi ée a n de réunir toutes les condtions nécessaires a la réalisation de
la simulation. Pour le cas dAETHER = 8 et est prise constante.

7.1.2 Maillage

Cet écoulement posséde de nombreuses symétries : sur tous teibesL ¢ L o L o I'écou-
lement est identique et n'in ue pas sur son voisin. C'est pou cela qu'il est possible d'utiliser des
conditions limites périodiques. Ainsi, la grandeurL ¢ est dé nie par la longueur de l'aréte du cube
de simulation Lo. Le domaine de calcul est pris dans notre cas égale(&;y;z) 2 [0;200 ]*
i.e. Lo =100, dé nissant ainsi 8 cubes.

Par ailleurs, le nombre de points minimal de cette DNS estN = 2563 et la discrétisation
temporelle est t=5 10 3 secondes selon Fauconnier. Ces caractéristiques sont ké&u choix
du Reynolds et rendent I'étude de la DNS abordable méme dansrucontexte industriel.

Dans la suite, les calculs sont réalisés sur 2 maillages dirénts. Ces deux maillages ont la
méme taille, c'est-a-dire une boite cubique d'aréte2 Lo et possédant des conditions limites
périodiques. Le premier maillage est celui utilisé pour comarer les résultats DNS a ceux de
Fauconnier permettant ainsi de valider notre méthode numéigue. C'est un maillage structuré
tel que N = 256°. Le second maillage est aussi structuré tel qué&l = 643. Il est utilisé an de
réaliser les calculs SGE sur un maillage plus grossier et anvéri er le comportement du modéle
de sous-maille.

Chacun de ces maillages posséde plusieurs connectivitésédéentes permettant un passage
a des ordres plus élevés en espace tout en gardant le méme nomhle degré de liberté. Les
maillages d'ordre élevé sont concus chez Dassault Aviatioen rajoutant les n+uds nécessaires
dans les éléments de maniére équidistante. Ainsi la constation du maillage d'ordre élevé est
associé a un maillage squelette et un maillage isB> qui correspond au maillage d'ordre élevé vu
comme un maillage d'ordre simple. Typiqguement pour constrire un maillage O3 il faut suivre les
étapes de la gure[Z.2. Ainsi le maillage d'ordre élevé possie autant de n+uds que le maillage
iso-P, mais 4 fois moins d'éléments en 2D et 8 fois moins en 3D. De plusur la maille du
centre, des fonctions quadratiques sont utilisées contraement aux deux autres, faisant appels
des fonctions linéaires.

7.1.3 Grandeurs a analyser

La dissipation physigue et I'énergie cinétiqgue E. du domaine sont utilisées pour comparer
les calculs. Toutes les grandeurs sont adimensionnées paslgrandeurs de référence. Plus préci-
sémentt sera adimensionné par le temps de convectioty = Lo=Up, E. sera adimensionnée par
uj et sera adimensionnée pauj=tc.
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Elément squelette Elément O Elément isoP»

Figure 7.2 Construction du maillage d'ordre élevé par le maillage squelette et isoP,. Les
points rouges sont les n+uds d'ordre élevé.

L'énergie cinétique

La dé nition de I'énergie cinétique est prise sous sa formeigvante

ou comme la simulation est incompressible, il est possibleedsimplier par (. L'étude de
I'énergie cinétique montre une erreur d'ordre zéro en termale gradient de champs de vitesse.
Cependant, il est plus discriminant d'étudier la dissipation qui est directement corrélée au com-
portement du modéle de sous-maille.

La dissipation totale

La dissipation est la dérivée temporelle de I'énergie cinégque. En e et, la dissipation traduit
directement la perte d'énergie dans notre probléme. AinsiJa dissipation totale se calcule grace

a
r_ @
=
Cette indicateur n'est pas le plus pertinent car il est sendile a l'intégration temporelle. La
dissipation totale peut étre décomposée en plusieurs souws, ici en trois qui sont expliquées
ci-dessous.

La dissipation résolue

Tout d'abord, grace a l'incompressibilité et a I'équation de conservation de I'énergie cinétique
(T9) sur les échelles résolues, la dissipation résolu€ se calcul grace a I'expression

Notons quei peut étre remplacée parS grace a I'hypothese d'incompressibilité et que est la
viscosité cinématique moléculaire.

La dissipation des échelles résolues® est une grandeur traduisant la capacité du code a
calculer correctement les échelles résolues sur un mailleglonné. Cette grandeur est a comparer
avec celle de la DNS. Cependant la solution DNS comporte to@s les échelles de I'écoulement
méme celles qui ne sont pas calculables avec un maillage déré& La comparaison directe de

R des modeéles SGE avec’ de la DNS est donc biaisée. Pour comparer les résultats de migme
objective, la solution DNS doit étre Itrée sur le maillage de la SGEi.e. qu'il est nécessaire



7.1. PRESENTATION DE L'ETUDE 115

d'enlever a la DNS les échelles non supportées par le maillegsGE. Cette derniére grandeur est
l'optimum a viser pour la dissipation résolue des modéles SE.

L'interprétation des résultats sur une grandeur globale pet étre dicile. En e et, si R
est en dessous de la courbe optimale alors la modélisationtesur-dissipative et a l'inverse elle
est sous-dissipative si elle est au dessus de la courbe optita. Cependant les causes peuvent
étre diverses. En eet, si R qui représente l'intégrale du spectre, est en dessous de lawbe
optimale, cela signi e soit qu'il y a moins de petites structures présentes dans notre spectre
résolu, soit qu'il y a moins d'énergie dans les larges struares, ou soit les deux a la fois. Les
premiéres sont tuées par un ux di usif excessif appliqué a es échelles di a un coe cient { trop
intense. Les autres sont tuées par l'application spectralelu ux car par exemple I'argument de
i est basé sur les échelles résolues dans le cas de modéles Si@gsiques. Ce sont les critiques
qui ont été adressées aux modéles de Smagorinsky et indirechent aux modéles DES.

Dissipation modélisée

La seconde contribution a la dissipation totale est la disgation issue du modéle de sous-maille
00 Cette dissipation de la modélisation se calcule donc exaement de la méme maniére queR
mais avec un changement sur le support dés:D et sur la valeur de qui n'est plus la viscosité
cinématique moléculaire
z
2
00— u% i

¢ uoo:i OOd
0 =

u

Cette derniére traduit directement I'e et de la modélisati on sur le probleme. Dans un cas idéal,
l'e et de est le complémentaire strict de R pour obtenir T. Comme dans une grande partie
des modeles, la forme fonctionnelle est calculée avec le s&aur des déformations.

Dissipation résiduelle

La derniere contribution a la dissipation de I'énergie est die a toutes les erreurs numérigues
existantes dans notre calcul. Elle est notéeN . Cette dissipation est issue par exemple du terme
de stabilisation ou encore des erreurs de calcul des dérigeCe terme est di cilement calcu-
lable directement car il contient de nombreuses contributons non maitrisées. Cependant, il est
estimable par la formule de bilan suivante

T_ R, 00, N
Dans la suite, le critere discriminant est de comparer R face a la dissipation optimale obtenue
en ltrant la solution DNS sur le maillage SGE. Cette derniére est la meilleure solution qu'il est
possible d'obtenir avec le maillage SGE.

7.1.4 Explication du phénomene physique

A linstant initial, si la formule (7[I)est intégrée sur le volume, I'énergie cinétique est égale
a E;=0;125 ce qui est retrouvé sur la gure[7.3(a). Au début de la simulaion, les structures
sont cohérentes et non turbulentes ce qui se traduit par un m@teau de I'énergie cinétique et de la
dissipation résolue. Ces structures tourbillonnaires iniales peuvent étre vues sur la gure[Z.1.
La valeur initiale de la dissipation résolue peut étre ausscalculée et dépend du Reynolds utilisé

0= 3:(4R9Lref) =5 10 4, voir gure T.3(b). Cette grandeur permet de véri er la vale ur du
Reynolds de la simulation.
Tout d'abord a t =2 sur la gure IL4[a), les structures se décorélent et transfeent I'énergie
vers de plus petites structures. Toutefois la condition intiale selon z reste toujours présente.
L'analyse de I'écoulement permet de mettre en évidence 3 &waes temporelles majeures mon-
trées par Brachetet al [12] et reprises par Fauconnier[38]. Aux alentours dé = 7, I'écoulement
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Figure 7.3 Résultats de Fauconnier [38] : (a) Evolution temporelle de I'énergie cinétique. (b)
Evolution de la dissipation totale ( == ), de la dissipation totale DNS lItrée sur le maillage
SGE (=== et de la dissipation résolue du Smagorinsky dynamique spé&@l ( == ).

10 15

commence a montrer des tourbillons fortement déformés avean comportement turbulent, iden-
tié par la présence de nombreuses tailles de structures. Qa traduit I'activation du modele
de sous-maille. At = 8, les structures cohérentes commencent a se casser et décleent ainsi
la cascade de Kolmogorov. Ceci se traduit par une augmentain de R et donc la diminution
de I'énergie cinétique. La cascadée. I'éclatement des structures vers des structures plus nes,
continue jusqu'a un pic maximal de R at=9. Surla gure [.4[b), toutes les petites structures
créées sont visibles. Malgré I'état avancé de la turbulengd'écoulement peine néanmoins a e acer
la condition initiale de symétrie.

Au nal, 'ensemble des macro structures nissent par dispaaitre car elles ont transféré
leur énergie aux petites structures qui sont alors dissipéea I'échelle moléculaire. La dissipation
totale tend donc a diminuer car de moins en moins de structure y contribuent. La gure T.4{c)
montre les structures de la solution numérique DNS & = 15. La trace de la condition initiale
commence a disparaitre.

Cette analyse permet d'expliquer I'évolution des courbesur la gure T.3(b). Les courbes des
modeéles SGEi.e. R, sont comparées a la dissipation totale de la DNS ltrée sur ¢ maillage
SGE. En e et, l'intensité de cette dissipation est plus faible que la dissipation totale car elle ne
prend pas en compte les plus petites structures de I'écouleent, que seul le maillage DNS peut
décrire. La courbe de la DNS Itrée est récupérée des résulta de Fauconnier [38].

Cette grandeur est la cible optimale pour R car elle représente le champ résolu optimal
qu'il est possible de calculer avec le maillage SGE : il prenén compte les bonnes interactions
de sous-mailles comme si le modeéle était parfait. Par exem@] une simulation SGE avec un
modele de Smagorinsky dynamique calculé spectralement esbnsidérée par Fauconnier[[38],
voir gure 7.3(b). R n'est pas sur la courbe idéale. En e et, I'erreur doit &tre mgoritairement
due a une modélisation de sous-maille imparfaite car les sémas spectraux assurent une erreur
numérique trés faiblei.e. N ' 0. Cela signi e que la valeur de la dissipation du modéle “est
trop importante. Il revient ici I'idée que le modéle de Smageinsky bien que réalisé de maniéere
dynamique reste cependant trop dissipatif. Le modéle dynangue a pour objectif de changer la
valeur de l'intensité du ux en fonction de I'écoulement. Cependant, ce ux est toujours appliqué
a l'ensemble du spectre résolu a cause de sa colinéarité avectenseur des déformations. La
di érence entre le modéle de Smagorinsky spectral et la cole DNS Itrée est donc a imputer a
ce probleme de support spectral. Il est peut étre plus judi@ux de changer la forme fonctionnelle
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Figure 7.4 Structures de I'écoulement par DNS a (a)t = 2 secondes, (b) & = 9 secondes et
(c) at =15 secondes. Les structures de I'écoulement sont tracées aveccritere , xé a 0;4 et
colorié par la vorticité selon z. Echelles identiques a la gure[Z-1.
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de la modélisation comme peut le faire la VMS, plutdt que de cotinuer sur une modélisation
visant a adapter la norme du ux.

Dans la suite, les résultats basés sur le modéle sélectif owesl modéles DES ne sont pas
montrés. En e et d'une part, le modéle sélectif est basé surd comparaison avec un écoulement
moyen. Or ici il n'y a pas d'écoulement moyen, menant a un modé sélectif qui ne s'active
jamais. Ainsi un modéle de Smagorinsky sélectif est un simplSmagorinsky classique dans cette
simulation. C'est la premiére limitation de ce senseur phygue. D'autre part, dans le cas de
AETHERSs modéles DES sont inconditionnellement nuls a cause derlexistence de la paroi pour
ce cas. Ces modéles sont donc équivalents a une approche dedyMonotone Integrated Large
Eddy Simulation (MILES).

7.2 Présentation des résultats numériques

La premiére partie de cette section consiste a présenter uratcul DNS réalisé grace 2AETHER
pour s'assurer de la capacité du code a obtenir des résultatomparables a la DNS de référence.
Cette étude permet aussi d'étudier I'approche MILES introduite par Grinstein et Fureby [43] 44,
55] donnant de trés bons résultats sur ce type d'écoulement.a dissipation résolue R est étudiée
car la dissipation totale T n'est pas assez discriminante. Ce n'est que la dérivée tempalle de
I'énergie cinétique. De plus dans l'optique de cette théseil est plus intéressant de tracer la
dissipation résolue qui est directement liée au modeéle de gs-maille et démontre la capacité du
code a correctement simuler I'écoulement pour un maillage @hné.

Les modéles SGE et la montée en ordre spatial sont aussi conmgas. Les trois versions de
la VMS étudiées ici sont premiérement celle utilisant la meieure résolution de I'équation de
ltrage i.e. l'inversion globale de I'équation de lItrage polynémial d'ordre 2. La seconde VMS
utilise un ltrage intermédiaire qui est le Itrage par interpolation étendu au macro élément par
une moyenne pondérée volumiquement aux n+uds. En n la dernére VMS est la plus optimale
en terme de codts calcul et est celle préconisée et utiliséepr les cas industriels : le Itrage par
interpolation avec les fonction d'interpolation O, aux points d'intégration. Cette étape permet
de comparer les modéles VMS aux modéles classiques mais aukscomparer cette approche a
un ltrage optimal.

7.2.1 Reésultats DNS

Tout d'abord, il estimportant de comparer les résultats DNS obtenus avecAETHERar rapport
a des cas de référence. La DNS présentée ici est calculée alepas de temps de référence de

t =5 10 3 secondes. Elle est calculée sur le maillagd = 2562 et pour diérents ordres
spatiaux : O, et O3. L'évolution temporelle de I'énergie cinétique et celle dda dissipation résolue

R sont présentées sur la gurd Zb. La premiére chose visibleseque I'énergie du calcul est trés
bien restituée par AETHERe qui est une étape importante de validation du code. Toutddis,
I'étude de I'énergie cinétigue ou de la dissipation totale test pas pertinente car la premiére
présente peut de di érence pour discriminer les calculs etd seconde est égale a la dissipation
résolue dans le cas de la DNS. En e et,%%= 0 strictement car il n'y a pas de modéle. Il est possible
de constater sur la dissipation résolue que le passage a ldve élevé permet une simulation plus
précise. Pour un méme maillage, la simulation DNS a l'ordre &vé O3 est comparable a celle
de la DNS de référence contrairement a la simulatiorO, qui en est loin. Ainsi N ' 0 pour la
simulation Ogz car le probléme est su samment bien maillé pour que les errets numérigues se
ressentent peu sur le champs résolu.

La simulation DNS de référence et la DNSDO3 sont en accord tant en niveau qu'en dynamique.
Une petite di érence subsiste au niveau du pic maximal a =9 ou la DNS AETHER3 n'est pas
aussi haute, ce qui impacte forcément la partie de la courbe droite de ce point.

La simulation AETHER3 peut étre considérée comme comparable a la référence et cormm
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