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Introdu
tion
Les problèmes a
oustiques sont devenus des enjeux majeurs dans le monde industriela
tuel. Non seulement les niveaux sonores rayonnés 
onstituent un élément non négligeablede la 
ompétitivité d'un produit, mais ils font aussi de plus en plus l'objet de normes etde réglementations visant à restreindre les gênes qu'ils induisent. C'est en parti
ulier le
as dans le domaine des transports. Le bruit des jets en sortie des réa
teurs est parexemple l'une des prin
ipales sour
es de nuisan
es sonores au dé
ollage d'un avion. Laprédi
tion du bruit généré par 
es jets 
onstitue don
 une préo

upation importante pourles 
onstru
teurs aéronautiques. À 
es aspe
ts purement environnementaux s'ajoutentdes problèmes de résistan
e des stru
tures mé
aniques et de fatigue des matériaux, quiné
essitent parfois des appro
hes a
oustiques. Ainsi, dans le domaine aérospatial, le bruitémis au dé
ollage par le jet d'une fusée est tellement intense qu'il devient une 
ontraintestru
turelle majeure pour la 
harge utile. Une meilleure 
ompréhension des phénomènesde génération a
oustique dans les jets est alors sus
eptible de guider le développement dete
hniques de rédu
tion du bruit émis par le lan
eur.Pour faire fa
e à 
es problèmes, de nombreux travaux se sont intéressés au bruitrayonné par les é
oulements. Il s'agit de mieux 
omprendre 
omment un é
oulement pro-duit des ondes a
oustiques et de dé
rire la propagation de 
es ondes. Tous 
es phénomènessont pris en 
ompte par les équations de Navier-Stokes. La première grande avan
ée dansl'identi�
ation des sour
es de bruit en aéroa
oustique est due à Lighthill [90℄. En 
ombi-nant les équations de Navier-Stokes, il a obtenu une expression dont le terme de gau
heest l'opérateur de propagation dans un milieu homogène au repos et où le terme de droiteest assimilé aux sour
es de bruit. Ce formalisme a l'avantage de se dé
liner aisément enune formulation intégrale, à l'aide de la fon
tion de Green en espa
e libre. Cela a per-mis notamment d'établir les premières lois dimensionnelles sur le bruit des jets. Bien quel'analogie de Lighthill soit mathématiquement exa
te, l'assimilation du membre de droiteà des termes sour
es n'est qu'une approximation. En e�et, il 
ontient aussi des e�etsd'intera
tion entre les ondes a
oustiques et les 
hamps moyens. De nombreuses autresformulations ont été 
onstruites pour pallier à 
ette faiblesse et pour élargir le domaine



6/170d'appli
ation de l'analogie de Lighthill [69, 71, 111, 113, 52℄. Lilley [91℄ est notammentparvenu à 
onstruire un opérateur tenant 
ompte des e�ets de propagation dans un é
ou-lement moyen strati�é. En dépit de 
es améliorations, l'interprétation des termes sour
esreste déli
ate et l'analogie de Lighthill ne semble pas permettre d'identi�er fa
ilement lesphénomènes de génération de bruit, 
omme le pré
ise Tam [131, 132℄.Les appro
hes expérimentales ont permis de poursuivre 
es e�orts et de mieux 
om-prendre le 
omportement a
oustique des é
oulements. Crow & Champagne [39℄ ont mis enéviden
e la présen
e de grandes stru
tures 
ohérentes dans les jets, auxquelles se super-posent des petites stru
tures turbulentes. Ces stru
tures 
ohérentes jouent un r�le impor-tant dans l'émission de bruit en régime supersonique [133℄, mais leur impa
t sur le rayon-nement a
oustique en régime subsonique reste mal 
erné. Dahan et al. [40, 41℄ montrentpar exemple qu'elles peuvent 
ontribuer notablement au rayonnement a
oustique d'un jet
hau�é, et les travaux de Bridges & Hussain [27℄ sur des jets ex
ités indiquent que desappariements de grandes stru
tures dans la 
ou
he de 
isaillement peuvent générer unbruit non négligeable. La présen
e de 
ette sour
e de bruit dans les jets naturels reste
ependant à démontrer, en parti
ulier à des nombres de Reynolds et de Ma
h élevés.Ré
emment, Tam et al. [135℄ et Tam & Pastou
henko [136℄ ont observé que le bruitde mélange des jets supersoniques est 
onstitué de deux 
ontributions indépendantes. Lapremière est rayonnée vers l'aval par les grandes stru
tures et est plut�t basse fréquen
e.La se
onde est générée par les �nes stru
tures turbulentes. Elle est omnidire
tionnelleet a un spe
tre large-bande. Ces résultats ont ensuite été généralisés aux jets subso-niques [130, 148℄. Les mesures de Fisher et al. [53℄ et de Tanna [141℄ ont aussi montréque la température avait un impa
t notable sur le bruit de jet. Lorsque le nombre deMa
h est inférieur à 0.7, le bruit rayonné augmente ave
 la température. Cette hausses'observe surtout aux basses fréquen
es, tandis que les hautes fréquen
es tendent à s'atté-nuer. En revan
he, lorsque le nombre de Ma
h est supérieur à 0.7, les niveaux a
oustiquesdiminuent ave
 l'élévation de la température. Cela est dû à une baisse importante desniveaux des hautes fréquen
es, qui n'est plus 
ompensée par l'ampli�
ation des bassesfréquen
es. Ces modi�
ations de 
omportement a
oustique ont été attribuées à l'appari-tion de sour
es entropiques de nature dipolaire [53℄. Viswanathan [147℄ remet toutefois en
ause l'existen
e de telles sour
es, en expliquant l'in�uen
e de la température sur le bruitde jet uniquement par un e�et du nombre de Reynolds.Depuis quelques années, l'augmentation de la puissan
e des 
al
ulateurs a permis ledéveloppement des appro
hes numériques en aéroa
oustique. Celles-
i viennent 
ompléterles mesures, en donnant par exemple a

ès à des grandeurs di�
iles à obtenir expéri-mentalement. Il existe depuis plus de vingt ans des 
odes 
apables de 
al
uler l'évolution



7/170aérodynamique de nombreux é
oulements. Toutefois, il est déli
at d'obtenir le 
hampa
oustique rayonné ave
 
es solveurs, bien que 
elui-
i soit in
lus dans les équations deNavier-Stokes. En e�et, les �u
tuations de nature a
oustique ont une amplitude bien plusfaible que 
elle des �u
tuations aérodynamiques. Par exemple, dans le 
as d'un jet à Ma
h
M = 0.9, les �u
tuations de pression a
oustique sont de l'ordre de 100 fois plus petitesque 
elles de la pression aérodynamique. Les �u
tuations de vitesse d'origine a
oustiquesont même environ 3× 103 plus faibles que 
elles d'origine aérodynamique. Une erreur de1 % sur les variables de l'é
oulement implique don
 des erreurs supérieures à 100 % surle 
hamp a
oustique. Le 
al
ul simultané de l'é
oulement et des ondes a
oustiques rayon-nées né
essite don
 une pré
ision extrêmement élevée, 
e qui est hors de portée des 
odesde 
al
ul usuellement utilisés en mé
anique des �uides. Pour 
ontourner 
ette di�
ulté,des appro
hes numériques hybrides ont été développées. L'idée est de 
al
uler l'é
oule-ment auquel on s'intéresse dans une première étape. Une fois les 
hamps aérodynamiquesdéterminés, on s'appuie sur une analogie a
oustique pour extraire les termes sour
es 
or-respondants. Dans une se
onde étape, on en déduit le 
hamp a
oustique rayonné, soit parun 
al
ul d'intégrales, soit par la résolution d'une équation de propagation. Les appro
heshybrides ont 
ependant des limites ; les méthodes basées sur une formulation intégrale né-
essitent le 
hoix d'un volume sour
e, 
e qui peut poser des di�
ultés lorsque l'é
oulementn'est pas borné. De plus, les appro
hes hybrides ne permettent pas toujours de prendreen 
ompte des éventuelles rétroa
tions entre le 
hamp aérodynamique et le 
hamp a
ous-tique, 
e qui est par exemple problématique pour le 
al
ul du bruit d'une 
avité pla
éedans un é
oulement [65℄.Ces limites ont motivé le développement de te
hniques numériques spé
i�quement dé-diées à l'aéroa
oustique, ayant pour obje
tif la résolution des équations de Navier-Stokes
ompressibles ave
 une pré
ision su�sante pour déterminer simultanément les 
hampsaérodynamiques et a
oustiques. Cela implique en parti
ulier le re
ours à des s
hémas nu-mériques peu dispersifs et peu dissipatifs [19, 128, 138℄, et la mise au point de 
onditionsaux limites ané
hoïques [134℄. Colonius et al. [33℄ ont ainsi e�e
tué la simulation numé-rique dire
te (Dire
t Numeri
al Simulation � DNS) du bruit rayonné par une 
ou
he demélange. Freund [56℄ et Freund et al. [57℄ ont également 
al
ulé par DNS le bruit rayonnépar di�érents jets. La simulation numérique dire
te, qui implique de mailler toutes lesstru
tures présentes dans l'é
oulement, reste 
ependant limitée aux faibles nombres deReynolds, pour lesquels la gamme des é
helles turbulentes est restreinte. Pour étudier des
on�gurations plus pro
hes des appli
ations industrielles, une autre appro
he a alors étéadoptée. Il s'agit de la simulation numérique des grandes é
helles (Large Eddy Simulation� LES), qui 
onsiste à ne mailler que les grosses stru
tures de l'é
oulement et à modéliser



8/170les e�ets des �nes é
helles de la turbulen
e. Bogey & Bailly [17, 18℄, Bogey et al. [24℄et Constantines
u & Lele [35℄ ont ainsi par exemple 
al
ulé le 
hamp a
oustique de jetslibres subsoniques.Obje
tifs de la thèseLes travaux présentés dans 
e manus
rit ont pour obje
tif la prédi
tion du bruitrayonné par des jets ronds subsoniques à haut nombre de Ma
h et à nombre de Reynoldsélevé. De telles 
on�gurations sont typiques des jets ren
ontrés à la sortie des réa
teursdes avions.Pour 
ela, il sera né
essaire de développer un 
ode 2-D et 3-D permettant le 
al
uldire
t du bruit par la résolution des équations de Navier-Stokes 
ompressibles. Celui-
idevra s'appuyer sur les avan
ées ré
entes de l'aéroa
oustique numérique, notamment auniveau des s
hémas de dis
rétisation [10, 19℄. L'un des prin
ipaux freins aux 
al
uls dire
tsdu bruit des é
oulements est le 
oût numérique élevé des simulations, essentiellement liéau grand nombre de points né
éssaires à une bonne dis
rétisation de l'é
oulement etdu 
hamp a
oustique. Pour optimiser la taille du maillage, le solveur aura re
ours aux
oordonnées 
ylindriques. Ce système de 
oordonnées permet en e�et de mieux dis
rétiserles gradients de vitesse dans les jets 
ir
ulaires, tout en réduisant le nombre de points dumaillage. Il faudra toutefois résoudre le problème du traitement de l'axe, les équations deNavier-Stokes étant singulières à 
et endroit. Le 
ode devra aussi prendre en 
ompte laprésen
e de la tuyère dans le domaine de 
al
ul, dont l'in�uen
e sur le 
hamp a
oustiqueen régime subsonique n'a pas en
ore été 
lairement démontrée. La né
essité d'introduiredes perturbations dans l'é
oulement est également une sour
e de di�
ultés pour le 
al
uldire
t du bruit de jet [21℄. L'un des enjeux de 
es travaux est alors la mise au point d'uneméthode de génération de la turbulen
e permettant d'obtenir des 
onditions de sortiede buse réalistes à haut nombre de Reynolds. Les appro
hes numériques retenues pourrésoudre 
es di�
ultés devront être validées sur des 
as simples.Plusieurs 
al
uls de jets seront ensuite e�e
tués. Les simulations devront être 
om-parées à des mesures, pour valider le solveur en tant qu'outil de prédi
tion. L'appro
henumérique menée au 
ours de 
ette thèse devra alors être 
omplétée par une appro
heexpérimentale, a�n de 
onstruire une base de données venant 
ombler 
ertaines la
unesdans les mesures de la littérature 
on
ernant notamment les 
hamps a
oustiques pro
hes.On souhaite également utiliser 
es simulations pour mettre en éviden
e l'importan
e des
onditions initiales dans la simulation numérique du bruit des jets. Il s'agit notammentde montrer l'impa
t de l'état laminaire ou turbulent de la 
ou
he de 
isaillement en sortie
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hamp a
oustique rayonné.Organisation du mémoireLe présent manus
rit s'arti
ule suivant les étapes suivantes. Le premier 
hapitre pré-sente le développement du solveur 2-D. Les 
hoix des di�érents s
hémas numériques etdes 
onditions aux limites de rayonnement sont tout d'abord pré
isés. Le passage en 
o-ordonnées 
ylindriques est détaillé, ave
 la 
omparaison de deux te
hniques de traitementde l'axe. La version 2-D du 
ode est ensuite validée à l'aide de plusieurs 
al
uls.Dans le se
ond 
hapitre, le solveur 2-D est utilisé pour étudier le 
omportement aéro-dynamique et a
oustique de tourbillons elliptiques. Plusieurs 
on�gurations de tourbillonsd'ex
entri
ités di�érentes sont 
al
ulées. L'obje
tif est de démontrer la performan
e dusolveur dans une 
on�guration mettant en jeu des phénomènes physiques variés. Il s'agitaussi de dégager de nouveaux éléments sur l'évolution de 
es tourbillons.Le troisième 
hapitre est 
onsa
ré au passage en 3-D du solveur et à la présentationde développements spé
i�quement dédiés au 
al
ul du bruit de jet. Il détaille le 
hoix dumodèle de sous-maille employé pour les 
al
uls LES, puis expose la méthode de générationde la turbulen
e qui a été mise au point. L'in
lusion de la paroi de la buse dans le domainede 
al
ul et les 
onditions initiales sont également présentées.Le quatrième 
hapitre présente une 
ampagne de mesures e�e
tuée dans la grandesou�erie ané
hoïque de l'E
ole Centrale de Lyon. Des mesures aérodynamiques et a
ous-tiques ont été re
ueillies sur des jets subsoniques et supersoniques. Un intérêt parti
uliera été a

ordé aux 
hamps pro
hes a
oustiques de 
es jets. L'obje
tif de 
ette 
ampagnede mesures est de 
ompléter les données de la littérature et de permettre la validation des
al
uls.En�n, des simulations de jets subsoniques à nombre de Ma
h 0.9 et au nombre deReynolds 5 × 105 sont exposées dans le 
inquième 
hapitre. Deux jets sont 
al
ulés. Lepremier est turbulent en sortie de buse, et le se
ond a une 
ou
he de 
isaillement ini-tialement laminaire. Les résultats aérodynamiques et a
oustiques sont 
omparés à desdonnées expérimentales. L'in�uen
e du taux de turbulen
e en sortie de buse sur le 
hampa
oustique rayonné est ensuite étudiée.





Chapitre 1
Développement d'un solveur deséquations de Navier-Stokes 2-D

Ce premier 
hapitre présente le développement d'un solveur des équations de Navier-Stokes 
ompressibles 2-D, qui sera étendu au 3-D dans le 
hapitre 3. Deux versions ontété réalisées. La première utilise les 
oordonnées 
artésiennes et s'appuie sur le solveurimplémenté par Bogey au 
ours de sa thèse [14℄. De nouveaux s
hémas numériques et laprise en 
ompte des gradients thermiques y ont 
ependant été introduits. Sa validationest détaillée dans l'annexe A. La se
onde version utilise les 
oordonnées polaires. Elle ané
essité une appro
he numérique parti
ulière pour traiter la singularité des équationssur l'axe.
1.1 Équations de Navier�Stokes 
ompressibles en 
oor-données 
artésiennesLe 
al
ul dire
t du bruit d'un é
oulement né
essite la résolution des équations deNavier�Stokes sous forme 
ompressible. Celles-
i peuvent s'é
rire, en 2-D et en 
oordon-nées 
artésiennes, sous la forme 
onservative suivante :

∂U

∂t
+
∂Ee
∂x1

+
∂F e
∂x2

− ∂Ev
∂x1

− ∂F v
∂x2

= 0 (1.1)



12/170où (x1, x2) 
orrespondent aux 
oordonnées 
artésiennes. Dans la suite on utilisera indis-tin
tement (x1, x2) ou (x, y). Le ve
teur in
onnu U a pour expression :
U =




ρ

ρu1

ρu2

ρet

où les variables ρ, u1, u2 et et représentent respe
tivement la masse volumique, les deux
omposantes de la vitesse et l'énergie spé
i�que interne totale. En assimilant le �uide àun gaz parfait, on a la relation :

ρet =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

1 + u2
2

)où p est la pression et γ le rapport des 
haleurs spé
i�ques. Les �ux sont dé
omposés enparties eulériennes Ee et F e, et en parties visqueuses Ev et F v :
Ee =




ρu1

ρu2
1 + p

ρu1u2

(ρet + p)u1 + q1




F e =




ρu2

ρu1u2

ρu2
2 + p

(ρet + p)u2 + q2




Ev =




0

T11

T12

uiT1i




F v =




0

T21

T22

uiT2i


Le tenseur des 
ontraintes visqueuses Tij est dé�ni par Tij = 2µSij, où µ est la vis
ositémolé
ulaire dynamique et Sij est le déviateur du tenseur des déformations :

Sij =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

− 2

3
δij
∂uk

∂xk

)Les termes qi 
orrespondent aux �ux de 
haleur. Ils s'expriment à l'aide de la loi deFourier [36℄ :
qi = −λth ∂T

∂xioù λth, qui varie ave
 T , est la 
ondu
tivité thermique du �uide. Dans les problèmes traitéspar la suite le nombre de Prandtl σ reste voisin de 0.72, 
e qui permet d'é
rire :
λth(T ) =

cpµ(T )

σ
≈ cpµ(T )

0.72



13/170ave
 cp la 
haleur massique spé
i�que à pression 
onstante. La loi de Sutherland [36℄donne �nalement :
λth(T ) =

cpµ∞

0.72

(
T

T∞

) 3
2 1.4

0.4 + T
T∞

ave
 T∞ = 288 K et µ∞ =
ν∞P∞

rT∞où r = 287.06 J.Kg−1.K−1 est la 
onstante pour l'air des gaz parfaits. Dans le 
adre de 
etravail ν∞ = ν(T∞) = 1.5 × 10−5 m2s−1 et P∞ = 105 Pa.1.2 Dis
rétisation spatialeL'estimation des dérivées spatiales des �ux dans les équations de Navier�Stokes re-quiert une très grande pré
ision pour 
al
uler 
orre
tement les �u
tuations de pressiona
oustique, très faibles devant les �u
tuations de pression aérodynamique. Une pré
isionsu�sante ne peut être obtenue qu'en 
hoisissant soigneusement les s
hémas numériquesutilisés. L'appro
he retenue, basée sur les di�éren
es �nies, a été développée par Tam etal. [128, 138℄. L'idée est d'optimiser les 
oe�
ients du s
héma pour minimiser les erreursde dispersion et de dissipation, au prix d'un rédu
tion de l'ordre formel. Les s
hémas ob-tenus, dits Dispersion-Relation-Preserving, sont parti
ulièrement adaptés au 
al
ul dire
tdu 
hamp a
oustique.Considérons une grandeur u, fon
tion de la variable x. La dérivée ∂u/∂x en x0 peutêtre estimée par un s
héma aux di�éren
es �nies de 
oe�
ients aj sur 2N + 1 points :
∂u

∂x
(x0) =

1

∆x

N∑

j=−N

aju(x0 + j∆x) (1.2)où ∆x est le pas du maillage. Les aj véri�ent a−j = −aj pour avoir un s
héma non dissi-patif. Le nombre d'onde e�e
tif k∗ du s
héma peut-être 
al
ulé en prenant la transforméede Fourier spatiale de (1.2) :
k∗∆x = 2

N∑

j=1

aj sin(jk∆x)où k est le nombre d'onde exa
t.Classiquement, les 
oe�
ients aj sont 
hoisis de façon à annuler les premiers termesdu développement de Taylor, pour obtenir un ordre maximal. Les s
hémas optimisés sont
onstruits de façon à minimiser l'erreur de dispersion |k∗∆x − k∆x|. Le solveur 2-D en
oordonnées 
artésiennes développé par Bogey [14℄ utilise ainsi un s
héma optimisé sur7 points (N=3) d'ordre 4, que nous appellerons FDo7p. Ce s
héma a été obtenu par
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j FDo7p FDo11p0 0 01 0.770882380518 0.8727569939626672 -0.166705904415 -0.2865111739733333 0.020843142770 9.0320001280000024 � -2.0779405824000005 � 2.484594688000000Tab. 1.1: Coe�
ients aj des s
hémas de dérivation spatiale 
entrés optimisés. Le s
héma FDo7pa été obtenu par Tam et al. [128, 138℄ et le s
héma FDo11p a été développé par Bogey& Bailly [19℄. Les 
oe�
ients véri�ent a−j = −aj .(a) (b)
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Fig. 1.1: Comparaison des s
hémas 
entrés optimisés FDo7p (Tam [128, 138℄) et FDo11p (Bogey& Bailly [19℄) : FDo7p ; FDo11p. (a) Nombre d'onde e�e
tif k∗∆x ;(b) erreur de dispersion |k∆x − k∗∆x|/π, en fon
tion de k∆x.Tam [128, 138℄. Ses 
oe�
ients sont reportés dans le tableau 1.1. Un s
héma standardsur 7 points est d'ordre 6 mais, à nombre de points identique, le s
héma optimisé estmoins dispersif pour les ondes dis
rétisées entre 5 et 10 points par longueur d'onde. Ilest toutefois souhaitable de réduire en
ore la dispersion du s
héma. Le s
héma FDo7p aalors été rempla
é par un s
héma optimisé sur 11 points d'ordre 4 (FDo11p) développépar Bogey & Bailly [19℄. Ses 
oe�
ients sont reportés dans le tableau 1.1. Les nombresd'onde e�e
tifs de 
es deux s
hémas sont 
omparés sur la �gure 1.1(a) et l'erreur dedispersion est représentée sur la �gure 1.1(b). Les deux s
hémas sont très pré
is pour lesbasses fréquen
es, ave
 un nombre d'onde e�e
tif très pro
he du nombre d'onde théorique.Cependant, l'erreur de dispersion augmente ave
 k∆x et n'est plus négligeable pour les
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j FDs5p FDd13 FDd04-2 1/12 � �-1 -2/3 - 3/12 �0 0 -10/12 -25/121 2/3 18/12 48/122 -1/12 -6/12 -36/123 � 1/12 6/124 � � - 3/12Tab. 1.2: Coe�
ients aj des s
hémas standard d'ordre 4.hautes fréquen
es. Le s
héma FDo11p s'avère alors moins dispersif que le s
héma FDo7pet apporte ainsi un gain de pré
ision notable aux hautes fréquen
es. Il assure même unebonne résolution jusqu'à 4 points par longueur d'onde.Le s
héma FDo11p est appliqué à l'intérieur du domaine de 
al
ul, mais il ne peutêtre utilisé que s'il y a au moins 5 points de maillage de part et d'autre du point de 
al
ulde la dérivée. Lorsqu'on est à 4 ou 3 points du bord du domaine de 
al
ul, on utilisealors le s
héma FDo7p pour 
al
uler la dérivée. De même, lorsqu'on est à 2 points de lafrontière on utilise un s
héma standard d'ordre 4 sur 5 points (FDs5p, N = 2). Notonsqu'il est important d'employer autant que possible des s
hémas 
entrés, pour minimiserla dissipation numérique. Pour les points situés sur la frontière ou juste à 
�té, on 
hoisitd'utiliser des s
hémas dé
entrés standard d'ordre 4 sur 5 points (respe
tivement FDd04et FDd13). Les dérivées utilisant le s
héma FDdN1N2 s'expriment alors par :

∂u

∂x
(x0) =

1

∆x

N2∑

j=−N1

aju(x0 + j∆x)Pour FDd13 on a N1 = 1 et N2 = 3 et pour FDd04 on a N1 = 0 et N2 = 4. Les 
oe�
ientsdes s
hémas standard sur 5 points sont reportés dans le tableau 1.2.1.3 Filtrage séle
tifEn l'absen
e de traitement spé
i�que, des os
illations parasites maille à maille nonphysiques sont générées et peuvent être ampli�ées. Elles sont prin
ipalement dues auxerreurs numériques, à un étirement du maillage, aux zones mal dis
rétisées et à toutes lesdis
ontinuités de traitement du domaine de 
al
ul (
hangement de s
hémas de dérivation,
onditions aux limites). Elles sont aussi 
réées par les e�ets non-linéaires, qui produisent



16/170des hautes fréquen
es pour toutes les é
helles plus grandes que 
elle de Kolmogorov. Cesont des ondes hautes fréquen
es os
illant sur deux points par longueur d'onde. Il estné
essaire de les éliminer pour la stabilité du 
al
ul. Une méthode possible, proposée parTam et al. [137, 139℄, est le �ltrage de la solution physique ave
 une vis
osité numériqueséle
tive ne dissipant que les os
illations hautes fréquen
es. Le �ltrage peut être de laforme :
uf (x) = u(x) − σdDu(x) (1.3)ave
 Du(x) =

N∑

j=−N

dj (u(x+ j∆x) − u(x+ j∆x)) (1.4)où u est la grandeur à �ltrer, u sa valeur moyenne, uf la grandeur �ltrée, dj les 
oe�
ientsdu �ltrage et σd le niveau de �ltrage. La fon
tion d'amortissement du �ltre est 
al
uléeen prenant la transformée de Fourier spatiale de l'expression (1.4) :
Dk(k∆x) = d0 + 2

N∑

j=1

dj cos(jk∆x)Lorsque Dk(k∆x) < 1 le �ltrage atténue les os
illations. Si Dk(k∆x) > 1 les ondes sontampli�ées.Les 
oe�
ients dj du �ltre véri�ent dj = d−j pour que le �ltrage ne soit pas dispersif.Ils sont 
hoisis de façon à dissiper les ondes hautes fréquen
es mal 
al
ulées par les s
hémasnumériques, sans a�e
ter les ondes bien résolues. Le nombre d'onde de 
oupure à 
hoisirpour le �ltre est don
 lié à la pré
ision des s
hémas de dis
rétisation spatiale utilisés. En2-D et 3-D, le �ltrage doit être appliqué su

essivement dans 
haque dire
tion.Bogey & Bailly [19℄ ont repris la démar
he de Tam et al. pour 
al
uler les 
oe�
ientsdes �ltrages séle
tifs asso
iés aux s
hémas 
entrés optimisés présentés au paragraphe 1.2.Ces 
oe�
ients sont reportés dans le tableau 1.3. Le solveur développé par Bogey [14℄utilisant le s
héma FDo7p de Tam [128, 138℄, l'amortissement séle
tif était assuré par le�ltre SF7p. Le solveur implémenté au 
ours de 
e travail emploie le s
héma FDo11p deBogey & Bailly [19℄ ; il né
essite don
 le re
ours au �ltre SF11p. La �gure 1.2 
ompare lesfon
tions d'amortissement des deux �ltres optimisés sur 7 et 11 points. Les deux �ltresont uniquement un e�et d'atténuation 
ar Dk(k∆x) < 1 pour tous les k∆x. Ils présententun très faible amortissement aux basses fréquen
es et un niveau d'atténuation élevé auxhautes fréquen
es, mais la 
oupure du �ltre SF11p est beau
oup plus rapide que 
elle deSF7p. Cela assure un �ltrage plus séle
tif pour le solveur, ave
 un amortissement notableuniquement au delà de 4 points par longueur d'onde.
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j SF11p (N = 5) SF7p (N = 3) SF5p (N = 2)0 0.2150448841109084 0.283163623424000 0.3751 -0.1877728835894673 -0.224471811584000 -0.252 0.1237559487873421 0.108418188288000 0.06253 -5.922757557574387×10−2 -2.552818841600000×10−2 �4 1.872160915720372×10−2 � �5 -2.999540834788787×10−3 � �Tab. 1.3: Coe�
ients dj des �ltres séle
tifs 
entrés optimisés (SF11p et SF7p) et standardd'ordre 4 (SF5p). Ils véri�ent d−j = dj .
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Fig. 1.2: Comparaison des fon
tions d'amortissement des �ltres séle
tifs optimisés SF7p (utilisédans [14℄) et SF11p : SF7p ; SF11p.



18/1701.4 Dis
rétisation temporelleLes équations de Navier�Stokes (1.1) peuvent s'é
rire sous la forme :
∂U

∂t
= Ke + Kvoù Ke 
orrespond aux �ux eulériens et Kv aux �ux visqueux. L'intégration des �uxeulériens requiert une très grande pré
ision 
ar ils 
ontiennent l'essentiel des e�ets degénération et de propagation du bruit. La dis
rétisation temporelle des �ux eulériens estalors e�e
tuée ave
 un algorithme de Runge-Kutta expli
ite, dont les 
oe�
ients sont
hoisis pour minimiser les erreurs de dispersion et de dissipation [19, 72℄. Pour réduirele temps de 
al
ul, les �ux visqueux ne sont intégrés qu'au 
ours de la dernière étape del'algorithme de Runge-Kutta. Ainsi, le passage de l'itération n à l'itération n+ 1 s'é
rit :

U (0) = Un

U (1) = Un + α1∆tK
n
e

U (2) = Un + α2∆tK
(1)
e... ...

U (j) = Un + αj∆tK
(j−1)
e... ...

U (p) = Un + αp∆tK
(p−1)
e

Un+1 = U (p) + ∆tKn
voù les αj sont les 
oe�
ients du s
héma, p est le nombre d'étapes, U (j) et K(j)

e sont lesvaleurs de U et Ke au 
ours de l'étape j, et Un, Kn
e et Kn

v sont les valeurs de U , Ke et
Kv à l'itération n du 
al
ul.Nous avons 
hoisi d'utiliser un s
héma optimisé d'ordre 2 à 6 étapes (RKo6), développépar Bogey & Bailly [19℄. Les 
oe�
ients de 
es deux s
hémas sont reportés dans le tableau1.4.1.5 Conditions aux limitesLe traitement des frontières du domaine de 
al
ul né
essite un soin parti
ulier. Pourque le 
hamp a
oustique soit exploitable, les bords du domaine de 
al
ul ne doivent pasgénérer de rayonnement parasite sus
eptible d'interférer ave
 le bruit 
al
ulé. Cela estrendu déli
at par la tron
ature de l'information � on ne 
onnaît la valeur des variablesqu'à l'intérieur du domaine � et par la né
essité de dé
entrer les s
hémas de dis
rétisationspatiale au voisinage des bords, 
e qui peut 
onduire à des instabilités numériques. Dans
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j RKs4 (p = 4) RKo6 (p = 6)1 1/4 0.117979901628822 1/3 0.184646966494483 1/2 0.246623604309594 1 0.331839542735625 � 1/26 � 1Tab. 1.4: Coe�
ients αj des s
hémas de Runge-Kutta standard (RKs4) et optimisé (RKo6).les 
on�gurations que nous serons amenés à étudier, deux types de 
onditions aux limitessont né
essaires : une 
ondition aux limites de rayonnement, qui doit assurer l'absen
e deré�exion des ondes a
oustiques sortantes, et une 
ondition aux limites de sortie de �uide,qui doit aussi permettre l'éva
uation d'un é
oulement.1.5.1 Conditions aux limites de rayonnementPour que le 
hamp a
oustique 
al
ulé soit exploitable, les limites du domaine de 
al
ulne doivent pas ré�é
hir les ondes a
oustiques sortantes. Deux appro
hes sont prin
ipale-ment employées.La première s'appuie sur les 
ara
téristiques et a été exposée en détails par Thompson[142, 143℄. Elle a été adaptée aux équations d'Euler et de Navier-Stokes par Poinsot &Lele [112℄. L'idée est de diagonaliser les équations 1-D pour faire apparaître les invariantsa
oustiques, tourbillonnaire et entropique, ave
 leurs vitesses de propagation respe
tives.On peut alors distinguer les invariants entrants des invariants sortants. Pour une 
ondi-tion ané
hoïque on �xe à zéro les invariants entrants. Cette appro
he présente égalementl'avantage de pouvoir imposer fa
ilement des 
onditions d'entrée de �uide tout en assu-rant l'éva
uation des ondes sortantes. Cependant, elle reste limitée à des 
on�gurationsmonodimensionnelles et s'avère bien moins performante en 2-D ou 3-D, lorsque les ondesarrivent sous in
iden
e oblique. Des améliorations ont été proposées par Giles [64℄ maisson appro
he se heurte à des problèmes de stabilité [32℄.La se
onde méthode, popularisée par Tam & Web [138℄, 
onsiste à utiliser une ex-pression en 
hamp lointain des équations d'Euler. Elle a l'avantage de s'appliquer aussibien en 2-D qu'en 3-D, et s'avère de 
e fait plus performante que l'appro
he basée sur les
ara
téristiques. C'est 
ette se
onde méthode qui a été retenue. En 2-D, loin des sour
esde bruit et en présen
e d'un é
oulement moyen uniforme, la forme en 
hamp lointain des



20/170équations d'Euler peut s'é
rire en 
oordonnées polaires :
1

Vg ∂∂t  ρ

u1

u2

p




+

(
∂

∂r
+

1

2r

)



ρ− ρ

u1 − u1

u2 − u2

p− p




= 0où Vg est la vitesse de groupe des ondes a
oustiques et ρ, u1, u2 et p sont les valeursmoyennes de ρ, u1, u2 et p. L'origine des 
oordonnées polaires doit être pla
ée au voisinagedes sour
es de bruit. Elle est 
lassiquement prise au 
entre du domaine. La vitesse degroupe s'exprime par :
Vg = u.er +

√
c2 − (u.eθ)2 ave
 c =

√
γp

ρoù er et eθ sont les ve
teurs unitaires selon les dire
tions radiales et azimutales respe
ti-vement. En 3-D, la forme en 
hamp lointain s'exprime en 
oordonnées sphériques :
1

Vg ∂∂t  ρ

u1

u2

u3

p




+

(
∂

∂r
+

1

r

)




ρ− ρ

u1 − u1

u2 − u2

u3 − u3

p− p




= 0 ave
 Vg = u.er+
√
c2 − (u.eθ)2 − (u.eφ)2

où er, eθ et eφ sont les ve
teurs unitaires en 
oordonnées sphériques.À l'intérieur du domaine de 
al
ul on résoud les équations de Navier-Stokes et auxbords on utilise les équations du 
hamp lointain a
oustique, appliquées sur trois points.1.5.2 Conditions aux limites de sortie de �uideLa sortie d'un é
oulement est un problème déli
at. En e�et, lors de la sortie d'uneperturbation, une partie de son énergie est inévitablement renvoyée dans le domaine de
al
ul. Lorsque la perturbation est de nature a
oustique, une ré�exion de 1 % de sonénergie reste su�samment faible pour ne pas a�e
ter le 
hamp a
oustique. En revan
he,lorsque la perturbation est de nature aérodynamique la situation est plus 
ritique. Une�u
tuation de pression d'origine aérodynamique est 
lassiquement de 4 ordres de gran-deur plus élevée qu'une �u
tuation de pression a
oustique. Une ré�exion de 0.01 % dela pression aérodynamique induit ainsi une erreur de 100 % sur le 
hamp a
oustique. Lazone de sortie d'un é
oulement doit don
 être traitée ave
 pré
aution pour que le 
hampa
oustique 
al
ulé ne soit pas dominé par un rayonnement parasite issu de la tron
aturede l'é
oulement en sortie.



21/170Tam & Dong [134℄ ont généralisé l'appro
he de Tam & Webb au 
as où des �u
tua-tions de nature a
oustique, tourbillonnaire et entropique 
onve
tées par un 
hamp moyenquel
onque atteignent la frontière du domaine de 
al
ul. En 2-D, les 
onditions de sortied'é
oulement s'é
rivent ainsi :
∂ρ

∂t
+ u.∇(ρ− ρ) =

1

c2

(
∂p

∂t
+ u.∇(p− p)

)

∂u1

∂t
+ u.∇(u1 − u1) = −1

ρ

∂(p− p)

∂x1

∂u2

∂t
+ u.∇(u2 − u2) = −1

ρ

∂(p− p)

∂x2

1

Vg ∂p∂t +
∂(p− p)

∂r
+
p− p

2r
= 0En 3-D, 
es 
onditions deviennent :

∂ρ

∂t
+ u.∇(ρ− ρ) =

1

c2

(
∂p

∂t
+ u.∇(p− p)

)

∂u1

∂t
+ u.∇(u1 − u1) = −1

ρ

∂(p− p)

∂x1

∂u2

∂t
+ u.∇(u2 − u2) = −1

ρ

∂(p− p)

∂x2

∂u3

∂t
+ u.∇(u3 − u3) = −1

ρ

∂(p− p)

∂x3

1

Vg ∂p∂t +
∂(p− p)

∂r
+
p− p

r
= 0Des essais ont 
ependant montré que 
es 
onditions aux limites sont insu�santes etqu'un rayonnement parasite trop important est émis à la sortie d'un tourbillon. Il estalors né
essaire d'ajouter une zone éponge avant la 
ondition aux limites de sortie de�uide. L'obje
tif est de dissiper une partie des �u
tuations aérodynamiques avant qu'ellesn'atteignent le bord du domaine. La démar
he retenue a été développée par Bogey &Bailly [16℄, à partir des travaux de Colonius et al. [32℄. Le maillage est tout d'abordprogressivement étiré dans le sens de l'é
oulement, 
omme l'illustre la �gure 1.3. Au furet à mesure de leur 
onve
tion, les perturbations aérodynamiques sont ainsi de moins enmoins bien résolues, et �nissent par être a�e
tées par le �ltrage séle
tif. Cet étirementpeut toutefois générer de fortes os
illations parasites et des perturbations basses fréquen
espeuvent subsister. En suivant l'idée de Colonius et al. [32℄, un �ltrage dissipatif peu séle
tifest alors ajouté dans la zone éponge. À 
haque itération, le ve
teur U est �ltré en 2-D de
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PSfrag repla
ements xmin xmax
Fig. 1.3: Étirement du maillage au niveau de la zone éponge. xmin et xmax repèrent respe
tive-ment le début et la �n de la zone éponge ; la �ê
he indique le sens de l'é
oulement.la façon suivante :

U
f
i,j = U i,j − α

(
xi − xmin
xmax − xmin)β

DU
i,jave
 DU

i,j = 2d0U
′

i,j + d1

(
U

′

i+1,j + U
′

i−1,j + U
′

i,j+1 + U
′

i,j−1

)où U i,j est la valeur de U au point (i, j) du maillage, U ′

i,j est sa �u
tuation par rapport àsa valeur moyenne, xmin est l'abs
isse du début de la zone éponge et xmax est l'ab
isse de la�n de la zone éponge. Les 
oe�
ients du �ltre lapla
ien d0 et d1 valent respe
tivement 0.5et −0.25. Le terme multipli
atif devant DU
i,j assure une évolution 
ontinue du niveau de�ltrage, qui est nul hors de la zone éponge et qui devient de plus en plus fort lorsqu'on serappro
he du bord du domaine. Pour ne pas avoir de ré�exion au début de la zone éponge,il est impératif que 
ette évolution ne soit pas trop rapide. En pratique les 
oe�
ients αet β sont pris à 0.2 et 1.5 respe
tivement. En 3-D, le �ltrage s'é
rit :

U
f
i,j,k = U i,j,k − α

(
xi − xmin
xmax − xmin)β

DU
i,j,kave
 :

DU
i,j,k = 3d0U

′

i,j,k + d1

(
U

′

i+1,j,k + U
′

i−1,j,k + U
′

i,j+1,k + U
′

i,j−1,k + U
′

i,j,k+1 + U
′

i,j,k−1

)



23/1701.6 Passage en 
oordonnées polairesLes développements numériques présentés dans 
ette se
tion ont pour obje
tif l'im-plémentation d'un 
ode de 
al
ul dire
t du bruit rayonné par des jets ronds. L'emploides 
oordonnées 
artésiennes s'avère peu adapté pour mailler des géométries 
ir
ulaires.On a 
hoisi alors de développer une version du 
ode en 
oordonnées 
ylindriques, a�n deréduire notablement le nombre de points né
essaire au maillage de jets 
ir
ulaires, touten assurant un meilleur suivi des gradients de vitesse dans les 
ou
hes de 
isaillement.Cette partie présente le passage du solveur en 
oordonnées polaires. Toutes les di�
ultésdues à l'emploi des 
oordonnées 
ylindriques sont détaillées dans 
e qui suit. L'ajout dela troisième dimension ne pose pas de problème spé
i�que à 
e système de 
oordonnéeset sera traité dans le 
hapitre 3.1.6.1 Équations de Navier-Stokes en 
oordonnées polairesLes équations de Navier-Stokes en 
oordonnées polaires peuvent s'é
rire sous la formesuivante :
∂U

∂t
+

1

r

∂(rEe)
∂r

+
1

r

∂F e
∂θ

− 1

r

∂(rEv)
∂r

− 1

r

∂F v
∂θ

+
Be
r

− Bv
r

= 0où (r, θ) 
orrespondent aux variables polaires. Le ve
teur U a pour expression :
U =




ρ

ρur

ρuθ

ρet

ave
 ur et uθ les deux 
omposantes de la vitesse. L'énergie interne totale s'exprime par :

ρet =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

r + u2
θ

)Les �ux s'é
rivent :
Ee =




ρur

ρu2
r + p

ρuruθ

(ρet + p)ur + qr




F e =




ρuθ

ρuruθ

ρu2
θ + p

(ρet + p)uθ + qθ




Ev =




0

Trr

Trθ

urTrr + uθTrθ




F v =




0

Trθ

Tθθ

urTrθ + uθTθθ



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Be =




0

−(ρu2
θ + p)

ρuruθ

0




Bv =




0

−Tθθ

Trθ

0




qr et qθ 
orrespondent aux �ux de 
haleur. Ils ont pour expression :
qr = −λth∂T

∂r
et qθ = −λth ∂T

r∂θoù λth est dé�ni à la partie 1.1. Les 
omposantes du tenseur des 
ontraintes visqueuses Tsont :
Trr = 2µ

∂ur

∂r
− 2

3
µ

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

)

Trθ = µ

(
∂ur

r∂θ
+
∂uθ

∂r
− uθ

r

)

Tθθ = 2µ

(
∂uθ

r∂θ
+
ur

r

)
− 2

3
µ

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

)L'utilisation d'un système de 
oordonnées polaires est déli
ate 
ar elle doit 
onserver lapré
ision de l'algorithme numérique, notamment au niveau de l'axe. En e�et, les équationsde Navier-Stokes sous forme polaire (et don
 
ylindrique) présentent une singularité surl'axe qu'il faut pouvoir traiter numériquement sans dégrader la pré
ision du solveur.Plusieurs méthodes ont été développées pour 
ontourner 
ette di�
ulté. On peut parexemple utiliser la règle de l'Hopital pour obtenir des équations régulières valables surl'axe. Une autre appro
he, adoptée par Freund [58, 57℄, Constantines
u [35℄ et Mit-
hell [104℄ 
onsiste à repasser en 
oordonnées 
artésiennes au voisinage de l'axe, les équa-tions de Naviers-Stokes étant régulières dans 
e système de 
oordonnées. Ces deux mé-thodes ne sont toutefois pas satisfaisantes. En e�et, les équations obtenues ave
 la règlede l'Hopital sont des approximations et les erreurs introduites nuisent 
onsidérablement àla pré
ision du 
al
ul (voir les ré
ents travaux de Constantines
u & Lele [34℄). Quant aupassage en 
oordonnées 
artésiennes, le 
hangement d'équations au niveau de l'axe pro-voque une dis
ontinuité dans la résolution, 
e qui génère des ondes parasites, voir Mohseni& Colonius [107℄ et Constantines
u & Lele [34℄. De plus, 
ette appro
he impose le 
hoixarbitraire de l'orientation du repère 
artésien.La méthode retenue doit impérativement maintenir la pré
ision de la résolution auniveau de l'axe. Ce point est essentiel 
ar on ne veut pas perdre le béné�
e apportépar les s
hémas numériques optimisés. Il faut don
 veiller à 
e que les erreurs dues autraitement de l'axe ne soient pas supérieures aux erreurs numériques générées dans le reste
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ements
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Fig. 1.4: Repères utilisés en 
oordonnées polaires et 
artésiennes.du domaine. Deux méthodes ont été retenues et étudiées. La première a été proposée parMohseni & Colonius [107℄ et la se
onde par Constantines
u & Lele [34℄.1.6.2 Grandeurs régulières et grandeurs singulièresCette se
tion introduit une 
lassi�
ation des grandeurs physiques en deux 
atégories,appli
able en 
oordonnées polaires ou 
ylindriques. Elle sera reprise dans les méthodesde traitement de l'axe exposées par la suite. Nous verrons en e�et que la nature de lagrandeur in�uera sur le traitement à lui appliquer au niveau de l'axe.Toutes les grandeurs physiques de l'é
oulement peuvent être regroupées en deux 
até-gories. La première rassemble les grandeurs dites régulières, 
'est-à-dire qui ont une valeurunique sur l'axe r = 0. C'est par exemple le 
as de la masse volumique ρ, de la pression
p, de la température T ou bien de l'énergie spé
i�que interne totale et. Une 
ombinaisonlinéaire et un produit de grandeurs régulières donne également une grandeur régulière.La se
onde 
atégorie rassemble les grandeurs dites singulières, 
'est-à-dire 
elles quin'ont pas une valeur unique en r = 0. C'est généralement le 
as de toutes les grandeursliées à l'orientation radiale ou azimutale. Il y a par exemple les 
omposantes ur et uθ de lavitesse, dont les valeurs en r = 0 dépendent de la dire
tion θ 
onsidérée. En 
oordonnées
artésiennes, les deux 
omposantes de la vitesse selon les dire
tions x1 et x2 sont notéesrespe
tivement u1 et u2. D'après la �gure 1.4, on a les relations suivantes entre les deuxsystèmes de 
oordonnées :

u1 = ur cos θ − uθ sin θ

u2 = ur sin θ + uθ cos θ
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Fig. 1.5: Stru
tures de maillages en 
oordonnées polaires : (a) maillage radial 
lassique (premierpoint en r = 0) ; (b) maillage proposé par Mohseni & Colonius [107℄ (premiers pointsen r = ∆r/2).Au niveau de l'axe, le �uide a une vitesse donnée. Elle 
orrespond en 
oordonnées 
ar-tésiennes à (u1, u2)axe = (u1, u2)x1=0,x2=0. En 
oordonnées polaires l'expression de 
ettevitesse dépend de l'angle θ 
onsidéré. Les relations de passage entre les deux systèmes de
oordonnées montrent par exemple que si θ = 0 on a (ur, uθ)r=0,θ=0 = (u1, u2)axe, tandisque si θ = π/2 alors (ur, uθ)r=0,θ=π/2 = (u2,−u1)axe. Ainsi, bien qu'on soit toujours pla
éau même point lorsque r = 0, les 
omposantes de la vitesse ur et uθ varient ave
 θ. Cesont don
 bien des grandeurs singulières. Pour la même raison, les dérivées radiales etazimutales d'une grandeur régulière sont des grandeurs singulières. Par exemple, ∂p/∂rdépend de la dire
tion θ suivant laquelle on dérive. En revan
he, une 
ombinaison linéairede grandeurs singulières peut être une grandeur régulière. C'est le 
as de la dilatationdiv(u) = ∂(rur)/(r∂r) + ∂uθ/(r∂θ) qui est une grandeur régulière bien qu'elle s'é
rive
omme une somme de deux grandeurs singulières.1.6.3 Méthode de Mohseni & Colonius : saut de l'axeLa méthode de Mohseni & Colonius [107℄ 
onsiste à sauter l'axe r = 0 en prenant unegrille radiale qui 
ommen
e en r = ∆r/2 au lieu de r = 0, 
omme le montre la �gure1.5. Dans les deux 
as, les points sont espa
és radialement de la même distan
e ∆r, maisil n'y a pas de point en r = 0 dans le maillage proposé par Mohseni & Colonius. Ainsi,on ne se pla
e jamais à l'endroit de la singularité et la forme standard des équationsde Naviers-Stokes en 
oordonnées polaires peut être utilisée dans tout le domaine. Cetteméthode permet de traiter l'ensemble du domaine de 
al
ul sans approximation spé
i�que
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θ

Fig. 1.6: Points intervenants dans le 
al
ul de la dérivée radiale d'une variable en r = 3∆r/2. ◦point où la dérivée est 
al
ulée ; ⊳ points utilisés se trouvant du même 
�té de l'axe ; •points utilisés se trouvant de l'autre 
�té de l'axe.au niveau de l'axe. On peut notamment 
onserver les s
hémas numériques et le �ltrageséle
tif dé
rits pré
édemment.Il subsite toutefois une di�
ulté au niveau de la dérivation spatiale et du �ltrageséle
tif. Les équations de Navier-Stokes en 
oordonnées polaires font intervenir des dérivéesselon r et selon θ. La dérivation selon θ ne pose au
un problème du fait de la périodi
itéazimutale du maillage. On est en e�et assuré d'avoir toujours assez de points de part etd'autre de l'endroit où on 
al
ule la dérivée pour pouvoir utiliser le s
héma numérique sur11 points partout. La situation est, en revan
he, plus 
omplexe pour les dérivées radialesau voisinage du 
entre. Il n'est pas souhaitable d'utiliser les s
hémas dé
entrés aux pointsvoisins de l'axe 
ar 
eux-
i sont moins pré
is que le s
héma 
entré sur 11 points. Il seraittrès pénalisant de diminuer la qualité de la résolution au 
oeur du domaine de 
al
ul, dansune zone qui 
orrespondra à l'axe du jet dans la version 3-D du solveur. Ces 
onsidérationss'appliquent aussi pour le �ltrage séle
tif. Mohseni & Colonius proposent alors de prendreun maillage ave
 un nombre pair de dire
tions θ. De 
ette façon, 
haque point sur unedire
tion θ du maillage a son symétrique par rapport à l'axe, 
omme 
'est le 
as dans la�gure 1.5(b). Au voisinage du 
entre on peut alors 
ontinuer à utiliser des s
hémas sur 11points pour les dérivées radiales et le �ltrage séle
tif, en passant de l'autre 
�té de l'axe.Il est 
ependant important de faire attention au signe des variables lorsqu'on passede l'autre 
�té de l'axe. Considérons par exemple le 
al
ul d'une dérivée radiale au point
(r0 = 3∆r/2, θ). On doit utiliser des valeurs à des points situés sur la dire
tion θ et sursa symétrique θ + π, 
omme l'illustre la �gure 1.6. Le s
héma sur 11 points né
essite ene�et 
inq points de part et d'autre de l'endroit du 
al
ul. Une partie de 
eux-
i (six points



28/170dans notre exemple) se trouve sur la dire
tion θ et le reste (quatre points i
i) est sur ladire
tion θ+π. Au lieu de 
onsidérer les droites θ et θ+π 
omme deux dire
tions distin
tesasso
iées 
ha
une à des valeurs de r positives, on les assimile à une unique dire
tion θ ave
des valeurs de r pouvant aussi être négatives. Ainsi, les points en θ + π et r > 0 peuventêtre 
onsidérés 
omme des points en θ et r < 0. Il n'y a alors plus de dis
ontinuité aupassage de l'axe, les points utilisés faisant désormais toujours partie de la même dire
tion
θ. Prenons la dérivée radiale en (r0, θ) d'une grandeur régulière, p par exemple. Sa dérivéeradiale s'é
rit, ave
 les notations de la partie 1.2 :

∂p

∂r
(r0, θ) =

1

∆r

5∑

j=−5

ajp(r0 + j∆r, θ)Selon les 
onventions pré
édentes, lorsque r < 0 on utilise le point pla
é en |r| dans ladire
tion θ + π. On peut ainsi é
rire :
∂p

∂r

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

1

∆r

[
−2∑

j=−5

ajp(|r0 + j∆r| , θ + π) +
5∑

j=−1

ajp(r0 + j∆r, θ)

]La dérivée de rp s'é
rit de même :
∂(rp)

∂r

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

1

∆r

[
−

−2∑

j=−5

aj |r0 + j∆r| p(|r0 + j∆r| , θ + π)

+
5∑

j=−1

aj (r0 + j∆r) p(r0 + j∆r, θ)

]Le signe moins devant la 
ontribution des points en θ+ π vient des nouvelles 
onventionsqui imposent r < 0 dans 
ette zone : rp est négatif de l'autre 
�té de l'axe. Ave
 unraisonnement identique, le �ltrage de p en (r0 = 3∆r/2, θ) s'exprime :
Dp

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

−2∑

j=−5

dj

[
p(|r0 + j∆r| , θ + π) − p(|r0 + j∆r| , θ + π)

]

+
5∑

j=−1

dj

[
p(r0 + j∆r, θ) − p(r0 + j∆r, θ)

]en reprenant les notations de la partie 1.3.Intéressons nous maintenant à ur et uθ. Ce sont des grandeurs singulières, liées à ladire
tion 
onsidérée. Lorsqu'on traverse l'axe, on passe de la dire
tion θ à la dire
tion
θ + π et l'orientation des ve
teurs −→er et −→eθ 
hange, 
omme le montre la �gure 1.7. Ainsi,lorsqu'on traverse l'axe on doit pondérer les valeurs ur(|r|, θ + π) et uθ(|r|, θ + π) par un
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θ

Fig. 1.7: Orientation des ve
teurs unitaires polaires lors de la traversée de l'axe.signe négatif, pour tenir 
ompte du 
hangement de sens des ve
teurs du repère. La dérivéeradiale de ur devient don
 :
∂ur

∂r

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

1

∆r

[
−

−2∑

j=−5

ajur(|r0 + j∆r| , θ + π) +
5∑

j=−1

ajur(r0 + j∆r, θ)

]

De même, le �ltrage de ur selon la dire
tion radiale s'é
rit :
Dur

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
= −

−2∑

j=−5

dj

[
ur(|r0 + j∆r| , θ + π) − ur(|r0 + j∆r| , θ + π)

]

+
5∑

j=−1

dj

[
ur(r0 + j∆r, θ) − ur(r0 + j∆r, θ)

]

La variable singulière uθ est traitée de façon identique.Lorsqu'on dérive rur ou ruθ, deux éléments sont à prendre en 
ompte : d'une part unsigne négatif provenant du fait que r < 0 de l'autre 
�té de l'axe, et d'autre part un signenégatif dû au 
hangement d'orientation du repère. Au �nal on obtient :
∂rur

∂r

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

1

∆r

[
−2∑

j=−5

aj |r0 + j∆r|ur(|r0 + j∆r| , θ + π)

+
5∑

j=−1

aj (r0 + j∆r)ur(r0 + j∆r, θ)

]



30/170De même, pour la dérivée de uruθ :
∂uruθ

∂r

(
r0 =

3

2
∆r, θ

)
=

1

∆r

[
−2∑

j=−5

ajur(|r0 + j∆r| , θ + π)uθ(|r0 + j∆r| , θ + π)

+
5∑

j=−1

ajur(r0 + j∆r, θ)uθ(r0 + j∆r, θ)

]Des raisonnements identiques à 
eux qui pré
èdent permettent de 
al
uler toutes lesdérivées radiales intervenant dans les équations et de �ltrer toutes les variables dansla dire
tion radiale. Les dérivées et le �ltrage selon les autres dire
tions s'e�e
tuent demanière 
lassique, sans problème de 
hangement de signe.Ainsi, la méthode de Mohseni & Colonius 
onsiste essentiellement à 
onsidérer undomaine de 
al
ul où l'axe n'est pas maillé. On peut alors utiliser les équations polairesstandard, en 
hangeant le signe de 
ertaines grandeurs lors des 
al
uls de dérivées et lorsdu �ltrage séle
tif selon la dire
tion radiale.1.6.4 Méthode de Constantines
u & Lele : développement en sé-ries des variables près de l'axeLa méthode de Constantines
u & Lele [34℄ s'appuie sur un maillage polaire 
lassique,voir la �gure 1.5(a), où l'axe est un point du maillage. Elle utilise des développements enséries des di�érentes variables pour obtenir des équations exa
tes et régulières valablesuniquement sur l'axe. Les équations polaires standard sont appliquées sur l'ensemble dudomaine de 
al
ul à l'ex
eption de l'axe, où on 
onsidère les nouvelles équations issuesdes développements en séries.En 
oordonnées polaires les di�érentes variables peuvent se dé
omposer en séries. Laforme du développement dépend de la régularité de la variable. Les variables régulières -
ρ par exemple - s'é
rivent de la façon suivante :

ρ(r, θ) =
+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

α(ρ)
mnr

2n

)
cos(mθ) +

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

β(ρ)
mnr

2n

)
sin(mθ)où α(ρ)

mn et β(ρ)
mn sont les 
oe�
ients de la série, qui ne dépendent que du temps. La pres-sion p et l'énergie spé
i�que interne totale et se développent de manière analogue. Ladé
omposition des variables singulières - ur par exemple - s'é
rit :

ur(r, θ) =
1

r

+∞∑

n=1

A
(r)
0n r

2n+
+∞∑

m=1

rm−1

(
+∞∑

n=0

A(r)
mnr

2n

)
cos(mθ)+

+∞∑

m=1

rm−1

(
+∞∑

n=0

B(r)
mnr

2n

)
sin(mθ)
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(r)
mn et B(r)

mn sont les 
oe�
ients de la série, qui ne dépendent que du temps. Les
oe�
ients asso
iés à ur et uθ sont liés 
ar uθ = ∂ur/∂θ. On a ainsi les relations :
A

(θ)
i0 = B

(r)
i0 ∀i

B
(θ)
i0 = −A(r)

i0 ∀iCes deux expressions seront systématiquement utilisées par la suite pour se ramener autantque possible aux 
oe�
ients du développement de ur.Pour obtenir des équations régulières valables sur l'axe, on rempla
e 
haque variablepar son développement en série dans les équations de Navier-Stokes, puis on prend lalimite en r = 0. Considérons par exemple le 
as de l'équation de 
onservation de la masse.Celle-
i peut se mettre sous la forme :
∂ρ

∂t
+ Em − Vm = 0 ave
 Em =

∂(rρur)

r∂r
+
∂(ρuθ)

r∂θ
(�ux eulériens)et Vm = 0 (�ux visqueux)Le premier terme des �ux eulériens fait intervenir ρur. En remplaçant 
es deux variablespar leurs séries respe
tives on peut é
rire :

ρur =α
(ρ)
00

(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+
[(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+ α
(ρ)
00

(
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

)]
r

+O(r2)Ainsi, en dérivant on obtient :
∂rρur

r∂r
=α

(ρ)
00

(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)/
r

+ 2
(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+ 2α
(ρ)
00

(
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

)

+O(r)
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édant de même pour le se
ond terme des �ux eulériens :
∂ρuθ

r∂θ
=α

(ρ)
00

(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)/
r

+
(
−α(ρ)

10 sin θ + β
(ρ)
10 cos θ

)(
B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ

)

+
(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)

+ α
(ρ)
00

(
−2B

(r)
20 sin 2θ − 2A

(r)
20 cos 2θ

)

+O(r)On remarque que les termes en 1/r dans les deux expressions pré
édentes s'éliminentlorsqu'on les ajoute. Ainsi, en reportant 
es expressions dans l'équation de 
onservationde la masse et en prenant la limite quand r tend vers 0 on obtient �nalement :
∂ρ

∂t
+ 2α

(ρ)
00 A

(r)
01 + α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 = 0Notons qu'au
une approximation n'a été né
essaire pour aboutir à 
ette expression. C'estune équation exa
te et valable uniquement sur l'axe. Elle fait intervenir 
ertains 
oe�-
ients des séries, qu'il est né
essaire de 
al
uler pour e�e
tuer l'intégration temporelle.Pour les déterminer on utilise les relations suivantes :

α
(ρ)
00 =ρ(r = 0)

α
(ρ)
10 = cos θ

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

− sin θ
∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

β
(ρ)
10 = sin θ

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

+ cos θ
∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

A
(r)
10 =ur(0, θ) cos θ − ur

(
0, θ +

π

2

)
sin θ

B
(r)
10 =ur(0, θ) sin θ + ur

(
0, θ +

π

2

)
cos θ

A
(r)
01 =

1

2

[
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

+
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

]Les équations portant sur la quantité de mouvement et l'énergie s'obtiennent suivant lamême démar
he. Les 
al
uls de 
es équations et de tous les 
oe�
ients intervenant sontdétaillés dans l'annexe B.On a ainsi obtenu des équations régulières valables sur l'axe, s'exprimant en fon
tiondes 
oe�
ients des séries. Il est important de noter que 
es équations sont exa
tes. Danstout le domaine de 
al
ul on utilise les équations en 
oordonnées polaires 
lassiques, saufen r = 0 où on 
onsidère les équations sur l'axe qui ne présentent plus de singularité.
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onnues entous les points du maillage. On 
ommen
e alors par déterminer les valeurs des di�érents
oe�
ients en utilisant les relations de l'annexe B.4 et le s
héma de dérivation sur 11points. On utilise ensuite les équations sur l'axe pour déterminer les valeurs des variablessur l'axe à l'itération n+ 1.Cette méthode permet de traiter l'ensemble du domaine de 
al
ul ave
 les s
hémasnumériques sur 11 points. Les dérivées spatiales au voisinage de l'axe sont 
al
ulées ave
la méthode de traversée de l'axe et de 
hangement de signe des variables exposée dans lapartie 1.6.3.Il subsiste toutefois une di�
ulté dans le �ltrage séle
tif des variables sur l'axe. Cepoint est rarement abordé dans la littérature. Dans le 
as général, il est né
essaire de�ltrer les variables dans les deux dire
tions r et θ pour éviter les os
illations parasites nonphysiques. Sur l'axe, un �ltrage selon θ n'a pas de sens, mais il est en revan
he 
ru
ialde �ltrer les variables selon r. La di�
ulté vient du fait que le �ltrage radial imposele 
hoix d'une dire
tion θ suivant laquelle on va appliquer le �ltre. En dehors de l'axe,
ette dire
tion est imposée mais sur l'axe on peut �ltrer radialement selon n'importe quelledire
tion du maillage. La grandeur �ltrée aura alors une valeur légèrement di�érente selonla dire
tion 
hoisie. Cela pose un problème pour les grandeurs régulières, 
omme ρ ou p,qui ont une valeur unique sur l'axe. Pour ne pas introduire de dire
tion privilégiée, nousavons 
hoisi de �ltrer les grandeurs régulières dans toutes les dire
tions et de faire unemoyenne des valeurs obtenues.Le �ltrage des grandeurs singulières ur et uθ est plus déli
at. D'après la forme desdéveloppements en séries de ur et uθ, on a sur l'axe :
ur(0, θ) = A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

uθ(0, θ) = B
(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θoù A(r)

10 et B(r)
10 ne dépendent que du temps. Ainsi, ur(0, θ) et uθ(0, θ) sont liées et varientsuivant θ de façon parti
ulière. Après avoir �ltré 
es variables suivant 
haque dire
tion θ,

ur(0, θ) et uθ(0, θ) ont été légèrement modi�ées et elles ne véri�ent plus les relations 
i-dessus. En parti
ulier, la forme de l'évolution en θ n'est plus 
onservée. Après un 
ertainnombre d'itérations, la stru
ture des 
hamps ur(0, θ) et uθ(0, θ) s'éloigne notablementde sa forme théorique, 
e qui est sour
e de fortes os
illations parasites non physiques. Ilest don
 
ru
ial d'imposer une forme physique au 
hamp de vitesse sur l'axe. Pour lesgrandeurs singulières ur(0, θ) et uθ(0, θ), on 
hoisit de 
ommen
er par �ltrer radialementdans 
haque dire
tion. Le 
hamp de vitesse sur l'axe ne véri�e alors plus la stru
tureazimutale pré
édente. On 
al
ule ensuite, ave
 la méthode exposée dans l'annexe B.4, les



34/170
oe�
ients A(r)
10 et B(r)

10 
orrespondant à 
e 
hamp �ltré. En�n, on redé�nit le 
hamp devitesse sur l'axe ave
 les deux relations pré
édentes, 
onnaissant les 
oe�
ients A(r)
10 et

B
(r)
10 . On redonne ainsi une stru
ture physique au 
hamp de vitesse tout en appliquant un�ltrage radial dans toutes les dire
tions. Les tests e�e
tués montrent que si on ne pro
èdepas ainsi, des os
illations parasites issues de l'axe �nissent par faire diverger les 
al
ulsquel que soit le niveau de �ltrage séle
tif. Les os
illations tendent même à être plus fortesquand on augmente le niveau de �ltrage, 
ar la stru
ture azimutale du 
hamp de vitessesur l'axe est détruite plus rapidement. La pro
édure de �ltrage proposée i
i 
onserve 
ettestru
ture et permet ainsi au �ltrage de dissiper e�
a
ement les os
illations parasites.Le niveau de �ltrage né
essaire au voisinage de l'axe peut toutefois être réduit enmodi�ant la façon de 
al
uler les dérivées radiales. En e�et, r vaut pratiquement zéropour les points voisins de l'axe et de 
e fait les dérivées de la forme ∂(r[•])/(r∂r) sont
al
ulées ave
 moins de pré
ision que dans le reste du domaine de 
al
ul. C'est en
oreplus sensible ave
 la méthode de Mohseni & Colonius, où les points adja
ents à l'axe sonten r = ∆r/2 au lieu de r = ∆r ave
 la méthode de Constantines
u & Lele. On 
hoisitdon
 de 
al
uler 
es dérivées à partir du développement :

∂r[•]
r∂r

=
[•]
r

+
∂[•]
∂rLa grandeur à dériver n'est plus multipliée par une quantité pro
he de zéro 
e qui donneune évaluation plus pré
ise des �ux. Les tests réalisés montrent que 
ela diminue notable-ment les os
illations issues du 
entre. Cela permet ainsi de réduire le niveau du �ltrageséle
tif à utiliser.1.7 Considérations sur le pas de tempsDans les 
al
uls, le pas de temps ∆t est déterminé par la 
ondition de stabilité sur lenombre de CFL. Ce nombre est dé�ni par la relation :CFL =

ucmax∆t
∆minoù ucmax est la plus grande vitesse de propagation d'une perturbation et ∆min est laplus petite distan
e entre deux points du maillage. Ce nombre doit être inférieur à une
ertaine valeur pour que les 
al
uls soient stables. Comme la valeurs de ucmax est rarement
onnue ave
 pré
ision, on la rempla
e souvent par c0 en 
ompressible. Lorsque les vitessesd'é
oulement sont faibles devant c0, 
ela paraît tout-à-fait justi�é. Pour des vitesses plusélevées, 
ela revient à réduire la valeur maximale admissible pour le CFL. En pratique
ette valeur maximale est voisine de 1.
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∆min

Fig. 1.8: ∆min dans le 
as d'un maillage 
ylindrique.Le pas de temps s'exprime par :
∆t =

CFL∆min
c0Dans le 
as d'un maillage 
artésien de pas 
onstant ∆, on a ∆min = ∆. Dans le 
as d'unmaillage 
ylindrique, ∆min 
orrespond généralement à l'é
art azimutal entre deux pointsvoisins de l'axe, 
omme l'illustre la �gure 1.8. Cela sera le 
as dans toutes les 
on�gurationsétudiées en 
oordonnées polaires ou 
ylindriques. Ave
 la méthode de Mohseni & Colonius,les points les plus pro
hes de l'axe sont en r = ∆r/2 (voir la �gure 1.5(b)) don
 :

∆t =
CFL∆r∆θ

2c0
ave
 ∆θ =

2π

nθoù nθ est le nombre de points selon la dire
tion azimutale. Ave
 la méthode de Constan-tines
u & Lele, les points les plus pro
hes de l'axe sont en r = ∆r, d'où :
∆t =

CFL∆r∆θ

c0Ainsi, le pas de temps ave
 la méthode de Mohseni & Colonius est deux fois plus petitque 
elui utilisé ave
 la méthode de Constantines
u & Lele.Par ailleurs, si le maillage 
ylindrique a un pas radial 
onstant ∆r = ∆ identique à 
eluidu maillage 
artésien, le pas de temps en 
ylindrique sera plus petit que 
elui en 
artésien,d'un fa
teur nθ/π ave
 la méthode de Mohseni & Colonius et d'un fa
teur nθ/(2π) ave

elle de Constantines
u & Lele. Par exemple, si nθ = 80 
ela donne respe
tivement unfa
teur 25.5 et un fa
teur 12.7 par rapport au pas de temps 
artésien. C'est là le prin
ipalin
onvénient de l'utilisation des 
oordonnées 
ylindriques : le maillage azimutal au niveaude l'axe est si �n que le pas de temps doit être très faible pour assurer la stabilité des
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al
uls. Cela peut même aller jusqu'à 
ompenser le gain de temps dû à l'allègement dumaillage lors du passage en 
oordonnées 
ylindriques. On aura alors intérêt à prendre
nθ le plus petit possible pour limiter la rédu
tion du pas de temps ∆t. L'utilisationdes 
oordonnées 
ylindriques reste malgré 
ela préférable 
ar elle permettra de réduire
onsidérablement la mémoire né
essaire aux 
al
ul 3-D e�e
tués par la suite. La limitationen mémoire reste en e�et une des prin
ipales limites au développement du 
al
ul dire
tdu bruit des é
oulements. De plus, 
es 
oordonnées sont bien adaptées pour mailler lesgradients de vitesse dans les jets 
ir
ulaires, dont l'étude est l'obje
tif de 
e travail. Ainsi,la pertinen
e du re
ours aux 
oordonnées 
ylindriques n'est nullement remise en 
ause parles 
ontraintes sur le pas de temps, mais il 
onvient de 
onserver à l'esprit 
et in
onvénient.1.8 Validation du solveur en 
oordonnées polairesCette partie a pour obje
tif de valider le solveur développé en 
oordonnées polaires,ainsi que de 
omparer les performan
es des deux méthodes de traitement de l'axe. Deux
on�gurations sont étudiées : le 
as de la propagation d'une impulsion de pression et le
as de deux tourbillons 
orotatifs.1.8.1 Impulsion de pression a
oustiqueOn s'intéresse dans un premier temps à la propagation d'une impulsion de pressiondans un milieu au repos. Ce problème est résolu en utilisant la méthode de Mohseni &Colonius, ainsi que 
elle de Constantines
u & Lele, pour la dis
rétisation de l'axe. Dansles deux 
as, le maillage est de nr ×nθ = 120× 80 et est régulier dans la dire
tion radiale,ave
 ∆r = 1 m. On prend aussi dans les deux 
as CFL = 2/3. Il s'est avéré lors despremières simulations que la méthode de Mohseni & Colonius génère plus d'os
illationsparasites que la méthode de Constantines
u & Lele. Le niveau de �ltrage séle
tif doitdon
 être plus élevé ave
 
elle-
i. On 
hoisit σd = 0.03 ave
 la méthode du saut de l'axe et
σd = 0.01 ave
 
elle du développement en séries. Notons également que le �ltrage séle
tifest appliqué deux fois plus souvent ave
 la méthode de Mohseni & Colonius 
ar le pas detemps est deux fois plus petit que 
elui employé ave
 la méthode de Constantines
u &Lele.À t = 0 on introduit une impulsion de pression en (r, θ) = (19∆r, 0). Le pulse estidentique à 
elui présenté dans l'annexe A.1. La �gure 1.9 présente les 
hamps de pressionobtenus ave
 les deux méthodes de traitement de l'axe. Dans les deux 
as, le pulse traversel'axe sans générer d'ondes parasites 
e qui atteste de la pré
ision des deux méthodes.
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(a) (b)

(
) (d)

Fig. 1.9: Cas test d'un pulse de pression gaussien : 
hamp de pression à deux instants di�érents.(a) t/∆t = 2000 et (b) t/∆t = 3500 (méthode de Mohseni & Colonius) ; (
) t/∆t = 1000et (d) t/∆t = 1750 (méthode de Constantines
u & Lele).
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Fig. 1.10: Cas test d'un pulse de pression gaussien : évolution temporelle du résidu ave
 laméthode de Constantines
u & Lele. L'évolution obtenue ave
 la méthode de Mohseni& Colonius, non représentée i
i, est exa
tement la même.L'évolution temporelle du résidu reportée sur la �gure 1.10 montre, ave
 un raisonnementsimilaire à 
elui e�e
tué dans l'annexe A.1, que les deux solveurs sont peu dissipatifs etqu'il n'y a pas de ré�exion notable au niveau des 
onditions aux limites.Tam [138℄ a déterminé la solution théorique de 
e problème :

pth(r, θ, t) = pref +
ǫ

2α

∫ +∞

0

e−
ξ2

4α × cos (c0ξt) J0 (ξr) ξdξoù J0 est la fon
tion de Bessel d'ordre 0. La di�éren
e entre les 
hamps de pression
al
ulés et les 
hamps de pression théoriques est présentée sur la �gure 1.11. Ave
 lesdeux méthodes, l'erreur est 
entrée sur le pulse et non sur l'axe. En parti
ulier, l'erreurobservée sur la partie de l'onde qui a traversé l'axe n'est pas supérieure. Lorsque le pulse
ommen
e à sortir du domaine de 
al
ul, l'erreur maximale est située au niveau des
onditions aux limites. Ces observations montrent que les deux méthodes de traitementde l'axe sont très pré
ises. Les erreurs obtenues ne sont pas liées à l'axe. En revan
he, laméthode de Mohseni & Colonius s'avère être la moins pré
ise du fait du haut niveau de�ltrage séle
tif né
essaire à la stabilité des 
al
uls. La �gure 1.12, qui tra
e le résidu Rp,illustre bien 
e point. Rp est proportionnel à l'énergie 
ontenue dans le domaine de 
al
ulet il s'é
rit :
Rp =

√
1

nr × nθ

∑

i,j

(pi,j − p0)
2où pi,j est la pression au point (i, j). Sur la �gure 1.12, le temps est normalisé par ladurée physique du 
al
ul tmax au lieu de ∆t, pour tenir 
ompte de la di�éren
e entreles pas de temps. Ave
 la méthode Mohseni & Colonius, le résidu diminue légèrementdurant la propagation du pulse, 
e qui n'est pas le 
as ave
 
elle de Constantines
u &
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(a) (b)

(
) (d)

Fig. 1.11: Cas test d'un pulse de pression gaussien : di�éren
e entre le 
hamp de pression 
al
uléet le 
hamp de pression théorique. (a) t/∆t = 2000 et (b) t/∆t = 3500 (méthode deMohseni & Colonius) ; (
) t/∆t = 1000 et (d) t/∆t = 1750 (méthode de Constanti-nes
u & Lele). Niveaux entre 0.2 Pa et 2 Pa.
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Fig. 1.12: Cas test d'un pulse de pression gaussien. méthode de Mohseni & Colonius ;méthode de Constantines
u & Lele. tmax est la durée physique du 
al
ul.(a) Détails de l'évolution temporelle du résidu ; (b) évolution temporelle du maximumde l'erreur, normalisée par l'amplitude initiale du pulse.Lele qui 
onserve l'énergie 
onstante durant toute la propagation. De plus, tant que lepulse n'est pas sorti du domaine, le maximum de l'erreur est plus grand ave
 la méthode deMohseni & Colonius (�gure 1.12(b)). Il augmente rapidement lorsque le pulse 
ommen
eà atteindre les 
onditions aux limites, puis il 
hute bruquement à t = 0.5tmax lorsqu'il aété entièrement éva
ué. On note que dans les deux 
as le solveur reste très pré
is, ave
une erreur maximale toujours inférieure à 0.4 %.Ainsi, les deux méthodes de résolution de l'axe s'avèrent très pré
ises et ne génèrentpas d'erreurs notables. À l'issue de 
e 
as test la méthode de Constantines
u & Lele paraîtêtre la plus pré
ise, 
ar elle permet d'avoir un niveau de �ltrage séle
tif bien plus faibleque la méthode de Mohseni & Colonius.1.8.2 Tourbillons 
orotatifsOn étudie maintenant le 
as de deux tourbillons 
orotatifs. Les 
al
uls ont été e�e
tuésave
 les deux méthodes de traitement de l'axe. Dans les deux 
as on utilise des maillages
onstitués de nr ×nθ = 340× 80 points. Les maillages ont un pas angulaire 
onstant dansla dire
tion azimutale, ave
 ∆θ = 2π/nθ. Depuis le 
entre, le pas radial est tout d'abord
onstant sur les 30 premiers points, ave
 ∆r = 2 × 10−4 m. On applique ensuite unétirement de 0.94 % jusqu'au bord du domaine de 
al
ul. Les deux maillages ne di�èrentdon
 que par le premier point radial : il se trouve en r = ∆r/2 ave
 la méthode deMohseni & Colonius et en r = 0 ave
 
elle de Constantines
u & Lele. La �gure 1.13
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Fig. 1.13: Stru
ture du maillage utilisé pour le 
as test des tourbillons 
orotatifs. On a rc = 4∆r.montre la stru
ture du maillage obtenu. On 
hoisit un CFL de 0.8 dans les deux 
as. Lesniveaux de �ltrage séle
tif sont identiques à 
eux du 
as test pré
édent. Les tourbillonssont pla
és au 
entre du domaine de 
al
ul. Leurs 
ara
téristiques sont identiques à 
ellesprises dans l'annexe A.2. Chaque tourbillon est don
 pla
é à r0 = 18∆r du 
entre dudomaine et a une demi-largeur rc = 4∆r. On obtient maintenant T/∆t = 3.2 × 104 ave
la méthode de Mohseni & Colonius et T/∆t = 1.6 × 104 ave
 
elle de Constantines
u &Lele, 
e qui assure une très bonne dis
rétisation temporelle.La �gure 1.14 montre les 
hamps de vorti
ité obtenus ave
 les deux versions du 
ode.Dans les deux 
as, l'évolution aérodynamique est analogue à 
elle observée lors du 
astest 
artésien (voir l'annexe A.2 pour plus de détails). Le traitement de l'axe ne génèrepas d'ondes parasites, même lors de la fusion des tourbillons qui provoque de fortes mo-di�
ations du 
hamp de vorti
ité et qui a lieu au niveau de l'axe. Ce point est important
ar dans les 
al
uls 3-D l'axe 
ylindrique sera 
onfondu ave
 l'axe du jet et don
 en parti-
ulier ave
 le point de ren
ontre des 
ou
hes de 
isaillement à la �n du 
�ne potentiel. Lastru
ture du 
hamp a
oustique rayonné par les tourbillons est également en bon a

ordave
 
elle obtenue dans l'annexe A.2, 
omme l'illustre la �gure 1.15.On remarque néanmoins que la fusion a lieu plus t�t ave
 la méthode de Mohseni &Colonius. Elle se produit en e�et après 1.18×105 itérations, au lieu de 2.15×105 itérationsave
 la méthode de Constantines
u & Lele. En appelant ∆t
 le pas de temps utilisé lors du
as test 
artésien, 
es valeurs 
orrespondent respe
tivement à 4.6×103∆t
 et 1.7×104∆t
.Elles sont à 
omparer au temps de fusion obtenu ave
 la version 
artésienne du solveur, quiétait de 3.2× 104∆t
. Ainsi, ave
 la méthode de Mohseni & Colonius la fusion a lieu septfois plus t�t qu'en 
oordonnées 
artésiennes. Cela vient du haut niveau de �ltrage séle
tif
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(a) (b)

(
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Fig. 1.14: Cas test de deux tourbillons 
orotatifs : 
hamps de vorti
ité à deux instants di�érentsobtenus ave
 les deux versions du solveur en 
oordonnées polaires. (a) t/∆t = 8.5×104et (b) t/∆t = 1.5 × 105 (méthode de Mohseni & Colonius) ; (
) t/∆t = 1.35 × 105 et(d) t/∆t = 2.33 × 105 (méthode de Constantines
u & Lele).
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Fig. 1.15: Cas test de deux tourbillons 
orotatifs : 
hamps de pression à deux instants di�érentsobtenus ave
 les deux versions du solveur en 
oordonnées polaires. (a) t/∆t = 8.5×104et (b) t/∆t = 1.5 × 105 (méthode de Mohseni & Colonius) ; (
) t/∆t = 1.35 × 105 et(d) t/∆t = 2.33 × 105 (méthode de Constantines
u & Lele).
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essaire à la stabilité du 
al
ul. En revan
he, ave
 la méthode de Constantines
u &Lele la fusion a lieu seulement deux fois plus t�t qu'en 
oordonnées 
artésiennes. Cela esttrès satisfaisant et 
on�rme que le solveur utilisant 
ette appro
he est très peu dissipatif.L'é
art ave
 le 
as 
artésien vient du fait que même si σd est plus faible qu'en 
artésienle �ltrage est appliqué plus souvent, étant donné le faible pas de temps utilisé. Au �nal,le �ltrage séle
tif reste un peu plus fort ave
 la méthode de Constantines
u & Lele qu'en
oordonnées 
artésiennes. Ce
i est né
essaire 
ar même si 
ette appro
he est très pré
ise,elle tend quand même à générer plus d'os
illations parasites qu'en 
artésien et requiertdon
 un �ltrage plus élevé.Comme nous l'avons fait remarquer en 
artésien, 
et exemple est parti
ulièrementintéressant 
ar il met 
lairement en éviden
e la dissipation numérique des di�érents 
odes.Le solveur utilisant la méthode de Mohseni & Colonius est ainsi bien plus dissipatif que
elui s'appuyant sur la méthode de Constantines
u & Lele. Ce dernier fournit en revan
hedes résultats très pro
hes de 
eux obtenus ave
 la version 
artésienne du solveur.1.8.3 Bilan sur les méthodes de traitement de l'axeÀ l'issue de 
es premiers 
al
uls, le solveur en 
oordonnées 
ylindriques utilisant laméthode de Constantines
u & Lele s'avère être le plus performant. Il permet en e�et de
al
uler ave
 pré
ision des é
oulements et la propagation d'ondes a
oustiques, sans générerd'ondes parasites au niveau de l'axe. Le niveau de �ltrage séle
tif est également très pro
hede 
elui requis en 
artésien, 
e qui permet d'avoir une très faible dissipation numérique.Ce n'est pas le 
as du solveur utilisant la méthode de Mohseni & Colonius, qui né
essiteun haut niveau de �ltrage et qui enlève ainsi tout le béné�
e des nouveaux s
hémas. Deplus, la méthode de Constantines
u & Lele permet d'utiliser un pas de temps deux foisplus grand qu'ave
 la méthode de Mohseni & Colonius. Pour une même durée physiquede 
al
ul, il faut don
 deux fois moins d'itérations ave
 l'appro
he de Constantines
u &Lele qu'ave
 
elle de Mohseni & Colonius, alors que les 
oûts numériques de 
es deuxméthodes sont similaires. La méthode de Constantines
u & Lele est don
 supérieure entous points à 
elle de Mohseni & Colonius. C'est don
 
ette méthode que nous retiendronspour la suite, lors du passage en 3-D du solveur.



Chapitre 2Étude par simulation numérique dire
tede tourbillons elliptiques et de leurbruit rayonnéOn s'intéresse dans 
e deuxième 
hapitre au 
omportement aérodynamique et a
ous-tique de di�érents tourbillons elliptiques. L'obje
tif est d'une part de 
onfronter les résul-tats issus du 
al
ul dire
t en 
artésien à 
eux de la littérature, et d'autre part de prolongerles études existantes pour mettre en éviden
e de nouveaux éléments sur 
es tourbillons.En e�et, bien que les tourbillons 2-D semblent élémentaires, ils peuvent s'avérer trèsutiles pour 
omprendre l'évolution de stru
tures 
ohérentes dans divers é
oulements. Parexemple, les tourbillons elliptiques permettent d'étudier des stru
tures de vorti
ité ren
on-trées dans les é
oulements géophysiques [101, 102℄, et de modéliser les e�ets anisotropiquesdans les tourbillons [49, 87℄.2.1 État de l'art et obje
tifsLes premiers travaux sur les tourbillons elliptiques sont des études analytiques dutourbillon de Kir
hho� (1876), voir Love [93℄ et Lamb [83℄. Ces derniers ont montréque 
e tourbillon, formé par une ellipse de vorti
ité 
onstante ω, tourne sur lui-mêmeave
 une vitesse angulaire 
onstante Ω sans 
hangement de forme. Il est linéairementstable pour des rapports de σ = a/b < 3, a et b étant respe
tivement le demi-grandaxe et le demi-petit axe de l'ellipse, et Drits
hel [47℄ observe numériquement qu'il estnon-linéairement stable uniquement dans le domaine de stabilité linéaire (σ < 3). Lastabilité de 
e tourbillon a ré
emment été reliée par Vosbeek et al. [151℄ à la distribution



46/170spatiale du taux de 
ontrainte, qui doit être plus faible à l'intérieur du tourbillon qu'àl'extérieur pour assurer la stabilité. Si σ > 3, le tourbillon est instable et la 
roissan
edes instabilités peut a�e
ter très fortement sa forme et 
onduire à une 
assure en deuxtourbillons 
orotatifs ou plus. Les 
onditions pour lesquelles une telle 
assure forme deuxtourbillons ont été étudiées par Drits
hel [46, 47℄, à partir de 
onsidérations énergétiques.En parti
ulier, 
e phénomène s'observe pour des tourbillons elliptiques de rapport initialpro
he de six. L'évolution temporelle de la vorti
ité peut également être a�e
tée par unpro
essus d'axisymétrisation. En e�et, Melander et al. [99℄ ont montré que des tourbillonsprésentant de faibles gradients de vorti
ité aux bords tendent à devenir 
ir
ulaires, à
ause de l'éje
tion progressive de �laments de vorti
ité. Ce phénomène a été étudié pourdes tourbillons elliptiques stables et pour des tourbillons 
orotatifs [100℄. Drits
hel [48℄fait toutefois remarquer qu'un état parfaitement 
ir
ulaire n'est pas atteint lorsque lesgradients de vorti
ité aux bords du tourbillon sont su�samment forts.Ainsi, deux phénomènes antagonistes sont sus
eptibles de se produire en présen
e d'untourbillon elliptique instable : la 
roissan
e de perturbations instables et l'axisymétrisationdu tourbillon. Les instabilités peuvent mener à une 
assure du tourbillon, tandis que la�lamentation tend à réduire l'ex
entri
ité et peut a�e
ter la 
roissan
e des perturbations.L'évolution du tourbillon dépend alors du phénomène qui va s'imposer. Le pro
essus do-minant s'établit en général lors des premières révolutions. L'évolution du tourbillon lorsde 
ette première phase peut en e�et modi�er notablement le poids relatif de 
es deuxphénomènes. Les e�ets visqueux peuvent en parti
ulier jouer un r�le important lors del'évolution initiale de tourbillons ave
 de forts gradients de vorti
ité, 
omme le soulignentMelander et al. [99℄. Une bonne prise en 
ompte de la vis
osité est don
 indispensablepour 
al
uler 
onvenablement l'évolution du tourbillon de Kir
hho�. Cependant, dansla littérature, la plupart des études numériques de tourbillons elliptiques s'appuient surdes appro
hes pseudo-spe
trales (Melander et al. [99℄) ou sur la méthode des 
ontoursdynamiques (Dris
hel [47, 48℄ ; Vosbeek et al. [151℄). Dans les algorithmes pseudospe
-traux, les e�ets visqueux sont modélisés par une vis
osité arti�
ielle d'ordre quatre, etils sont même négligés dans la méthode des 
ontours dynamiques. Seuls des é
oulementsfaiblement visqueux peuvent être ainsi étudiés ave
 
es appro
hes. Elles ne permettentdon
 pas de 
al
uler ave
 pré
ision le 
omportement d'un tourbillon elliptique lorsqu'il ya 
ompétition entre la 
roissan
e des instabilités et l'axisymétrisation. Ces appro
hes serestreignent de plus à des é
oulements in
ompressibles ; le bruit rayonné ne peut pas être
al
ulé dire
tement.Dans 
e 
hapitre, on s'est intéressé à l'évolution de tourbillons elliptiques de rapportsdi�érents. Le premier est stable et pratiquement 
ir
ulaire, ave
 un rapport σ = 1.2. Le



47/170deuxième a un rapport σ = 5 et son évolution est dominée par l'axisymétrisation. Lesautres tourbillons sont de rapport σ = 6, 12.5 et 25. Ils sont don
 fortement instables, et la
roissan
e des perturbations doit y être le pro
essus dominant. On souhaite tout d'abordétudier la 
ompétition entre l'axisymétrisation et la 
roissan
e des instabilités. Il s'agitdans 
e 
as de déterminer les e�ets de 
haque pro
essus sur l'évolution du tourbillon, les
onditions pour lesquelles il y a 
ompétition entre eux, le 
omportement du tourbillonlorsque 
ela se produit et le domaine de σ dans lequel 
haque pro
essus domine l'autre.L'obje
tif est ensuite de déterminer l'in�uen
e du rapport initial sur le bruit rayonné parle tourbillon et les e�ets de l'axisymétrisation sur l'évolution du 
hamp de pression.2.2 Maillage et 
onditions initialesLe maillage est 
onstitué de 381×381 points et est symétrique suivant les dire
tions x et
y. Il est similaire à 
elui des tourbillons 
orotatifs présenté dans le 
hapitre pré
édent (voir�gure A.3). Depuis le 
entre, le pas de dis
rétisation est 
onstant et vaut ∆0 = 2 × 10−4m sur les 30 premiers points. Le maillage est ensuite étiré à un taux de 4 % sur les 95points suivants, a�n d'atteindre le 
hamp a
oustique lointain. Ce taux est assez faiblepour 
onserver une bonne pré
ision (voir Bogey & Bailly [19℄). Finalement, le pas reste
onstant sur les 65 points restants, où il vaut ∆max = 41.5∆0, 
e qui est assez petitpour permettre la propagation des ondes a
oustiques dans les 
on�gurations étudiées. Onpeut noter que le 
as σ = 1.2 a aussi été réalisé ave
 un maillage deux fois plus �n et amontré qu'un ra�nement du maillage ne modi�e pas les résultats. L'origine des axes estprise au 
entre de la grille, qui 
orrespond aussi au 
entre du tourbillon. Le domaine de
al
ul s'étend de −3.7 × 103∆0 à 3.7 × 103∆0 dans les deux dire
tions. Dans toutes les
on�gurations, on a pris CFL = c0∆t/∆0 = 1.Tous les 
al
uls sont initialisés ave
 le tourbillon de Kir
hho�. L'expression du 
hampinitial de vitesse est donnée dans l'annexe C.1. La pression et la masse volumique sontrespe
tivement initialisées à p∞ = 105 Pa et ρ∞ = 1.21 kg.m−3. La vorti
ité est notée
ω et le paramètre de l'ellipse ǫ est dé�ni par σ = (1 + ǫ)/(1 − ǫ). Notons que ǫ est reliéà l'ex
entri
ité e par e = 2ǫ1/2/(1 + ǫ). Le rayon re du 
er
le asso
ié à l'ellipse véri�e
a = re(1 + ǫ) et b = re(1 − ǫ). L'indi
e 0 indique pour une quantité qu'elle est prise à
t = 0. La vitesse angulaire initiale du tourbillon est notée Ω0, et T0 
orrespond à la périodeinitiale de rotation du tourbillon. Dans toutes les 
on�gurations, on 
hoisit re0 = 40∆0, 
equi assure une bonne dis
rétisation des tourbillons pour σ ≤ 25. La vorti
ité initiale vaut
ω0 = 0.027/∆t. Les nombres de Reynolds Rea0 = a0Vmax/ν des tourbillons, basés sur a0et sur la vitesse maximale dans le tourbillon, vont de 1.1 × 105 pour σ = 1.2 à 2.8 × 104
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Fig. 2.1: Cas σ0 = 1.2. (a) Iso-niveaux de vorti
ité à t/T0 = 16 . Niveaux : 1 %, 5 % et de10 % à 90 % du maximum de vorti
ité ave
 un pas de 10 %. (b) Stru
ture du 
hampde vitesse induit par le tourbillon de Kir
hho� initial, dans un repère en rotation à lavitesse angulaire Ωth. frontière du tourbillon ; et · · · · lignes de 
ourant.Les points A et B sont deux points selle.pour σ = 25. Les valeurs intantanées de a et b sont estimées à 
haque itération à partirdu 
ontour de vorti
ité de niveau ωmax/2, où ωmax est le maximum de vorti
ité dans letourbillon. Les autres paramètres géométriques de l'ellipse sont alors déduits.2.3 Tourbillon de rapport initial pro
he de 1 (σ0 = 1.2)Le 
as d'un tourbillon elliptique de rapport voisin de 1 est tout d'abord étudié. Lerapport initial vaut σ0 = 1.2, 
e qui donne un paramètre de l'ellipse ǫ0 = 0.09 ≪ 1.Dans un premier temps, le 
omportement aérodynamique du tourbillon est analysé et est
onfronté aux résultats théoriques de la littérature. Le bruit rayonné est ensuite 
omparéà une solution analytique de référen
e obtenue par Howe [70℄, dé
rite dans l'annexe C.2.2.3.1 Évolution aérodynamiqueLa �gure 2.1(a) montre des iso-niveaux de vorti
ité à t/T0 = 16. On n'observe pas de�lamentation notable. Pour mieux 
omprendre 
e
i, la �gure 2.1(b) représente des lignes de
ourant induites par le tourbillon initial, dans un repère en rotation à la vitesse angulairedu tourbillon Ωth = ω(1−ǫ2)/4 (voir l'annexe C.1). La stru
ture des lignes de 
ourant restepar ailleurs identique durant toute l'évolution du tourbillon. Melander et al. [99℄ pré
isent
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Fig. 2.2: Cas σ0 = 1.2. (a) Évolution temporelle de σ. (b) Évolution temporelle : vitesseangulaire 
al
ulée Ω/Ω0, vitesse angulaire théorique Ωth/Ω0.
que le phénomène d'axisymétrisation se produit quand les deux points selle A et B sontsitués à l'intérieur du tourbillon. La vorti
ité autour de 
es points est alors éje
tée dutourbillon, et est 
onve
tée le long des lignes de 
ourant, amorçant ainsi l'axisymétrisation.Dans le 
as du tourbillon de Kir
hho�, les deux points selle sont initialement pla
és àl'extérieur du tourbillon, 
omme le montre la �gure 2.1(b). La di�usion visqueuse tend àrelaxer les gradients de vorti
ité au bord du tourbillon, mais dans la présente 
on�guration,la vorti
ité ne s'étale pas su�samment pour atteindre les points selles et la �lamentationne s'amor
e pas. Les tourbillons ave
 de forts gradients initiaux de vorti
ité ne semblentpas subir d'axisymétrisation, 
omme l'a pré
édemment observé Drits
hel [48℄. Cela est
on�rmé par l'évolution temporelle du rapport σ, représentée sur la �gure 2.2(a). Cerapport σ reste 
onstant. Le tourbillon tourne don
 sur lui-même, sans 
hangement deforme.D'après la �gure 2.2(b), la vitesse angulaire Ω du tourbillon est 
onstante, et est en bona

ord ave
 la vitesse angulaire théorique d'un tourbillon de Kir
hho� Ωth = ω(1 − ǫ2)/4donnée par Love [93℄. La valeur de Ωth est i
i 
al
ulée à 
haque itération à partir du 
al
ulde ǫ et ω, où ω est estimée par la moyenne intégrale de la vorti
ité à l'intérieur du 
ontourde niveau ωmax/2. Durant toute l'évolution du tourbillon, il y a un faible étalement de lavorti
ité aux bords du tourbillon sous l'e�et de la vis
osité. L'aire du tourbillon augmentealors légèrement, impliquant une lente diminution de la vorti
ité totale et don
 de Ωth.
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Fig. 2.3: Cas σ0 = 1.2. Champ de pression à t/T0 = 16. Contours de niveaux : p∞ − 10 Pa, p∞et p∞ + 10 Pa.2.3.2 Rayonnement a
oustiqueLe 
hamp a
oustique du tourbillon a ensuite été étudié. La �gure 2.3 montre que 
elui-
i rayonne 
omme un quadripole tournant. Le pro�l de pression le long de la ligne x = y,
x ≥ 0 à t/T0 = 16 est représenté sur la �gure 2.4(a). Au voisinage du tourbillon, le 
hampa
oustique pro
he domine la pression, mais sa 
ontribution dé
roît rapidement lorsqu'ons'éloigne pour laisser pla
e au 
hamp a
oustique lointain. Le résultat issu du 
al
ul est
omparé au résultat donné par la formule analytique (C.8) détaillée dans l'annexe C.2.Cette formule analytique a été obtenue par Howe [70℄, et donne le 
hamp a
oustiquelointain généré par des tourbillons de Kir
hho� ave
 ǫ≪ 1, pour lesquels les e�ets visqueuxsont négligés. En 
onsidérant uniquement le premier ordre en ǫ, Howe a aussi montré que leniveau de bruit est proportionnel à ǫ et que la fréquen
e du rayonnement ne dépend pas durapport σ. Une formule analytique plus générale (C.9), prenant en 
ompte le mouvementréel du tourbillon dans la fréquen
e du bruit rayonné, est donnée dans l'annexe C.2. Elles'applique lorsque la forme du tourbillon elliptique évolue dans le temps, et utilise lesvraies valeurs des di�érents paramètres aux temps retardés. Notons que 
es expressionsanalytiques ne fournissent pas le 
hamp a
oustique pro
he. Sur la �gure 2.4(a), le 
hampa
oustique lointain domine la pression pour d/a0 ≥ 80, et le résultat du 
al
ul tendvers 
elui de la formule analytique, ave
 un bon a

ord en fréquen
e et en niveau. La
omparaison des signaux temporels de pression au point x/a0 = y/a0 = 56 sur la �gure2.4(b) 
on�rme 
e bon a

ord.
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Fig. 2.4: Cas σ0 = 1.2. Comparaison du rayonnement a
oustique 
al
ulé ave
 la solution ana-lytique (C.8) : solution analytique ; • 
al
ul (d est la distan
e depuis le 
entredu tourbillon). (a) Pro�l de pression le long de la ligne x = y, x > 0 à t = 16T0.(b) Évolution temporelle de la pression au point x/a0 = y/a0 = 56.2.4 Tourbillon de rapport initial modéré (σ0 = 5)On s'intéresse maintenant à un tourbillon elliptique de rapport modéré σ0 = 5. Ilest initialement instable, et le paramètre de l'ellipse est ǫ0 = 0.67. La dynamique dutourbillon doit don
 être maintenant a�e
tée par la 
roissan
e des instabilités et par lepro
essus d'axisymétrisation. De plus, la formule analytique du bruit rayonné (C.8) n'estplus appropriée 
ar la valeur de ǫ n'est plus négligeable.2.4.1 Stabilité du tourbillon de Kir
hho�Avant d'étudier le 
omportement du tourbillon, il est utile de synthétiser les résultats
onnus sur la stabilité du tourbillon de Kir
hho�. La stabilité linéaire de 
e tourbillon ad'abord été étudiée par Love [93℄. En notant δn un petit dépla
ement de la frontière dutourbillon, il a montré par une analyse linéaire que les fon
tions propres de δn sont dela forme δn ∼ exp [i(m(θ − β) − γt)], où m est le nombre d'onde azimutal, θ est l'anglepolaire, β est un 
oe�
ient de phase et γ = γr+ iγi est la pulsation 
omplexe. La valeur de
γr donne don
 la fréquen
e du mode et 
elle de γi son taux de 
roissan
e. D'après Drits
hel[47℄, la relation de dispersion des modes est donnée par 4γ2/ω2 = (2mλ1 − 1)2 − λ2

2 où
λ1 = σ/(1+σ)2 et λ2 = (σ−1)m/(σ+1)m. La �gure 2.5 représente la pulsation 
omplexedes modes azimutaux m = 3, 4, 5 et 6. Les modes m = 1 et 2 ne sont pas représentés 
arle mode m = 1 est toujours stable et le mode m = 2 est le mode neutre, ave
 γm=2 = 0
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Fig. 2.5: Stabilité linéaire des modes m = 3, 4, 5 et 6 du tourbillon de Kir
hho�.
γ = γr + iγi est la pulsation 
omplexe d'un mode et m est le nombre d'onde azimutal.fréquen
e γr ; taux de 
roissan
e γi.quel que soit le rapport de l'ellipse. Lorsque m ≥ 3, γ est réel en dessous d'un rapport
ritique σm
. Le mode m est alors linéairement stable. Au dessus du rapport 
ritique

σm
, γ est imaginaire pur et le mode m est linéairement instable. Dans le 
as m = 3, onobtient σ3
 = 3, et pour m > 3 on observe que σm
 > σ3
. Ainsi le tourbillon est toujourslinéairement stable pour σ < 3. Pour un tourbillon ave
 un rapport plus grand, il existetoujours au moins un mode instable.La stabilité non-linéaire des tourbillons elliptiques a été étudiée numériquement parDrits
hel [47℄. Lorsque σ < 3, le tourbillon est non-linéairement stable 
ar on est dansle domaine de stabilité linéaire. Lorsque 3 < σ < 4.61, i.e. si seul le mode m = 3 estlinéairement instable, seules les perturbations impaires (
ombinaisons linéaires de modemimpairs) sont instables. Il n'y aura alors pas de 
roissan
e d'instabilité si les perturbationsinitiales sont paires, une perturbation paire ne pouvant générer que des modes pairs pare�ets non linéaires. Tous les modes pairs étant linéairement stables pour 3 < σ < 4.61,ils ne seront don
 pas ampli�és. Finalement, lorsque σ > 4.61, il y a toujours au moinsun mode pair et un mode impair linéairement instables, m = 3 et m = 4 par exemple. Letourbillon est alors non-linéairement instable, 
ar quelle que soit la perturbation initialeun mode sera ampli�é en raison des e�ets non linéaires.2.4.2 Évolution aérodynamiqueL'évolution aérodynamique du tourbillon est maintenant étudiée. Le 
hamp de vorti-
ité 
al
ulé est représenté sur la �gure 2.6. Le pro
essus de �lamentation s'amor
e aprèsune révolution. Le rapport σ dé
roît alors 
omme l'illustrent les �gures 2.6(
) et 2.6(d).
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Fig. 2.6: Cas σ0 = 5. Iso-niveaux de vorti
ité à di�érents instants : (a) t/T0 = 0.91 ;(b) t/T0 = 1.6 ; (
) t/T0 = 4.0 ; (d) t/T0 = 11. Niveaux : 2 %, 10 % et de 20 % à80 % du maximum de vorti
ité, ave
 un pas de 20 %.
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Fig. 2.7: Stru
ture du 
hamp de vitesse induit par le tourbillon, dans un repère en rotation ave

elui-
i. 
ontour de vorti
ité de niveau 0.1 × ωmax ; et · · · · lignes de
ourant. (a) Cas σ0 = 1.2 à t/T0 = 12.6. (b) Cas σ0 = 5 à t/T0 = 4.0.La �gure 2.7 montre les lignes de 
ourant induites par le tourbillon dans les 
as σ0 = 1.2et σ0 = 5, à deux instants du 
al
ul. On a vu pré
édemment que les points selle sontinitialement éloignés du tourbillon dans le 
as σ0 = 1.2. Pour σ0 = 5, la position initialede 
eux-
i s'est rappro
hée du tourbillon, 
omme le montre la �gure 2.7(b). Ils sont alorssu�samment pro
hes du bord du tourbillon pour que la vorti
ité les atteigne sous l'e�etde la vis
osité ; la �lamentation 
ommen
e alors.L'évolution temporelle du rapport σ est représentée sur la �gure 2.8. On distinguedeux phases dans l'évolution du tourbillon. La première va de t = 0 à t = 2T0 environ.Le tourbillon initial y est non-linéairement instable (σ0 > σ4
), et l'amplitude des per-turbations augmente. On observe aussi par exemple sur la �gure 2.6(a) que le tourbillonn'est plus parfaitement elliptique. Dans le même temps, la �lamentation s'amor
e, 
ommel'illustrent les �gures 2.6(a) et 2.6(b). Cela provoque alors la diminution du rapport, quidevient inférieur à la valeur seuil de σ4
. En dessous de 
e seuil, seules les perturbationsimpaires sont instables. Les 
hamps initiaux � et don
 les perturbations � étant pairs,le tourbillon devient ainsi stable pour σ < σ4
. Cette première phase illustre les e�etsantagonistes de l'axisymétrisation et de la 
roissan
e des instabilités : l'éje
tion de vor-ti
ité stabilise le tourbillon tandis que la 
roissan
e des instabilités tend à le 
asser. I
i
ette 
roissan
e est lente par rapport à la période de rotation du tourbillon, et l'axisy-métrisation s'impose don
. À partir de t = 2T0, durant la se
onde phase d'évolution, letourbillon 
onserve une forme elliptique et éje
te de la vorti
ité. Le rapport σ dé
roît
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Fig. 2.8: Cas σ0 = 5. (a) Évolution temporelle de σ. (b)Évolution temporelle : vitesseangulaire 
al
ulée Ω/Ω0, vitesse angulaire théorique pour le tourbillon de Kir-
hho� Ωth/Ω0 = ω(1−ǫ2)/(4Ω0), · · · · vitesse angulaire appro
hée Ωapp/Ω0 = ω/(4Ω0).
progressivement, 
e qui provoque une augmentation de la vitesse de rotation, 
omme onle 
onstate sur la �gure 2.8(b). Cela montre 
lairement que l'évolution du rapport a�e
tenotablement le 
omportement du tourbillon. La vitesse angulaire 
al
ulée Ω est en bona

ord ave
 la vitesse théorique Ωth/Ω0 = ω(1− ǫ2)/4 donnée par Lamb [83℄ pour le tour-billon de Kir
hho�. On observe également un é
art important entre la vitesse théoriqueet la vitesse appro
hée ω/4 utilisée par Howe [70℄ dans la formule analytique (C.8), 
equi montre que ǫ n'est pas négligeable. Les variations du niveau de vorti
ité ω dans letourbillon sont dire
tement données par l'évolution de la vitesse angulaire appro
hée ω/4reportée sur la �gure 2.8(b). La vorti
ité dans le tourbillon dé
roît don
 ave
 le temps t ;
ela est dû essentiellement à la �lamentation qui provoque un é
happement de vorti
ité.La vitesse théorique Ωth/Ω0 = ω(1 − ǫ2)/4 étant proportionnelle à ω, une dé
roissan
ede la vorti
ité dans le tourbillon implique une rédu
tion de sa vitesse angulaire. La �la-mentation tend don
 à diminuer la vitesse de rotation du tourbillon via la valeur de ω.L'axisymétrisation provoque aussi une diminution du rapport σ et, par 
onséquent, duparamètre ǫ. L'expression de Ωth montre que 
ela implique une a

élération de la rotation.Ainsi, la �lamentation a deux e�ets opposés. La vitesse angulaire e�e
tive augmentantave
 le temps t (voir la �gure 2.8(b)), le se
ond e�et est dominant et les variations de lavitesse angulaire du tourbillon sont prin
ipalement dues à la dé
roissan
e du rapport σ,et non à la diminution du niveau de vorti
ité dans le tourbillon.
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Fig. 2.9: Cas σ0 = 5. Champ de pression à t/T0 = 4.0 (a) et t/T0 = 11 (b). Contours de niveaux :
p∞ − 40 Pa, p∞ − 20 Pa, p∞, p∞ + 20 Pa et p∞ + 40 Pa.
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Fig. 2.10: Cas σ0 = 5. Pro�ls de pression le long de la droite x = y, x > 0 à deux instantsdi�érents : t = 4T0 ; t = 11T0 (d est la distan
e depuis le 
entre dutourbillon).
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Fig. 2.11: Cas σ0 = 5. (a) Pro�ls de pression à t = 11T0 le long de la droite x = y, x > 0.(b) Évolution temporelle de la pression au point x/a0 = y/a0 = 37. solutionanalytique (C.9) ; • 
al
ul (d est la distan
e depuis le 
entre du tourbillon).2.4.3 Rayonnement a
oustiqueOn s'intéresse maintenant au 
hamp a
oustique du tourbillon. Des 
artographies du
hamp de pression à t = 4T0 et t = 11T0 sont données sur la �gure 2.9. Les pro�ls depression le long de la droite x = y, x > 0 sont représentés à 
es deux instants sur la �gure2.10. On remarque que le phénomène d'axisymétrisation a�e
te notablement le 
hampsonore : la fréquen
e du bruit augmente ave
 le temps, 
onformément à l'augmentationde la vitesse de rotation, et le niveau de bruit diminue. Par la suite, le 
hamp a
oustique
al
ulé est 
omparé ave
 les résultats issus de la formule analytique (C.9). Cette dernièreprend en 
ompte l'évolution du tourbillon, et plus parti
ulièrement les variations de lavitesse angulaire dans la modélisation de la fréquen
e du bruit, alors que le tourbillon estsupposé tourner à une vitesse 
onstante dans la formule (C.8). La �gure 2.11(a) représenteles pro�ls de pression à t = 11T0 le long de la droite x = y, x > 0. L'é
art entre les solutions
al
ulées et analytiques au voisinage du tourbillon est dû au fait que la formule (C.9) neprend pas en 
ompte le 
hamp de pression pro
he. Au delà de d = 25a0, le 
hamp lointainest dominant et il y a alors un bon a

ord entre le 
al
ul et la solution analytique. Lesignal de pression au point x/a0 = y/a0 = 37 est représenté sur la �gure 2.11(b). Onobserve 
lairement la dé
roissan
e du niveau de bruit sous l'e�et de l'axisymétrisation, etles résultats numériques et analytiques sont, là en
ore, en très bon a

ord. Cela montreque la fréquen
e du bruit est bien prédite par la formule (C.9) et que le niveau du bruitrayonné est, 
onformément à la solution analytique, proportionnel à ǫ même lorsque 
elui-
i n'est pas petit devant un. Ces 
omparaisons laissent à penser que l'expression (C.9)



58/170peut être employée sur une grande gamme de rapports σ, 
e que ne laissait pas supposerl'approximation au premier ordre en ǫ.2.5 Tourbillons de rapports initiaux élevés (σ0 ≥ 6)Des tourbillons de rapports élevés σ0 ≥ 6 sont maintenant étudiés. Le tourbillon deKir
hho� est alors linéairement et non-linéairement instable et toutes les perturbationssont ampli�ées. Dans 
e 
as, la 
roissan
e des perturbations est le phénomène dominant,
e qui induit de fortes déformations du tourbillon. On s'intéresse tout d'abord au 
as
σ0 = 6. Les tourbillons ave
 σ0 = 12.5 et σ0 = 25 seront ensuite étudiés. Les 
hampsa
oustiques pour 
es 
on�gurations ne seront pas analysés 
ar l'évolution aérodynamiquede 
es tourbillons est tellement rapide que le transitoire numérique asso
ié aux 
onditionsinitiales se superpose au bruit rayonné.2.5.1 Cas σ0 = 6Deux phases peuvent être distinguées dans l'évolution du 
hamp de vorti
ité pour le
as σ0 = 6. Lors de la première, une perturbation paire 
roît et provoque la 
assure dutourbillon en deux tourbillons 
orotatifs, 
omme l'illustre la �gure 2.12. La séparationen deux tourbillons s'e�e
tue en moins d'une demi-révolution. La 
roissan
e des insta-bilités est en e�et trop rapide pour être 
ontrariée par l'axisymétrisation. Cependant, la
on�guration 
onstituée des deux tourbillons 
orotatifs est également instable et 
eux-
i fusionnent pour former un nouveau tourbillon elliptique de rapport plus grand que
σ4
 ≈ 4.61, 
omme le montre la �gure 2.13. Ce nouveau tourbillon est don
 instable etdeux tourbillons 
orotatifs sont de nouveau formés. L'évolution temporelle du rapport
σ lorsque le tourbillon retrouve un état elliptique est représentée sur la �gure 2.13. Onremarque que σ diminue tout d'abord jusqu'à 4.8. Cette dé
roissan
e peut être attribuéeà la �lamentation, que l'on peut par exemple observer sur la �gure 2.12(e). Le rapportreste ensuite 
onstant, au dessus du seuil σ4
. Plusieurs 
y
les ellipse/tourbillons 
oro-tatifs/ellipse se produisent. La possibilité de tels 
y
les entre deux états instables a étémentionnée par Drits
hel [46, 47℄. En négligeant les e�ets visqueux, 
elui-
i a notammentmontré par des 
onsidérations énergétiques que 
ela se produit d'autant plus fa
ilementque le rapport initial est pro
he de six. La se
onde phase dans l'évolution du tourbillon
ommen
e vers t ≈ 5.5T0. Le tourbillon elliptique se 
asse dé�nitivement et deux tour-billons 
orotatifs stables sont formés, 
omme l'illustre la �gure 2.14. On n'observe alorsplus qu'une atténuation des gradients de vitesse sous l'e�et de la vis
osité, voir les �gures
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Fig. 2.12: Cas σ0 = 6. Iso-niveaux de vorti
ité à di�érents instants. (a) t/T0 = 0.096 ;(b) t/T0 = 0.29 ; (
) t/T0 = 0.48 ; (d) t/T0 = 0.67 ; (e) t/T0 = 0.87 ; (f) t/T0 = 1.2.Niveaux : 20 %, 40 %, 60 % et 80 % du maximum de vorti
ité.
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Fig. 2.13: Cas σ0 = 6. Évolution temporelle de σ, 
al
ulée à 
haque fois que le tourbillon retrouveune forme elliptique durant les 
y
les ellipse - tourbillons 
orotatifs - ellipse.2.14(
) et 2.14(d).Le signal de pression au point x/a0 = y/a0 = 36 est représenté sur la �gure 2.15.Jusqu'à t = 9T0 le bruit rayonné est généré durant la première phase d'évolution. Le
hamp a
oustique y est étonnamment peu a�e
té par les 
y
les ellipse/tourbillons 
oro-tatifs/ellipse, bien que le 
hamp de vorti
ité subisse d'importantes modi�
ations. Vers
t = 9T0, le niveau et la fréquen
e du bruit diminuent subitement ave
 la rupture dé�ni-tive du tourbillon elliptique. La fréquen
e est alors la moitié de 
elle 
al
ulée durant lapremière phase et le niveau de bruit devient environ deux fois plus faible.2.5.2 Cas σ0 = 12.5 et σ0 = 25Dans le 
as σ0 = 12.5, le tourbillon initial est fortement instable, et il se 
asse trèsrapidement, 
omme le montrent les 
hamps de vorti
ité de la �gure 2.16. Deux tour-billons 
orotatifs sont alors formés, en moins d'une demi-révolution ; Vosbeek et al. [151℄observent le même phénomène. Dans le 
as σ0 = 25, le tourbillon initial est très �n et il se
asse en
ore plus t�t, en un quart de tour, produisant quatre tourbillons alignés (voir la�gure 2.17). Les deux tourbillons intérieurs fusionnent, 
e qui aboutit à une 
on�guration
onstituée de trois tourbillons alignés, 
omme reporté sur la �gure 2.17(e). Finalement,
es trois tourbillons fusionnent à leur tour pour former un tourbillon elliptique stable defaible rapport σ. Ces résultats di�èrent de 
eux de Vosbeek et al. [151℄ qui obtiennent unétat �nal 
omposé de deux tourbillons 
orotatifs. Il faut toutefois rappeler que Vosbeeket al. [151℄ utilisent la méthode des 
ontours dynamiques et qu'ils ne résolvent qu'uneapproximation des équations de Navier-Stokes.
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Fig. 2.14: Cas σ0 = 6. Iso-niveaux de vorti
ité à di�érents instants. (a) t/T0 = 2.9 ;(b) t/T0 = 5.8 ; (
) t/T0 = 8.7 ; (d) t/T0 = 19. Niveaux : 20 %, 40 %, 60 % et 80 %du maximum de vorti
ité.
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Fig. 2.15: Cas σ0 = 6. Signal de pression au point x/a0 = y/a0 = 36.2.6 Con
lusionLes 
hamps a
oustiques et aérodynamiques de tourbillons elliptiques de di�érents rap-ports σ ont été 
al
ulés. L'évolution des tourbillons s'avère fortement liée à la valeur durapport initial σ0. Celle-
i gouverne en e�et les poids relatifs du pro
essus d'axisymétri-sation et de la 
roissan
e des instabilités.Lorsque σ0 est pro
he de 1, le tourbillon tourne à vitesse angulaire 
onstante sans
hangement de forme et produit un bruit harmonique 
onstant. Lorsque σ0 a une va-leur modérée (2 < σ0 < 6), l'axisymétrisation est le prin
ipal mé
anisme d'évolution. La�lamentation provoque une diminution du rapport, 
e qui stabilise le tourbillon en stop-pant la 
roissan
e des instabilités, et augmente la vitesse de rotation. Le niveau du bruitrayonné diminue don
 et la fréquen
e augmente. Pour des rapports σ0 plus grands que 6,la 
roissan
e des instabilités est le phénomène dominant et l'axisymétrisation ne se pro-duit pas assez rapidement pour stabiliser le tourbillon. Celui-
i se 
asse alors en plusieurstourbillons, d'autant plus nombreux que σ0 est grand. Pour σ0 = 6, on observe plusieurspassages entre un état elliptique et une 
on�guration 
onstituée de deux tourbillons 
o-rotatifs. Le 
hamp a
oustique rayonné est 
ependant peu a�e
té par 
ette évolution. Ona montré de plus que le bruit émis est prin
ipalement modi�é par les variations du rap-port, plut�t que par 
elles du niveau de vorti
ité dans le tourbillon. Le paramètre ǫ estainsi le paramètre 
lef pour dé
rire le 
hamp a
oustique émis par un tourbillon elliptique.Le 
hamp lointain de pression s'est de plus avéré être en bon a

ord ave
 la formuleanalytique (C.9) développée dans l'annexe C.2.
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Fig. 2.16: Cas σ0 = 12.5. Iso-niveaux de vorti
ité à di�érents instants. (a) t/T0 = 0.015 ;(b) t/T0 = 0.28 ; (
) t/T0 = 0.54 ; (d) t/T0 = 0.80. Niveaux : 20 %, 40 %, 60 %et 80 % du maximum de vorti
ité.
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Fig. 2.17: Cas σ0 = 25. Iso-niveaux de vorti
ité à di�érents instants. (a) t/T0 = 8.1 × 10−3 ;(b) t/T0 = 0.20 ; (
) t/T0 = 0.32 ; (d) t/T0 = 0.46 ; (e) t/T0 = 0.81 ; (f) t/T0 = 1.13.Niveaux : 20 %, 40 %, 60 % et 80 % du maximum de vorti
ité.



Chapitre 3Mise au point d'un solveur 3-D pour lesjets initialement turbulentsA�n d'e�e
tuer des simulations dire
tes de jets turbulents en régime subsonique età grand nombre de Reynolds, une version 3-D du solveur en 
oordonnées 
ylindriquesprésenté dans le 
hapitre 1 a été mise au point. Des développements spé
i�ques au 
asdes jets ont dû être réalisés. Ils sont présentés dans 
e 
hapitre.Dans un premier temps, les équations �ltrées de la Simulation des Grandes E
helles etla modélisation des é
helles non résolues sont présentées. Dans un se
ond temps, l'ajoutde la troisième dimension dans le 
ode en 
oordonnées polaires dé
rit au paragraphe 1.6est détaillé. Nous aborderons ensuite la modélisation de la tuyère du jet et la méthodede génération de la turbulen
e en sortie de buse, qui sont des points importants pour le
al
ul dire
t du bruit de jet. En�n, les 
onditions d'entrée de �uide, les 
onditions initialeset la mise en pla
e d'un rappel des grandeurs aux limites du domaine seront exposées.3.1 Simulation des Grandes E
hellesTous les 
al
uls présentés dans les deux premiers 
hapitres sont des Simulations Nu-mériques Dire
tes, ou Dire
t Numeri
al Simulation (DNS). Dans un tel 
al
ul, toutesles é
helles 
onstituant le spe
tre de l'énergie turbulente sont 
onvenablement résolues.En DNS, il faut don
 mailler aussi bien les grandes é
helles, de taille pro
he de l'é
helleintégrale Lf, que les petites stru
tures qui dissipent l'énergie turbulente et qui ont unetaille allant jusqu'à l'é
helle de Kolmogorov lη. Dans le 
as d'une turbulen
e homogèneisotrope [6℄ on a :
Lf
lη

∼ Re3/4
Lf ave
 ReLf =

u′Lf
ν



66/170où u′ est l'ordre de grandeur des �u
tuations de vitesse dans l'é
oulement et ǫ est la dissi-pation. Ainsi, le nombre de points du maillage né
essaire au 
al
ul de l'é
oulement 
ompletvarie 
omme Re9/4
Lf . Lorsque le nombre de Reynolds est faible, le nombre de points requisreste modéré et la DNS est envisageable. Colonius et al. [33℄ ont par exemple étudié le bruitd'une 
ou
he de mélange 2-D à faible nombre de Reynolds, ave
 Reδω

= ∆Uδω/ν = 250où ∆U est la di�éren
e de vitesse entre les deux é
oulements et δω est l'épaisseur de vor-ti
ité. Mit
hell et al. [105, 106℄ ont aussi 
al
ulé le 
hamp a
oustique rayonné par un jetaxisymétrique (ReD = UjD/ν = 5× 103), et Freund et al. [55, 57℄ ont simulé des jets 3-Dà Ma
h 0.9 (ReD = 3.6 × 103) et 1.92 (ReD = 2 × 103), tandis que Colonius et al. [31℄et Gloerfelt et al. [66℄ se sont intéressés au bruit émis par une 
avité 2-D pla
ée dans uné
oulement.En revan
he, lorsque le nombre de Reynolds augmente, le 
al
ul devient très rapi-dement prohibitif, typiquement au delà de ReD = 104 dans le 
as des jets. Comme ons'intéressera par la suite à des nombres de Reynolds supérieurs à 
ette valeur, la simula-tion de l'é
oulement seul est déjà problématique. Cette di�
ulté est ensuite a

entuée parle fait qu'on souhaite aussi mailler une partie du 
hamp a
oustique. On ne pourra don
pas e�e
tuer une DNS pour 
al
uler de tels jets, la mémoire requise ne permettant pas de
al
uler toutes les stru
tures turbulentes présentes. Une autre appro
he numérique doitêtre utilisée, la Simulation des Grandes É
helles (SGE), dite aussi Large Eddy Simulation(LES), qui utilise un maillage ne dis
rétisant pas les plus petites é
helles de l'é
oulement.3.1.1 Équations de Navier-Stokes �ltréesLorsque le maillage n'est pas assez �n, il existe une é
helle ∆ en dessous de laquelleles stru
tures turbulentes ne sont pas dis
rétisées. L'appro
he LES 
onsiste à ne 
al
ulerque les grosses stru
tures de l'é
oulement (de taille plus grande que ∆) et à modéliserl'in�uen
e des é
helles non résolues (de taille inférieure à ∆). Cela suppose le plus souventque l'é
oulement est essentiellement 
ara
térisé par 
es grandes é
helles, et que les petitesstru
tures ont un 
omportement quasi-universel.La sous-dis
rétisation agit 
omme un �ltrage spatial passe-bas sur les équations deNavier-Stokes. Une grandeur �ltrée f s'é
rit alors :
f(x) =

∫

D

f(x)G∆(x − x′)dx′où G∆ est le noyau du �ltre et D est le domaine de 
al
ul. On utilisera également par lasuite le �ltrage de Favre de f [6℄, qui se dé�nit par :
f̃ =

ρf

ρ



67/170où ρ est la masse volumique. La partie non résolue de f , au sens de Favre, a pour ex-pression f ′′ = f − f̃ . Notons que la dis
rétisation du domaine de 
al
ul implique uneperte irréversible d'informations, qui traduit le fait qu'on ne peut re
onstruire les 
hamps
omplets en 
onnaissant uniquement les 
hamps �ltrés. En supposant que le �ltrage estlinéaire et qu'il 
ommute ave
 les opérations de dérivations spatiales et temporelles, leséquations �ltrées de 
onservation de la masse et de quantité de mouvement s'é
rivent,sous forme tensorielle :
∂ρ

∂t
+ div(ρṼ) = 0

∂ρṼ

∂t
+ div(ρṼ ⊗ Ṽ + pI − T̂

)
= div(T + T − T̂

)où V est le ve
teur vitesse, I est le tenseur identité et :
T = 2µ(T )S ave
 S =

1

2

[gradV + grad(V)t − 2

3
IdivV]

T̂ = 2µ(T̃ )Ŝ ave
 Ŝ =
1

2

[gradṼ + grad(Ṽ)t − 2

3
IdivṼ]

T = ρṼ ⊗ Ṽ − ρṼ ⊗ VLe terme T est appelé tenseur des é
helles de sous-maille. Il 
ontient les e�ets des é
hellesnon résolues et ne peut être déduit des 
hamps résolus. Il doit don
 être modélisé. Il peutse dé
omposer en trois termes :
T = ρṼ ⊗ Ṽ − ρ

˜̃
V ⊗ Ṽ︸ ︷︷ ︸

L

−ρ ˜̃V ⊗ V′′ − ρ
˜(

Ṽ ⊗ V′′
)t

︸ ︷︷ ︸
C

−ρ ˜V′′ ⊗ V′′

︸ ︷︷ ︸
RLe tenseur L est appelé tenseur de Léonard. Il traduit le fait que le �ltrage n'est pasidempotent. Il est souvent négligé 
ar il est petit, mais il peut être 
al
ulé à partir des
hamps résolus. C est le tenseur des termes 
roisés et 
orrespond aux intera
tions entreles é
helles de sous-maille et les é
helles résolues. R est le tenseur de Reynolds asso
iéaux é
helles non résolues ; 
'est une in
onnue du problème.Il reste maintenant à é
rire une équation sur l'énergie. En ajoutant l'équation �ltréede l'énergie interne à 
elle de transport de l'énergie 
inétique [152℄, on obtient :

∂ρêt
∂t

+ div [(ρêt + p)Ṽ + q̂ + Q − T̂ ⊗ Ṽ
]

=Ṽ · divT + ρǫ̂+ ρπ̂

+ div(T ⊗ Ṽ − T̂ ⊗ Ṽ
)
− div (q − q̂)ave
 :

ρêt =
p

γ − 1
+

1

2
ρṼ2

q = −cpµ(T )

σ
gradT
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q̂ = −cpµ(T̃ )

σ
gradT̃

Q =
pV − pṼ

γ − 1

ρǫ̂ = T : gradV − T : gradṼ
ρπ̂ = pdivṼ − pdivVLa grandeur êt est l'énergie totale du 
hamp résolu, Q est le ve
teur de 
orrélationpression-vitesse de sous-maille, ρǫ̂ 
orrespond à la dissipation turbulente de sous-mailleet ρπ̂ est la 
orrélation pression-dilatation de sous-maille. Ces trois derniers termes nepeuvent pas être 
al
ulés dire
tement à partir des é
helles résolues. Ils doivent dont êtremodélisés. On note la présen
e de deux termes, div(T ⊗ Ṽ − T̂ ⊗ Ṽ) et div(q − q̂), liésà la substitution de T par T̂ et à 
elle de q par q̂. Ils sont usuellement négligés, 
ommele pré
isent Erleba
her et al. [51℄, et il en est de même pour le terme div(T − T̂ ) del'équation de quantité de mouvement.Ainsi, le �ltrage des équations de Navier-Stokes fait apparaître des termes devant êtremodélisés : C, R, Q, ρǫ̂ et ρπ̂. Il est extrêmement 
oûteux numériquement de prendre en
ompte tous 
es termes, même de façon très approximative. Très souvent, on les négligetous à l'ex
eption du terme R dans le tenseur de sous-maille, qui est prépondérant. Onest alors amené à résoudre un problème de fermeture 
onsistant à appro
her 
e terme parune fon
tion faisant intervenir uniquement les é
helles résolues, 
al
ulées expli
itement.Notons que le 
hoix du modèle de sous-maille est un point important. De nombreuxtravaux de la littérature ont en e�et montré que 
ela avait un impa
t sur le bruit 
al
ulé[1, 23, 110, 120, 121, 162℄.3.1.2 Nombre d'onde de 
oupure en LESLe r�le du modèle de sous-maille est de prendre en 
ompte les e�ets des é
helles desous-maille. À haut nombre de Reynolds, l'énergie 
inétique de l'é
oulement est prin
ipa-lement 
ontenue dans les grandes stru
tures, de taille voisine de Lf. Ces stru
tures sontdon
 spé
i�ques à 
haque é
oulement. Leur énergie est transmise aux petites é
helles,qui vont la dissiper sous l'e�et de la vis
osité. Ce transfert d'énergie est réalisé par lesstru
tures de tailles intermédiaires, situées dans la zone inertielle du spe
tre d'énergieturbulente. Cette zone est d'autant plus étendue que le nombre de Reynolds est grand,
ar les e�ets 
onve
tifs non-linéaires dominent alors nettement les e�ets visqueux. Lesstru
tures de la zone inertielle ont un 
omportement universel, qui ne varie pas suivantles types d'é
oulements, rendant alors possible leur modélisation. La 
oupure du �ltre de



69/170la LES doit don
 plut�t être pla
ée dans la zone inertielle, pour que les grandes é
helles
ara
téristiques de l'é
oulement puissent être 
al
ulées, et pour que l'in�uen
e des é
hellesnon résolues puisse être prise en 
ompte par un modèle de la 
as
ade d'énergie. Le r�ledu modèle de sous-maille est ainsi d'assurer 
e transfert d'énergie à la pla
e des é
hellesde la zone inertielle qui ont été tronquées par le �ltre de la LES.Les points qui pré
èdent montrent qu'il est important de 
onnaître la position de la
oupure du �ltre de la LES, dans la mesure où elle in�ue sur le modèle de sous-maille.Cette 
oupure du �ltre a lieu à la taille des plus petites stru
tures bien résolues, ∆. Elleest don
 fortement liée aux s
hémas numériques utilisés, voir par exemple les travaux deGhosal [62℄ et Chow & Moin [30℄. On a montré aussi dans la partie 1.2 que les s
hémasde dis
rétisation spatiale ne sont pré
is que pour des nombres d'onde inférieurs à une
ertaine valeur. Au dessus de 
ette valeur, les stru
tures turbulentes seront mal 
al
uléeset l'erreur 
ommise peut même s'avérer plus grande que la valeur du tenseur de sous-maille, 
omme le soulignent Krav
henko & Moin [82℄. Il est don
 indispensable de leséliminer du 
al
ul. L'intérêt de l'utilisation d'un �ltrage séle
tif (voir le paragraphe 1.3)se trouve alors renfor
é. En e�et, une 
oupure du �ltre séle
tif pla
ée dans la gamme desnombres d'onde bien 
al
ulés par les s
hémas permet de dissiper la plus grande partie desstru
tures mal résolues. Seules les stru
tures bien résolues seront alors 
onservées dans le
al
ul.Stefano & Vasilyev [124℄ montrent que la forme du �ltre est également un point im-portant dans la modélisation du tenseur de sous-maille. Le noyau du �ltre de la LES esten e�et présent impli
itement dans des équations �ltrées. Domaradski & Adams [44℄ entreautres sont parvenus à é
rire le tenseur de sous-maille en distinguant expli
itement lesé
helles bien résolues et 
elles qui sont a�e
tées par la forme du �ltre. Ils font apparaîtreun terme supplémentaire lié aux 
ara
téristiques du �ltre. Ce terme s'annule pour un�ltre passe-bas idéal ; on aura don
 intérêt à avoir une 
oupure la plus raide possible,pour minimiser les e�ets de la forme du �ltre sur la modélisation.3.1.3 Modélisation du tenseur de sous-mailleNous avons vu que la résolution des équations de la LES implique de proposer unefermeture pour le tenseur de sous-maille T ≈ −ρ ˜V′′ ⊗ V′′. De nombreuses modélisationsde 
e terme peuvent être envisagées. Sagaut [115℄ distingue notamment les appro
hesstru
turelles, qui 
onsistent à estimer au mieux T à partir des 
hamps résolus, et lesappro
hes fon
tionnelles, qui 
her
hent à modéliser dire
tement l'a
tion des é
helles desous-maille sans passer par une évaluation du tenseur T. De très nombreux modèles sont



70/170détaillés dans la littérature. Les prin
ipaux sont présentés dans 
e qui suit.Modèles basés sur une vis
osité turbulenteLa plupart des modèles détaillés dans la littérature s'appuient sur la généralisation del'hypothèse de Boussinesq, qui relie le tenseur de sous-maille aux gradients de la vitesse�ltrée [6℄, à l'aide d'une vis
osité turbulente νt = µt/ρ :
T = 2µtŜ − 2

3
ρk̃sgsI ave
 ρk̃sgs =

1

2
ρṼ′′ · V′′où ksgs est l'énergie 
inétique de sous-maille. Le terme ksgs peut faire l'objet d'une modé-lisation [88℄, mais il est souvent négligé, 
omme le font remarquer Erleba
her et al. [51℄.En 1963, Smagorinsky [123℄ a 
onstruit un des premiers (et des plus populaires) modèlepour νt :

νt = (Cs∆)2
√

2Ŝ : Ŝoù Cs est la 
onstante de Smagorinsky. Elle peut être estimée si on suppose que la 
oupuredu �ltre se trouve dans la zone inertielle. Ave
 
ette hypothèse, la vis
osité turbulente doitdissiper l'énergie des grosses stru
tures au fur et à mesure que 
elle-
i est transmise auxpetites é
helles. Cela implique que Cs ≈ 0.18 pour une turbulen
e homogène isotrope,bien que l'on 
hoisisse généralement une valeur plus faible. Le modèle de Smagorinskyinduit 
ependant une dissipation ex
essive dans les régions laminaires de l'é
oulement,
ar il présuppose la présen
e de turbulen
e dès qu'il y a des gradients de vitesse non nuls,
e qui n'est pas né
essairement le 
as. Cela 
onduit notamment à une mauvaise transitionvers la turbulen
e, 
omme le montrent Vreman et al. [153℄ ave
 un 
al
ul d'une 
ou
he demélange.Pour remédier à 
e problème, des formulation dynamiques du modèle de Smagorinskyont été 
onstruites. L'idée est de faire varier Cs en espa
e et en temps, pour adapter ladissipation à l'état lo
al de la turbulen
e. Germano et al. [60℄ ont par exemple développéun modèle dynamique en in
ompressible, qui permet une bonne prise en 
ompte de latransition vers la turbulen
e et de la présen
e de parois. Il a ensuite été généralisé auxé
oulements 
ompressibles par Moin et al. [108℄. Ces modèles s'avèrent toutefois extrê-mement 
oûteux numériquement [23, 145℄. De plus, le 
oe�
ient Cs est le plus souventmaintenu positif en pratique pour des raisons de stabilité, 
e qui interdit toute remontéed'énergie des petites stru
tures vers les é
helles résolues (ba
ks
attering), ou alors il estmoyenné dans un plan ou une dire
tion homogène de l'é
oulement [63℄.Les modèles de vis
osité turbulente posent de plus d'autres di�
ultés. Ils alignent ene�et le tenseur de sous-maille T ave
 le tenseur des e�ets visqueux T . Tout se passe alors
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omme si on avait un �uide de vis
osité ν + νt au lieu de ν. On 
onstate don
 que 
esmodèles augmentent arti�
iellement la vis
osité réelle du �uide et que 
ela tou
he, par
onstru
tion, toutes les é
helles du 
al
ul. Le nombre de Reynolds e�e
tif de l'é
oulementest ainsi modi�é [22, 45℄, 
e qui peut avoir des 
onséquen
es notables lors du 
al
ul dire
tdu bruit rayonné par un jet [23℄. Liu et al. [92℄ ont également montré expérimentalementque le tenseur de sous-maille n'est que faiblement 
orrélé ave
 S, 
e qui remet en 
ausel'hypothèse d'une vis
osité turbulente instantanée.Modèle de Bardina et modèles mixtesBardina et al. [7℄ ont développé un modèle de sous-maille qui ne repose pas sur unevis
osité turbulente. En supposant l'invarian
e entre les plus petites é
helles résolues etles plus grandes é
helles de sous-maille, ils proposent l'expression suivante :
T = ρ

(
V ⊗ V − V ⊗ V

)où T in
lut aussi le tenseur de Leonard et le tenseur des termes 
roisés. Ce modèle présentel'in
onvénient de ne pas être assez dissipatif. Il 
onduit à une a

umulation de l'énergieaux plus petites stru
tures 
al
ulées et ren
ontre don
 des problèmes de stabilité. Bardinaet al. [7℄ re
onnaissent de plus que 
e modèle surestime le ba
ks
attering, 
e qu'observentégalement Vreman et al. [153℄.Une vis
osité turbulente a été ajoutée par la suite à 
e modèle, formant ainsi un modèledit � mixte � :
T = ρ

(
V ⊗ V − V ⊗ V

)
+ 2µtŜ − 2

3
ρk̃sgsIOn 
ombine alors le bon 
omportement du modèle de Bardina pour dé
rire le tenseur desous-maille et la dissipation des modèles de vis
osité turbulente. Il existe de nombreusesvariantes de modèles mixtes [116, 154℄, et elles donnent de bons résultats lorsque νt estévalué dynamiquement. Ces modèles ont toutefois aussi tendan
e à réduire le nombre deReynolds de l'é
oulement.Modèles basés sur la dé
onvolutionLes modèles de similarité ont pour obje
tif de re
onstruire le 
hamp non �ltré à partirdes variables �ltrées, jusqu'à l'é
helle de 
oupure du maillage. Pour 
ela, Geurts [61℄ dé-termine l'opérateur de dé
onvolution asso
ié au �ltrage, par approximation polynomiale.Les 
hamps �ltrés peuvent également être dé
onvolués à l'aide de la méthode de Van Crit-tert, 
omme l'expliquent Stolz & Adams [125℄. Notons que 
es appro
hes ont l'avantage dene pas introduire de modélisation physique. Elles s'appuient uniquement sur la forme du
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ependant pas être réalisé exa
tement. La dé
onvolutionrevient alors à appliquer un �ltre très séle
tif, 
omme le soulignent Mathew et al. [98℄.On a en e�et vu pré
édemment qu'un �ltre très séle
tif minimise l'impa
t de la forme dela 
oupure, 
e que fait aussi la dé
onvolution. Une fois le 
hamp non �ltré re
ontruit, letenseur de sous-maille est 
al
ulé par une su

ession de �ltrages [44℄.LES impli
iteLa Simulation des Grandes É
helles impli
ite utilise la dissipation numérique des s
hé-mas de dis
rétisation, pour modéliser les e�ets des é
helles non résolues. Les s
hémas nu-mériques génèrent en e�et une dissipation arti�
ielle. L'appro
he impli
ite 
onsidère que
ette vis
osité d'origine numérique modélise la dissipation due aux é
helles non résolues.Dans 
e 
as, le tenseur de sous-maille n'a pas besoin d'être 
al
ulé. Historiquement, 
etteappro
he a été adoptée dans des 
on�gurations supersoniques, qui utilisent des s
hémasfortement dissipatifs pour 
apturer les 
ho
s [25℄.La LES impli
ite s'avère 
ependant trop dissipative, 
ar la vis
osité numérique dess
hémas utilisés est souvent élevée et peu séle
tive. Elle tend don
 à réduire le nombre deReynolds e�e
tif de l'é
oulement, 
omme les modèles de vis
osité turbulente. De plus, lese�ets de la dissipation ne sont pas maitrisés.LES basée sur un �ltrage séle
tif expli
itePour prendre en 
ompte les é
helles non résolues en LES, il faut modéliser la 
as
aded'énergie, qui n'est plus entièrement assurée du fait de la 
oupure de la zone inertielle. Ilfaut ainsi dissiper l'énergie des grandes é
helles au fur et à mesure qu'elle est transmiseaux petites é
helles. Ce r�le peut être assuré par un �ltre séle
tif d'ordre élevé. Le �ltrageséle
tif présenté dans la partie 1.3 élimine les os
illations hautes fréquen
es mal résoluespar le maillage, sans a�e
ter les stru
tures résolues. Ainsi, le �ltre va dissiper le �uxd'énergie transféré des grandes é
helles aux petites é
helles mal résolues.Cette appro
he présente plusieurs avantages. Elle est tout d'abord peu 
oûteuse entemps de 
al
ul 
ar le �ltrage séle
tif est de toute façon employé pour assurer la stabilitédes simulations. La dissipation est ensuite très séle
tive et ne modi�e pas les grandesé
helles [22℄. Cela permet de préserver le nombre de Reynolds de l'é
oulement [23℄, 
e quiest un point important pour le 
al
ul dire
t du bruit de jet à nombre de Reynolds élevé.L'utilisation d'un �ltrage séle
tif apparaît don
 préférable à 
elle d'un modèle reposant surune vis
osité turbulente, même ave
 une formulation dynamique, à 
elle d'un modèle mixteou à 
elle d'une appro
he impli
ite. Nous adopterons don
 
ette méthode par la suite. Elle
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 su

ès à la simulation de nombreuses 
on�gurations [98, 114, 146℄.En parti
ulier, elle s'est avérée très performante pour le 
al
ul dire
t du bruit de jets[14, 15, 17, 18, 20, 21, 24℄ et du bruit rayonné par une 
avité pla
ée dans un é
oulement[65, 67, 68℄. Il faut toutefois noter que 
ette appro
he ne permet pas la prise en 
omptedu ba
ks
attering, 
ar elle est par 
onstru
tion purement dissipative.Les équations que nous serons amenés à résoudre s'é
rivent don
 :
∂ρ

∂t
+ div(ρṼ) = 0

∂ρṼ

∂t
+ div(ρṼ ⊗ Ṽ + pI − T̂

)
= 0

∂ρêt
∂t

+ div [(ρêt + p)Ṽ + q̂ − T̂ ⊗ Ṽ
]

= 0ave

T̂ = 2µ(T̃ )Ŝ

Ŝ =
1

2

[gradṼ + grad(Ṽ)t − 2

3
IdivṼ]

ρêt =
p

γ − 1
+

1

2
ρṼ2

q̂ = −cpµ(T̃ )

σ
gradT̃où êt est l'énergie totale du 
hamp résolu. Ces expressions sont don
 identiques à 
ellesdes équations non �ltrées dans lesquelles on rempla
e ρ, V, p et T par ρ, Ṽ, p et T̃respe
tivement. Pour des raisons de simpli
ité, on ne pré
isera plus dans la suite que lesgrandeurs 
al
ulées sont des grandeurs �ltrées, et on ne fera plus apparaître les u et ũ audessus des variables.3.2 Équations de Navier-Stokes en 
oordonnées 
ylin-driquesLe passage en 3-D du solveur dé
rit dans le 
hapitre 1 né
essite l'in
lusion de ladimension axiale x dans le solveur en 
oordonnées polaires. Les équations de Navier-Stokes en 
oordonnées 
ylindriques (x, r, θ) s'expriment de la façon suivante :

∂U

∂t
+
∂Ee
∂x

+
1

r

∂(rF e)
∂r

+
1

r

∂Ge
∂θ

− ∂Ev
∂x

− 1

r

∂(rF v)
∂r

− 1

r

∂Gv
∂θ

+
Be
r

− Bv
r

= 0
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teur U s'é
rit :
U =




ρ

ρux

ρur

ρuθ

ρet

ave
 ux, ur et uθ les trois 
omposantes de la vitesse. L'énergie interne totale a pourexpression :

ρet =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

x + u2
r + u2

θ

)Les �ux se mettent sous la forme :
Ee =




ρux

ρu2
x + p

ρuxur

ρuxuθ

(ρet + p)ux + qx




Ev =




0

Txx

Txr

Txθ

uxTxx + urTxr + uθTxθ




F e =




ρur

ρuxur

ρu2
r + p

ρuruθ

(ρet + p)ur + qr




F v =




0

Txr

Trr

Trθ

uxTxr + urTrr + uθTrθ




Ge =




ρuθ

ρuxuθ

ρuruθ

ρu2
θ + p

(ρet + p)uθ + qθ




Gv =




0

Txθ

Trθ

Tθθ

uxTxθ + urTrθ + uθTθθ


et :

Be =




0

0

−(ρu2
θ + p)

ρuruθ

0




Bv =




0

0

−Tθθ

Trθ

0


où qx, qr et qθ sont les termes de transfert thermique. Ils s'é
rivent :

qx = −λth∂T
∂x

qr = −λth∂T
∂r

qθ = −λth 1

r

∂T

∂θ



75/170où λth est dé�ni à la partie 1.1. Les 
omposantes du tenseur des 
ontraintes visqueuses Tsont :
Txx = 2µ

∂ux

∂x
− 2

3
µ

(
∂ux

∂x
+
∂rur

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

)

Txr = µ

(
∂ux

∂r
+
∂ur

∂x

)

Txθ = µ

(
∂ux

r∂θ
+
∂uθ

∂x

)

Trr = 2µ
∂ur

∂r
− 2

3
µ

(
∂ux

∂x
+
∂rur

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

)

Trθ = µ

(
∂ur

r∂θ
+
∂uθ

∂r
− uθ

r

)

Tθθ = 2µ

(
∂uθ

r∂θ
+
ur

r

)
− 2

3
µ

(
∂ux

∂x
+
∂rur

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

)Ces équations sont résolues dans tout le domaine de 
al
ul, à l'ex
eption de l'axe
r = 0 où elles sont singulières. La méthode de Constantines
u & Lele [34℄, présentée dansla partie 1.6.4, permet d'obtenir de nouvelles équations, régulières et exa
tes, valables surl'axe. La partie 1.6.4 et l'annexe B.1 détaillent la démar
he né
essaire à l'obtention de
es équations dans le 
as 2-D. L'extention de 
es résultats au 
as 3-D ne présente pas dedi�
ulté parti
ulière, hormis des développements analytiques 
onsidérablement alourdis.La démar
he 
orrespondante est reportée dans l'annexe B.2, et les équations sur l'axe en
oordonnées 
ylindriques sont ré
apitulées dans l'annexe B.6.3.3 Modélisation de 
onditions turbulentes en sortie debuse pour un jet rondZaman [157℄ a montré expérimentalement que l'état de la 
ou
he limite en sortiede buse varie notablement ave
 le nombre de Reynolds. D'après la �gure 3.1, lorsqueReD = UjD/ν augmente, le taux de �u
tuation u′x/Uj varie de 0.2 à plus de 10 %, tan-dis que l'épaisseur de quantité de mouvement en sortie de buse δθ diminue fortement.Ainsi, pour ReD < 105, le jet est laminaire en sortie de buse, et pour ReD > 5 × 105le jet est turbulent. Le développement de la 
ou
he de 
isaillement du jet est, de plus,fortement a�e
té par l'état de la 
ou
he limite en sortie de buse 
omme l'illustrent Hu-sain & Hussain [73℄ ave
 la �gure 3.2. On y 
onstate que la 
ou
he de 
isaillement sedéveloppe plus lentement lorsque le jet est initialement laminaire, mais que la transitionturbulente s'e�e
tue ave
 des niveaux de �u
tuations plus élevés. En revan
he, après la �n
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Fig. 3.1: D'après Zaman [157℄ : évolution des propriétés de la 
ou
he limite en sortie de buseen fon
tion du nombre de Reynolds ReD = UjD/ν. épaisseur de quantité demouvement (axe de gau
he). taux de �u
tuations de la vitesse axiale (axe dedroite).

Fig. 3.2: D'après Husain & Hussain [73℄ : évolution du taux de �u
tuations de la vitesse axialedans la 
ou
he de 
isaillement de jets à Ma
h Mj = 0.09 et à nombre de ReynoldsReD = 2.6 × 105. +, ◦ jets initialement laminaires ; ×, 2 jets initialement turbulents.



77/170du 
�ne potentiel, l'évolution du jet n'est plus sensible aux 
onditions de sortie de buse.Ces résultats expérimentaux montrent que l'état de la 
ou
he limite en sortie de tuyère,et plus parti
ulièrement le taux de turbulen
e, in�uent fortement sur le développementdu jet. Hussain & Zedan [74, 75℄ 
on�rment l'e�et notable du taux de turbulen
e et 
eluide l'épaisseur de quantité de mouvement sur l'évolution de la 
ou
he de 
isaillement. Cedernier semble toutefois jouer un r�le moins important.Ainsi, pour avoir une simulation �dèle aux mesures, il est né
essaire d'assurer un niveaude turbulen
e en sortie de buse 
onforme au nombre de Reynolds de la 
on�guration
al
ulée. A�n de générer un taux de �u
tuations réaliste en sortie de buse, il faut don
introduire arti�
iellement des perturbations dans la 
ou
he limite. On peut 
ependantnoter que plusieurs travaux de la littérature [2, 3, 4, 42, 43, 122℄ n'utilisent pas d'ex
itation.De 
e fait, les taux de turbulen
e en sortie de buse ne sont pas spé
i�és, et on peuts'attendre à 
e qu'ils soient trop faibles.Les méthodes de génération de turbulen
e les plus 
ouramment employées reposentsur une ex
itation de la 
ou
he de 
isaillement du jet en sortie de buse. Bogey & Bailly[18, 21, 23℄ et Lew et al. [89℄ utilisent par exemple une somme de modes 
onstruits sur destourbillons annulaires de forme arbitraire et à divergen
e nulle. Freund [56℄ adopte unedémar
he similaire. Bodony & Lele [11, 12, 13℄ et Keiderling et al. [79℄ s'appuient sur lesmodes les plus instables asso
iés au pro�l de vitesse moyenne en sortie de buse. Ces modessont déterminés par une analyse linéaire. Gavelle et al. [59℄ ajoutent pour leur part unbruit blan
 aux 
omposantes de la vitesse dans la 
ou
he de 
isaillement. Constantines
u& Lele [35℄ emploient une ex
itation harmonique de la vitesse radiale en sortie de buse,
ombinée ave
 une ex
itation annulaire aléatoire de la vitesse azimutale. Andersson et al.[1℄ ont en�n utilisé une turbulen
e synthétique générée à partir de modes de Fourier.Ces appro
hes, fondées sur l'ex
itation du jet dans la 
ou
he de 
isaillement ou au voi-sinage de la sortie de buse, présentent plusieurs in
onvénients. Tout d'abord, un traitementnon physique est appliqué dans une zone importante du jet, qui 
ontribue notablementau rayonnement a
oustique. Il y a don
 le risque d'in�uer sur les sour
es a
oustiques setrouvant dans la 
ou
he de 
isaillement. De plus, le niveau de l'ex
itation doit rester faiblepour ne pas générer de bruit parasite sus
eptible de perturber le 
hamp a
oustique du jet.On ne peut don
 pas obtenir des niveaux élevés de turbulen
e en sortie de buse, 
e quiest problématique lorsqu'on s'intéresse à des jets à haut nombre de Reynolds. En�n, 
esméthodes impliquent un 
hoix arbitraire de la forme des perturbations introduites, 
e quipeut a�e
ter le bruit rayonné. Bogey & Bailly [21℄ ont par exemple montré que le bruitlatéral émis est plus élevé lorsque l'ex
itation est fortement 
orrélée azimutalement. Cerésultat a aussi été observé expérimentalement par Zaman [156℄, et numériquement par
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Fig. 3.3: S
héma et notations de la stru
ture des perturbations introduites en entrée de busedans le plan (x, r).Morris et al. [110℄, qui 
omparent deux méthodes d'ex
itation, l'une basée sur les premiersmodes tournants du jet, et l'autre imposant un spe
tre de vitesse azimutale large-bande.Pour s'a�ran
hir de 
e 
hoix arbitraire, Freund et al. [57℄ introduisent alors dans la 
ou
hede 
isaillement des perturbations issues du 
al
ul d'un jet turbulent périodique selon ladire
tion axiale. Cette méthode est toutefois très 
oûteuse 
ar deux 
al
uls doivent êtree�e
tués. De plus, l'introdu
tion des �u
tuations génère très souvent du bruit parasite,qui doit être impérativement neutralisé à l'aide d'une zone éponge spé
i�que.À l'issue des observations pré
édentes, on souhaite 
onstruire une méthode de géné-ration de turbulen
e qui n'implique pas de traitement non physique au voisinage de lasortie de buse, qui mette en jeu des perturbations initiales de très faible amplitude etqui ne né
essite pas le 
hoix arbitraire de la forme des �u
tuations en sortie de buse. On
hoisit alors d'in
lure la buse dans le domaine de 
al
ul. Elle est assimilée à un tube in�-niment rigide de diamètre 
onstant. Des perturbations de faible amplitude Uex sont alorsintroduites dans le 
hamp de vitesse, au voisinage de l'entrée de buse, loin de la sortie,typiquement au moins 
inq diamètres en amont du jet. Il n'y a ainsi au
une ex
itationnon physique au voisinage de la sortie de buse ou dans la 
ou
he de 
isaillement. Leurforme est dé�nie par (voir aussi la �gure 3.3) :

u′x(x, r, θ) = Uexα(x, r, θ) × utx(x, r, θ)
u′r(x, r, θ) = Uexα(x, r, θ) × utr(x, r, θ)où (utx, utr) est le 
hamp de vitesse asso
ié à un tourbillon annulaire de rayon rex, pla
é en
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x = xex et de largeur ∆ex :

utx(x, r, θ) = 2
rex
r

(r − rex)∆ex exp

(
− ln 2

(x− xex)2 + (r − rex)2

∆2ex )

utr(x, r, θ) = −2
rex
r

(x− xex)∆ex exp

(
− ln 2

(x− xex)2 + (r − rex)2

∆2ex )À 
haque itération et pour 
haque position (x, r, θ), l'amplitude α est 
hoisie aléatoirementdans l'intervalle [−1; 1]. Le niveau Uex de l'ex
itation est pris très petit (inférieur à 1 %de la vitesse du jet) pour générer le moins possible de bruit arti�
iel sus
eptible de sepropager jusqu'à la sortie de buse et de se superposer au 
hamp a
oustique du jet.Les perturbations, initialement de très faible amplitude, vont être 
onve
tées le longde la tuyère et être naturellement ampli�ées par la 
ou
he limite. En sortie de buse, unniveau élevé de �u
tuations est alors obtenu. Au 
ours de leur 
onve
tion, les �u
tuationsturbulentes de vitesse sont stru
turées par l'é
oulement. Ainsi, su�samment en aval del'entrée de buse, la forme des �u
tuations est déterminée par la physique de la 
ou
helimite et n'est plus a�e
tée par la forme des perturbations initiales. La turbulen
e en sortiede buse n'est alors plus biaisée par le 
hoix arbitraire de la forme de l'ex
itation. Il estimportant de noter que l'obje
tif de 
ette appro
he n'est pas de 
al
uler parfaitement ledéveloppement d'une 
ou
he limite turbulente dans la tuyère. C'est en e�et di�
ilementréalisable à 
ause des limitations de puissan
e des 
al
ulateurs, qui nous 
ontraignent àmettre moins de dix points dans l'épaisseur de la 
ou
he limite. On souhaite uniquementreproduire à moindre 
oût le 
omportement d'une 
ou
he limite turbulente, pour avoir ensortie de buse une turbulen
e aussi physique que possible sans générer signi�
ativementde bruit parasite.3.4 Modélisation de la tuyèreLe r�le de la tuyère sur le bruit rayonné par un jet fait en
ore débat dans la littérature.En e�et, si 
omme le pré
ise Tam [129℄ il est maintenant re
onnu que la buse joue unr�le 
lef dans l'émission du s
ree
h en régime supersonique, son r�le en régime subsoniqueest toujours dis
uté. Bridge & Hussain [28℄ ont 
ependant montré expérimentalementque la forme de la buse peut in�uer sur le bruit rayonné par un jet subsonique ex
itéà bas nombre de Reynolds. Sous l'e�et de l'ex
itation, des appariements de tourbillonsse produisent dans la 
ou
he de 
isaillement. Bridge & Hussain expliquent alors qu'il ya apparition d'un bruit dipolaire supplémentaire, induit par la présen
e d'une paroi auvoisinage des appariements. Ce mé
anisme n'est pas le seul à être sus
eptible de générer dubruit supplémentaire. Par une appro
he analytique, Crighton [37℄ explique que le passage
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Fig. 3.4: Stru
ture du maillage au niveau de la sortie de buse dans le plan (x, r).des instabilités dans la 
ou
he limite au niveau des lèvres de la buse rayonne égalementun bruit de nature dipolaire. Il n'a 
ependant jamais été démontré expérimentalementque 
es 
omposantes de bruit sont présentes dans des jets subsoniques non-ex
ités à hautnombre de Reynolds.Nous avons tout de même 
hoisi de prendre en 
ompte la buse dans le domaine de
al
ul. D'une part, 
ela permet de tenir 
ompte des éventuelles intera
tions entre le 
hampa
oustique et la tuyère. D'autre part, la buse joue un r�le essentiel dans la méthoded'ex
itation du jet exposée dans la partie 3.3. Notons qu'i
i l'obje
tif n'est pas de modéliserla géométrie exa
te d'une tuyère. Il s'agit prin
ipalement de rendre 
ompte de la présen
ed'une paroi au voisinage de la 
ou
he de 
isaillement et d'in
lure dans le domaine de 
al
ulles 
ou
hes limites à l'intérieur de la tuyère.La stru
ture 
ylindrique du maillage nous amène à assimiler la buse à un tube 
ir
ulairede diamètre intérieur identique à 
elui du jet. La �gure 3.4 illustre la stru
ture du maillageau niveau de la sortie de buse. La paroi est supposée rigide et adiabatique. On a don
 surla paroi :
ux = ur = uθ = 0

∂p

∂n
= 0

∂T

∂n
= 0où n est la dire
tion normale à la paroi. L'équation de quantité de mouvement n'est don
plus utile sur la paroi 
ar la vitesse y est nulle. Sur les fa
es internes et externes de labuse, les équations de 
onservation de la masse et de l'énergie deviennent respe
tivement :

∂ρ

∂t
+ ρ

∂ur

∂r
= 0

∂(ρet)
∂t

+
γp

γ − 1

∂ur

∂r
+
∂qx
∂x

+
∂qθ
r∂θ

− µ

[(
∂ux

∂r

)2

+
4

3

(
∂ur

∂r

)2

+

(
∂uθ

∂r

)2
]

= 0
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e radiale de la buse on a de même :
∂ρ

∂t
+ ρ

∂ux

∂x
= 0

∂(ρet)
∂t

+
γp

γ − 1

∂ux

∂x
+
∂rqr
r∂r

+
∂qθ
r∂θ

− µ

[
4

3

(
∂ux

∂x

)2

+

(
∂ur

∂x

)2

+

(
∂uθ

∂x

)2
]

= 0Les expressions de qr et qθ sont détaillées dans la partie 3.2. D'après 
es résultats, leséquations au niveau des 
oins de la buse deviennent :
∂ρ

∂t
= 0

∂(ρet)
∂t

+
1

r

∂qθ
∂θ

= 0Ainsi, les propriétés des 
oins sont in�uen
ées par l'é
oulement uniquement via le �uxthermique azimutal. Les points de maillage pla
és aux 
oins sont alors presque totalementindépendants du reste du domaine de 
al
ul, la 
ondu
tion thermique étant très lente parrapport aux autres phénomènes physiques se produisant dans les jets étudiés.Les s
hémas 
entrés sur 11 points ne peuvent plus être utilisés au voisinage des parois,
ar on ne dispose pas de 
inq points de part et d'autre de l'endroit 
onsidéré. Il estalors né
essaire de dé
entrer les s
hémas. Le 
hoix de 
es derniers doit être e�e
tué ave
soin. Il est en e�et déli
at d'assurer un 
al
ul 
onvenable des phénomènes physiques seproduisant au sein de la 
ou
he limite, 
ar les limitations des ressour
es informatiquesobligent à ne mailler que très grossièrement 
ette région. Il faut prendre garde à 
e que lesnombres d'onde de 
oupure des s
hémas ne soient pas trop pro
hes des nombres d'ondedes stru
tures dans 
ette zone. Dans le 
as 
ontraire, les stru
tures dans la 
ou
he limitepourraient être dissipées par la vis
osité numérique. On a 
hoisi d'utiliser les s
hémasdé
entrés optimisés sur 7 points développés par Berland [10℄. Les s
hémas aux di�éren
es�nies sont formellement d'ordre quatre et les �ltres séle
tifs sont d'ordre deux, mais ilspermettent de 
onserver un nombre d'onde de 
oupure élevé et de ne pas dissiper lesstru
tures qui se développeront dans la 
ou
he limite.La méthode de génération de turbulen
e exposée dans la partie 3.3 né
essite l'in-trodu
tion de perturbations en amont de la sortie de buse, typiquement au moins 
inqdiamètres avant la �n de la tuyère. Pour minimiser le nombre de points de maillage, ledomaine de 
al
ul est 
onstitué de deux maillages qui se re
ouvrent partiellement, 
ommel'illustre la �gure 3.5. Le premier blo
 (maillage interne) 
orrespond à l'intérieur de labuse et permet le 
al
ul du développement de la 
ou
he limite. Le se
ond blo
 (maillageprin
ipal) in
lut les lèvres de la tuyère, le jet et le 
hamp a
oustique. Sur la �gure, lesdeux traits pointillés délimitent la zone de re
ouvrement des deux maillages. Cette zone
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Fig. 3.5: Stru
ture du domaine de 
al
ul (
oupe dans le plan (x, r)).permet d'assurer le passage des informations d'un blo
 à l'autre. Le maillage est ra�néradialement et axialement au voisinage de la paroi, pour dis
rétiser le mieux possible lesgradients et les stru
tures situées dans la 
ou
he limite ou dans la 
ou
he de 
isaillementen sortie de buse.3.5 Rappel sur les variables, 
onditions d'entrée de �uideet 
onditions initialesLes équations employées pour les 
onditions aux limites, présentées dans la partie 1.5,ne font intervenir que des grandeurs �u
tuantes. Au
une information sur les 
onditionsà l'in�ni n'est don
 utilisée. Cela peut entraîner une dérive des valeurs moyennes auxbords du domaine de 
al
ul. Il est alors né
essaire d'e�e
tuer un rappel des grandeursaux 
onditions aux limites vers leurs valeurs à l'in�ni. Pour 
ela, après avoir appliqué les
onditions aux limites, on impose une for
e de rappel de la forme :
f r = f − αr (f − f∞)où f est la grandeur 
onsidérée, f r est sa valeur après le rappel, f∞ est sa valeur à l'in�niet αr est le 
oe�
ient du rappel. Il est 
ompris entre 0 et 1. Cette for
e est appliquée sur lapression et sur la masse volumique, au niveau des 
onditions aux limites de non-ré�exion.Le 
oe�
ient αr doit être 
hoisi ave
 pré
aution. S'il est trop faible, le rappel ne parviendrapas à 
ompenser la dérive des valeurs moyennes. S'il est trop fort, on tend à imposer lesvaleurs de p et ρ sur les bords, et à 
réer ainsi des 
onditions aux limites ré�é
hissantes,
e qui rend le 
hamp a
oustique inexploitable. Nous avons 
hoisi de prendre αr = 0.001,qui assure un bon 
ompromis.
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Fig. 3.6: Pro�l de vitesse en entrée de buse (
oupe dans le plan (x, r)).Un traitement parti
ulier doit également être e�e
tué au niveau de l'entrée du �uide,à gau
he du domaine de 
al
ul (voir la �gure 3.5). La 
ondition d'entrée de �uide doitpermettre à la fois l'entrée de l'é
oulement et la sortie des perturbations qui le remontentà l'intérieur de la buse. Deux méthodes ont été testées. La première s'appuie sur les
ara
téristiques [112, 142, 143℄ (voir la partie 1.5.1). La se
onde 
onsiste à appliquer su
-
essivement les 
onditions de rayonnement de Tam & Web [138℄ exposées à la partie 1.5.1,puis un rappel vers les pro�ls moyens de vitesse, de pression et de masse volumique quel'on souhaite imposer. Ces deux appro
hes donnant des résultats 
omparables, nous avons�nalement 
hoisi de 
onserver la se
onde pour des raisons de simpli
ité de mise en ÷uvre.Le rappel de vitesse en entrée de buse s'é
rit alors :
urx = ux − αr (ux − Uprof

x

)

urr = (1 − αr)ur

urθ = (1 − αr)uθoù Uprof
x est le pro�l de vitesse de l'é
oulement en entrée de buse. La 
ou
he limite est
hoisie laminaire en entrée du domaine. On utilise par simpli
ité un développement poly-nomial de la solution de Blasius :

Uprof
x (rw) = Uj rw

δ

[
2 − 2

(rw
δ

)2

+
(rw
δ

)3
] si rw < δ

Uprof
x (rw) = Uj si rw ≥ δoù rw est la distan
e par rapport à la paroi, Uj est la vitesse du jet et δ est l'épaisseur dela 
ou
he limite (voir la �gure 3.6).Le pro�l pré
édent est utilisé pour initialiser le 
hamp de vitesse. À t = 0 on prend
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uir = 0, uiθ = 0 et :

uix = Uprof
x (rw) si r < D

2

uix = 0 si r ≥ D

2L'exposant i indique que l'on 
onsidère la valeur de la variable à t = 0. La température àla paroi est initialisée par :
Tparoi = T (x, r =

D

2
, θ, t = 0) =

(
1 +

γ − 1

2
M2j )Tjoù Mj et Tj sont le nombre de Ma
h et la température statique du jet respe
tivement. Ondéduit alors le 
hamp de température à l'aide de la relation de Cro

o-Busemann :

T i = Tj [Tparoi
Tj − uix

Uj (TparoiTj − 1

)
+
γ − 1

2
· Uj
c2j · u

i
x

Uj (1 − uix
Uj)] si r ≤ D

2

T i = T∞ si r > D

2où T∞ est la température ambiante et cj = (γrTj)−1/2 est la vitesse du son dans le jet. Lapression est initialisée à P∞ = 105 Pa et la masse volumique initiale est déterminée parl'équation d'état :
ρi =

γP∞

cp(γ − 1)T iave
 cp = 1003.4 J.Kg−1.K−1 la 
haleur massique spé
i�que à pression 
onstante.



Chapitre 4
Étude expérimentale des 
hampsa
oustiques pro
hes et lointains de jetssubsoniques et supersoniques

Ce 
hapitre présente les résultats d'une 
ampagne de mesures qui a été e�e
tuée ave
Fleury à l'E
ole Centrale de Lyon, a�n de 
ara
tériser les 
hamps a
oustiques pro
hes etlointains de jets à hauts nombres de Reynolds et à nombres de Ma
h 
ompris entre 0.6 et1.6. L'obje
tif est tout d'abord de 
onstruire une base de données permettant la validationdes 
al
uls dire
ts de bruit de jets. Les 
oûts de 
al
ul élevés de 
es simulations obligent ene�et souvent à ne mailler que le 
hamp a
oustique pro
he. Dans 
es simulations, le bruitrayonné en 
hamp lointain peut être extrapolé à l'aide d'une méthode hybride, mais 
elase révèle souvent déli
at à mettre en oeuvre, et les résultats obtenus ave
 des méthodesintégrales s'avèrent être sensibles à la position de la surfa
e d'intégration [26℄. Il est don
utile de disposer à la fois de données a
oustiques en 
hamp lointain pour véri�er la qualitédu 
al
ul hybride, et de mesures de pression en 
hamp pro
he venant 
ompléter 
elles de lalittérature [76, 144, 155, 158℄, a�n de valider le 
al
ul dire
t. Les données re
ueillies nouspermettront également d'étudier 
ertaines 
ara
téristiques du rayonnement a
oustiquedes jets, et en parti
ulier la loi dimensionnelle suivie par la fréquen
e du maximum desspe
tres de bruit en 
hamp lointain dans la dire
tion aval, qui fait en
ore l'objet dedébats dans la littérature [20, 94, 141, 161℄. Dans un premier temps, les 
on�gurationsétudiées seront présentées. Des mesures de vitesse axiale moyenne e�e
tuées au tube dePitot seront ensuite exposées, suivies des mesures a
oustiques en 
hamp pro
he. En�n,les données re
ueillies en 
hamp lointain seront étudiées.
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Mj nature du 
hau�age T∞ (K) Tj (K) Pj (bar) Uj (m.s−1) ReD

0.90 jet 
ompensé 281 281 0.992 302 8.0 × 105Tab. 4.1: Paramètres aérodynamiques du jet étudié lors des mesures au tube de Pitot.4.1 Con�gurations étudiéesLa 
ampagne de mesures a été réalisée dans la grande sou�erie ané
hoïque du CentreA
oustique de l'E
ole Centrale de Lyon [127℄, de dimension 10.3×8×7.6 m3 et de fréquen
ede 
oupure f
 = 100 Hz. Elle a été 
onçue pour l'étude de jets 
ontinus subsoniques etsupersoniques [163℄. L'é
oulement est généré par un 
ompresseur de puissan
e 350 kWfournissant un débit maximal Q = 1 kg.s−1. À la sortie du 
ompresseur, le �uide traverseun sé
heur de puissan
e 10 kW, suivi par un 
aisson de résistan
es 
hau�antes de puissan
emaximale 72 kW, permettant de faire varier la température de l'é
oulement.Les jets étudiés ont un diamètre D = 3.8×10−2 m. On s'est intéressé à des nombres deMa
hMj = Uj/cj 
ompris entre 0.60 et 1.6, où Uj et cj sont respe
tivement la vitesse du jetet la vitesse du son en sortie de buse. Les jets sont 
ompensés en température ave
 Tj = T∞,où Tj et T∞ sont respe
tivement la température du jet en sortie de buse et la températureambiante, à l'ex
eption du jet à Ma
h Mj = 1.6 pour lequel le 
aisson de résistan
es
hau�antes n'étant pas assez puissant pour assurer la 
ompensation en température on a
Tj/T∞ = 0.81. Les nombres de Reynolds ReD = UjD/ν des jets 
onsidérés sont 
omprisentre 5.3×105 et 2.0×106. D'après les travaux de Zaman [157℄ présentés sur la �gure 3.1,on peut don
 s'attendre à 
e que 
es jets soient turbulents dès la sortie de buse.4.2 Mesures au tube de Pitot du 
hamp de vitesse axialemoyenneDans un premier temps, le 
hamp moyen de vitesse axiale ux0 d'un jet à nombre deMa
h Mj = 0.90 et à nombre de Reynolds ReD = 8.0 × 105 a été mesuré au tube dePitot, a�n de valider l'é
oulement avant de 
onsidérer les 
hamps sonores. Les paramètresaérodynamiques de la 
on�guration étudiée sont pré
isés dans le tableau 4.1. La �gure 4.1montre une photo du dispositif expérimental. Les pro�ls radiaux de ux0 ont été mesurésen x/D = 0.5, de x/D = 1 à x/D = 9 tous les ∆x/D = 1, et de x/D = 10 à x/D = 40tous les ∆x/D = 5. Chaque mesure a été moyennée sur 35 é
hantillons.La 
artographie du 
hamp moyen de vitesse axiale est reportée sur la �gure 4.2, et la
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Fig. 4.1: Dispositif expérimental lors des mesures au tube de Pitot.
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Fig. 4.2: Iso-niveaux du 
hamp moyen de vitesse axiale ux0 , pour un jet à nombre de Ma
h
Mj = 0.90. Niveaux : de 40 m.s−1 à 300 m.s−1 ave
 un pas de 20 m.s−1.
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Fig. 4.3: Vitesse axiale moyenne ux0 du jet à nombre de Ma
h Mj = 0.90 : et • présentesmesures (ReD = 8.0×105) ; ◦ Lau et al. [84, 85℄ (LDA � ReD = 1.0×106) ; ⊲ Fleury [54℄(PIV � ReD = 8.0 × 105) ; 2 Fleury [54℄ (LDA � ReD = 8.0 × 105). (a) Évolution lelong de l'axe du jet. (b) Pro�ls radiaux en x/D = 0.5, 1, 2, 3 et 4. La variable r1/2 estla valeur de r au point où ux0 = 0.5Uj, et δθ est l'épaisseur de quantité de mouvement.dé
roissan
e de ux0 le long de l'axe du jet est 
omparée à des mesures de la littératuresur la �gure 4.3(a). Le 
�ne potentiel du jet a une longueur x
 = 7D, en 
onsidérant lepoint de l'axe où ux0 = 0.95Uj. Cette valeur est en bon a

ord ave
 les mesures LDA(Laser Doppler Anemometry) de Lau et al. [84, 85℄ et ave
 les mesures LDA et PIV(Parti
le Image Velo
imetry) de Fleury [54℄. La dé
roissan
e de la vitesse sur l'axe estégalement similaire à 
elle obtenue ave
 les mesures de la littérature. Les pro�ls radiauxde ux0 en x/D = 0.5, 1, 2, 3 et 4 sont aussi reportés sur la �gure 4.3(b) en fon
tion de
(r− r1/2)/δθ, où r1/2 est la valeur de r lorsque ux0 = 0.5Uj et δθ est l'épaisseur de quantitéde mouvement. Ceux-
i sont auto-similaires et se 
omparent bien ave
 les autres mesures.Ces résultats montrent la qualité des mesures e�e
tuées au tube de Pitot. Des mesuresdes �u
tuations de vitesses par LDA et PIV ont également été réalisées par Fleury [54℄.4.3 Mesures a
oustiques en 
hamp pro
heOn s'est ensuite intéressé au 
hamp a
oustique pro
he de jets subsoniques et super-soniques. Les 
on�gurations étudiées sont reportées dans le tableau 4.2. Les mesures ontété e�e
tuées ave
 une antenne de 12 mi
rophones 1/4� B&K espa
és les uns des autresd'un diamètre D, 
omme l'illustre la �gure 4.4. L'antenne est positionnée parallèlementà l'axe du jet et les mi
rophones sont pla
és en in
iden
e rasante, sans grille de prote
-
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Mj nature du 
hau�age T∞ (K) Tj (K) Pj (bar) Uj (m.s−1) ReD

0.60 jet 
ompensé 282 282 0.987 202 5.3 × 105

0.90 jet 
ompensé 283 283 0.980 304 7.9 × 105

1.1 jet 
ompensé 282 282 0.987 370 9.7 × 105

1.6 jet froid 282 220 0.986 473 1.9 × 106Tab. 4.2: Paramètres aérodynamiques des jets étudiés lors des mesures en 
hamp a
oustiquepro
he.

Fig. 4.4: Dispositif expérimental lors des mesures a
oustiques en 
hamp pro
he.
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Fig. 4.5: Iso-niveaux de pression en 
hamp pro
he à St= 0.39, dans le 
as du jet à Ma
h Mj = 1.6,en dB. Ce nombre de Strouhal 
orrespond au pi
 de fréquen
e du bruit de 
ho
. Ni-veaux : de 90 dB à 106 dB ave
 un pas de 2 dB. Le re
tangle blan
 représente une zonenon balayée par les mi
rophones.tion. Les mesures de pression ont été 
orrigées de la 
ourbe de réponse en fréquen
e desmi
rophones et de l'absorption atmosphérique [8, 9℄.Les signaux temporels et les spe
tres de pression ont été mesurés en des points séparésaxialement de ∆x/D = 1, en quatre positions radiales : r/D = 7.5, 10, 15 et 20. Le longdes lignes r/D = 7.5 et r/D = 10, les données ont été re
ueillies entre x/D = 0 et 23en régime subsonique, et entre x/D = −12 et 23 en régime supersonique. Aux autrespositions radiales, les mi
rophones ont été pla
és de x/D = 0 à 35. Les spe
tres ont étéenregistrés sur une gamme de fréquen
es allant de 3 Hz à 77 kHz, ave
 un pas ∆f de3 Hz. Ils ont été moyennés sur 450 é
hantillons.La �gure 4.5 montre les iso-niveaux de pression en 
hamp pro
he du jet à nombre deMa
h Mj = 1.6, pour un nombre de Strouhal St= fD/Uj = 0.39. Cette valeur 
orrespondà la fréquen
e de rayonnement maximal du bruit de 
ho
. On distingue deux lobes dedire
tivité, l'un vers l'aval et l'autre orienté vers les 
�tés du jet. Ce résultat est en bona

ord ave
 les travaux de Yu & Dosanjh [155℄, qui rapportent que la 
ontribution latérale
orrespond au bruit de 
ho
 et que le rayonnement émis vers l'aval est asso
ié au bruit demélange de la turbulen
e.Les iso-niveaux des �u
tuations de pression dans le 
as du jet à Ma
h Mj = 0.90sont reportés sur la �gure 4.6. On remarque que les niveaux de bruit rayonnés sont plusélevés dans la dire
tion aval. Ce résultat est 
on�rmé par la �gure 4.7, qui représenteles iso-niveaux de pression aux nombres de Strouhal St= 0.2, 0.5 et 1. La dire
tivité durayonnement aux basses fréquen
es est très marquée vers l'aval, et le lobe du rayonnementa
oustique se dé
ale progressivement vers la dire
tion perpendi
ulaire à l'axe du jet lorsquela fréquen
e augmente, 
omme illustré par les �gures 4.7(b) et 4.7(
). Ces observations
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Fig. 4.6: Iso-niveaux des �u
tuations de pression en 
hamp pro
he dans le 
as du jet à Ma
h
Mj = 0.90, en dB. Niveaux de 109 dB à 119 dB ave
 un pas de 2 dB.sont en a

ord ave
 les résultats de la littérature [144, 158℄.La �gure 4.8(a) représente des spe
tres de pression mesurés le long de la ligne r/D = 7.5en di�érentes positions axiales, dans le 
as du jet à Ma
hMj = 0.90. On observe une évolu-tion notable des formes et des niveaux des spe
tres lorsque x/D augmente. Vers x/D = 0,le spe
tre est large bande et présente un maximum vers Stp = 0.7. Le pi
 se dé
ale vers lesbasses fréquen
es lorsqu'on s'éloigne de la buse, pour atteindre en x/D = 20 un maximumplus marqué à Stp = 0.13. Les spe
tres mesurés en x/D = 0, perpendi
ulairement à lasortie de buse, sont reportés sur la �gure 4.8(b), pour les di�érentes positions radiales. Lenombre de Strouhal du pi
 se dépla
e vers les basses fréquen
es lorsqu'on s'éloigne de l'axedu jet, et passe de Stp = 0.7 en r/D = 7.5 à Stp = 0.3 en 
hamp lointain, en r/D = 52.Les propriétés du 
hamp a
oustique évoluent don
 sensiblement entre le 
hamp pro
he etle 
hamp lointain. Cela montre bien qu'il est né
essaire de disposer de mesures en 
hamppro
he pour valider les résultats des 
al
uls dire
ts.4.4 Mesures a
oustiques en 
hamp lointainDes mesures a
oustiques en 
hamp lointain ont en�n été e�e
tuées. Les paramètresaérodynamiques des 
on�gurations étudiées sont donnés dans le tableau 4.3. Les dire
-tivités et les spe
tres de pression ont été mesurés ave
 un mi
rophone 1/4� B&K sansgrille de prote
tion et orienté en in
iden
e rasante. Il est pla
é à une distan
e d/D = 52de la sortie de buse et les mesures sont réalisées entre φ = 10◦ et φ = 150◦, où φ estl'angle par rapport à l'axe du jet. Le dispositif expérimental est présenté sur �gure 4.9.Les données ont été 
orrigées de la réponse en fréquen
e du mi
rophone et de l'absorptionatmosphérique [8, 9℄. Les spe
tres ont été enregistrés de 3 Hz à 77 kHz, ave
 un pas enfréquen
e ∆f = 3 Hz. Ils ont été moyennés sur 400 é
hantillons.
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Fig. 4.7: Iso-niveaux de pression en 
hamp pro
he dans le 
as du jet à Ma
h Mj = 0.90, en dB.(a) Pour un nombre de Strouhal de St= 0.2 : niveaux de 68 dB à 86 dB ave
 un pasde 2 dB. (b) Pour un nombre de Strouhal de St= 0.5 : niveaux de 67 dB à 81 dB ave
un pas de 2 dB. (
) Pour un nombre de Strouhal de St= 1 : niveaux de 60 dB à 78 dBave
 un pas de 2 dB.
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Fig. 4.8: Mesures en 
hamp pro
he dans le 
as du jet à Ma
h Mj = 0.90. (a) Spe
tres de pressionle long de la ligne r/D = 7.5. De bas en haut : x/D = 0, 5, 10, 15 et 20. (b) Spe
tresde pression en x/D = 0. De haut en bas : r/D = 7.5, 10, 15, 20 et 52D (
e spe
tre estissu des mesures en 
hamp lointain présentées au paragraphe 4.4).

Mj nature du 
hau�age T∞ (K) Tj (K) Pj (bar) Uj (m.s−1) ReD

0.60 jet 
ompensé 284 284 0.964 203 5.3 × 105

0.75 jet 
ompensé 282 282 0.966 252 6.6 × 105

0.90 jet 
ompensé 286 286 0.971 306 7.8 × 105

0.98 jet 
ompensé 282 282 0.967 330 8.7 × 105

1.1 jet 
ompensé 282 282 0.985 370 9.7 × 105

1.6 jet froid 281 220 0.983 478 2.0 × 106Tab. 4.3: Paramètres aérodynamiques des jets étudiés lors des mesures en 
hamp a
oustiquelointain.
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Fig. 4.9: Dispositif expérimental lors des mesures a
oustiques en 
hamp lointain.La �gure 4.10 représente la puissan
e a
oustique W rayonnée par les di�érents jetsétudiés, en fon
tion du nombre de Ma
hMj. Cette puissan
e a été obtenue par intégrationde la dire
tivité de 
haque jet. Sur 
ette �gure, les valeurs de W sont normalisées pourune se
tion de buse équivalente de surfa
e 1 m2. Les résultats obtenus sont en très bona

ord ave
 
eux de la littérature, et on retrouve notamment en régime subsonique la loidimensionnelle en U8j . Tout 
ela démontre la qualité de nos mesures en 
hamp lointain.La dire
tivité du jet à Ma
h Mj = 0.90 est tra
ée sur la �gure 4.11. Le jet rayonnede manière prépondérante vers l'aval, ave
 un niveau maximal en φ = 20◦. On observeégalement les e�ets de la présen
e d'un 
�ne de silen
e pour φ < 20◦, dû aux e�ets deréfra
tion de l'é
oulement. La dire
tivité mesurée se 
ompare également très bien auxdonnées de la littérature.Les spe
tres de pression en φ = 30◦ et φ = 90◦ dans le 
as du jet à Ma
h Mj = 0.90sont reportés sur la �gure 4.12. En φ = 30◦, le spe
tre a
oustique présente un pi
 marqué,à un nombre de Strouhal Stp = 0.16. Lorsque l'angle d'observation augmente, le spe
tres'élargit et le pi
 se dé
ale vers les hautes fréquen
es, pour atteindre Stp = 0.3 en φ = 90◦.Ces résultats sont en bon a

ord ave
 les mesures de Tanna [140℄ et Jordan & Gervais [77℄.On note toutefois que les mesures de Tanna surestiment légèrement les hautes fréquen
esen φ = 90◦, 
e qui a aussi été mentionné par Viswanathan [147℄.On s'est ensuite intéressé à la loi dimensionnelle suivie par la fréquen
e fp du maxi-mum des spe
tres de pression en 
hamp lointain au voisinage de l'axe. La �gure 4.13représente les spe
tres de bruit à la position angulaire φ = 25◦, tra
és en utilisant destiers d'o
tave (ligne 1) et des bandes �nes (ligne 2), en fon
tion du nombre de StrouhalSt= fD/Uj (
olonne A) et du nombre de Helmholtz Hm= fD/c0 (
olonne B). Lorsque
es spe
tres de pression sont représentés en tiers d'o
tave, la fréquen
e fp est donnée par
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Fig. 4.10: Puissan
e a
oustique rayonnée, ramenée à un jet de se
tion 1 m2, en fon
tion dunombre de Ma
h Mj : • présentes mesures ; ◦ Lush [94, 95℄ ; ⊲ Tanna [140℄ ; × Strom-berg et al. [126℄ ; ⊳ Yu & Dosanjh [155℄ ; △ Seiner et al. [118, 119℄.
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Fig. 4.11: Dire
tivités de jets à Ma
h Mj = 0.90 : • présentes mesures ; + Lush [94, 95℄ ;

⋄ Tanna [140℄ ; ⊲ Mollo-Christensen et al. [109℄ ; × nome SAE ; ⊳ Seiner et al. [118, 119℄.
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Fig. 4.12: Spe
tres de pression en 
hamp lointain dans le 
as de jets à nombre de Ma
h

Mj = 0.90 : présentes mesures ; Jordan & Gervais [77℄ ; ◦ Tanna [140℄.(a) φ = 30◦ ; (b) φ = 90◦.un nombre de Helmholtz 
onstant, et par un nombre de Strouhal �xe, 
omme le montrentles �gures 4.13(1.A) et 4.13(1.B). Ce
i est en a

ord ave
 les observations de Lush [94℄et Tanna [141℄. Toutefois, 
e résultat n'est plus valable lorque l'on 
onsidère des spe
tresen bandes �nes. La fréquen
e des pi
s est alors déterminée par un nombre de Strouhal
onstant, 
omme l'illustrent les �gures 4.13(2.A) et 4.13(2.B). Ce 
omportement a aussiété observé par Zaman [161℄. La loi en nombre de Helmholtz apparaît don
 
omme une
onséquen
e de l'utilisation des tiers d'o
tave, qui renfor
e les hautes fréquen
es et dé
alele pi
 des spe
tres vers la droite. Le mé
anisme dominant de génération de bruit versl'aval est don
 soumis à l'in�uen
e de la vitesse du jet Uj, et non à c0 
omme l'indiqueraitune loi en nombre de Helmholtz.
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Fig. 4.13: Spe
tres de pression en 
hamp lointain à la position angulaire φ = 25◦ et à une distan
e

d/D = 52 de la sortie de buse. Représentation en (1) tiers d'o
tave, (2) bandes �nes,en fon
tion (A) du nombre de Strouhal St= fD/Uj et (B) du nombre de HelmholtzHm= fD/c0. De bas en haut : Mj = 0.60, 0.75, 0.90 et 0.98.





Chapitre 5Cal
ul dire
t du bruit de jetssubsoniques laminaires et turbulents ensortie de buseCe 
hapitre présente des simulations de jets qui ont été réalisées à l'aide du solveur 3-Ddéveloppé au 
ours de 
es travaux. Des jets initialement laminaires et turbulents seront
al
ulés, pour poursuivre les deux obje
tifs suivants. Il s'agit tout d'abord de 
al
ulerdire
tement le bruit rayonné par un jet subsonique à haut nombre de Reynolds et ini-tialement turbulent. Les 
hamps aérodynamiques et a
oustiques obtenus par simulationseront 
omparés ave
 des données expérimentales, a�n de valider le solveur et de montrerson intérêt en temps qu'outil de prédi
tion. On désire ensuite étudier l'in�uen
e du tauxde turbulen
e en sortie de buse sur le 
omportement a
oustique d'un jet, et montrer que
e paramètre est essentiel pour obtenir une bonne prédi
tion du bruit rayonné à hautnombre de Reynolds.5.1 Maillage et paramètres des simulationsDans 
e 
hapitre, on s'intéresse uniquement à des jets 
ompensés en température(Tj = T∞ = 288 K). Le nombre de Ma
h des jets vautMj = Uj/cj = 0.9, 
e qui 
orrespondà une vitesse d'éje
tion de Uj = 306 m.s−1. Le nombre de Reynolds basé sur le diamètre
D = 2.45 
m du jet est alors ReD = UjD/ν = 5×105. D'après les résultats de Zaman [157℄présentés au paragraphe 3.3 sur la �gure 3.1, un jet à un tel nombre de Reynolds estexpérimentalement turbulent dès la sortie de buse.Le maillage utilisé est représenté sur la �gure 5.1. Le maillage interne (voir la �gure 3.5)
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Fig. 5.1: Maillage utilisé pour les 
al
uls de jets (
oupe dans le plan (x, r)). Pour des raisons de
larté, seul un point sur dix est représenté.est 
onstitué de nr × nθ × nx = 46 × 48 × 391 points et le maillage prin
ipal 
ontient
nr × nθ × nx = 219 × 48 × 551 points, 
e qui donne un total de 6.7 × 106 points. Lafa
e intérieure de la buse est pla
ée au point radial nri = 46 et la fa
e extérieure est en
nre = 49. Au niveau de l'axe, le pas radial vaut ∆r0 = 0.016D = 3.92 × 10−4 m. Un tauxde resserrement de 2 % est appliqué sur les 29 premiers points radiaux à partir de l'axe,pour mailler le plus �nement possible la 
ou
he limite et la 
ou
he de 
isaillement. Puis,le pas est 
onstant sur les 31 points suivants. Au niveau de la buse, le pas radial vaut don

∆rparoi = 0.57∆r0. Ensuite, le maillage est étiré à un taux de 3 % sur 67 points, pouratteindre le 
hamp pro
he a
oustique. Après 
et étirement, le pas radial est maintenu
onstant jusqu'en nr = 219. Le pas radial maximal est ∆rmax = 4.12∆r0, et le domainede 
al
ul s'étend don
 jusqu'à r = 8.6D.Le maillage axial a un pas 
onstant ∆x0 = ∆r0 dans toute la buse et sur les premiers160 points après la sortie de la tuyère. La buse est 
onstituée de 420 points dans ladire
tion axiale, dont 39 sont in
lus dans le maillage prin
ipal. Ainsi, la zone interne dela tuyère a une longueur totale de Lbuse = 6.7D, dont les derniers 0.61D 
ontenus dansle maillage prin
ipal. Le pas axial est étiré sur 55 points à partir de x/D = 2.6 ave
 untaux de 2 %, 
e qui permet d'atteindre un pas ∆xmax = 2.97∆r0. Puis, le maillage reste
onstant jusqu'au point nx − 40 = 511, où 
ommen
e la zone éponge et dans laquelleon applique un étirement des mailles de 6 %. On 
al
ule don
 le jet sur une longueur
Ljet = 16.4D. Notons que ∆xmax < ∆rmax : la dire
tion radiale �xe don
 le nombre deStrouhal maximal du 
hamp a
oustique. Sa
hant que les s
hémas numériques sont pré
isjusqu'à 4 points par longueur d'onde (voir le paragraphe 1.2), la propagation a
oustiqueest don
 bien 
al
ulée jusqu'à un nombre de Strouhal St = fD/Uj = 3.3. Une telle valeurassure une bonne des
ription du bruit rayonné par le jet, qui est essentiellement 
omprisentre St = 0.01 et St = 1.La dire
tion azimutale est maillée ave
 un pas 
onstant ∆θ = 2π/48. D'après les
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∆t = CFL∆r0∆θ/c0. Des 
al
uls préliminaires ont ainsi montré que prendre CFL=1.1permet d'assurer la stabilité des simulations.D'après Zaman [157℄, pour un jet turbulent à un nombre de Reynolds ReD = 5× 105,l'épaisseur de quantité de mouvement δθ de la 
ou
he de 
isaillement en sortie de buseest de l'ordre de 10−3D (voir la �gure 3.1). Une 
ou
he limite asso
iée à une 
ou
he de
isaillement aussi �ne ne peut pas être maillée a
tuellement, 
ar 
ela induirait des 
oûtsde 
al
uls prohibitifs. On est alors 
ontraint de prendre une 
ou
he limite plus épaisse quedans les expérien
es. Dans le présent maillage, le point le plus pro
he de la buse est pla
éà une distan
e ∆rparoi = 9×10−3D de la paroi. On 
hoisit δ = 7∆rparoi, soit δ/D = 0.064.Il y a don
 7 points dans l'épaisseur de la 
ou
he limite. Ave
 le pro�l de 
ou
he limitelaminaire imposé en entrée de buse (paragraphe 3.5), le pas radial en unités de paroi estalors de ∆r+paroi = 36 et le pas axial vaut ∆x+paroi = 63. On peut don
 s'attendre à 
e quela dis
rétisation soit su�sante pour que des stru
tures se développent au voisinage de laparoi.Nous avons vu au paragraphe 3.3 qu'il est né
essaire d'introduire des perturbationsdans la 
ou
he limite, pour obtenir un taux de turbulen
e réaliste en sortie de buse. Lesparamètres de l'ex
itation utilisés sont, ave
 les notations du paragraphe 3.3 : rex = 0.48D,
xex = −6.40D et ∆ex = 1.5∆r0. Le 
hoix du niveau Uex de l'ex
itation permet d'ajuster letaux de turbulen
e dans la 
ou
he limite en sortie de buse. Pour étudier l'in�uen
e de 
eparamètre sur le développement du jet et sur son rayonnement a
oustique, deux 
on�gu-rations ont été 
al
ulées, ave
 la même épaisseur δ et deux niveaux de turbulen
e en sortiede buse : 9.0 % (
as turbulent) et 1.6 % (
as laminaire). Cela 
orrespond respe
tivementà des niveaux d'ex
itation de Uex = 10−2 et Uex = 10−4.Chaque 
al
ul a été e�e
tuté sur 1.02 × 105 itérations, le transitoire numérique 
or-respondant aux 2.5× 104 premières itérations. Le temps physique simulé pour 
haque jetest don
 de Tsim = 12.8 ms. Chaque simulation a né
essité 250 heures de 
al
ul sur le Ne
SX-5 de l'IDRIS, ave
 une vitesse d'exé
ution de 3700 M�ops.5.2 Évolution de la 
ou
he limiteLes résultats obtenus dans les 
ou
hes limites des deux jets dans la buse sont toutd'abord étudiés. La �gure 5.2(a) représente l'évolution axiale de uxrms le long de la 
ou
helimite, en r = 0.47D. Dans les deux 
on�gurations, les perturbations introduites en entréede buse s'ampli�ent naturellement le long de la 
ou
he limite. Dans le 
as turbulent, leniveau des �u
tuations atteint un palier à partir de x/D = −1. Un niveau de turbulen
e
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r/DFig. 5.2: Niveaux des �u
tuations de la vitesse axiale uxrms dans la buse : jet turbu-lent ; jet laminaire. (a) Évolution axiale dans la 
ou
he limite, en r = 0.47D.(b) Pro�l en x = 0, en sortie de buse.élevé de 9 % est alors obtenu en sortie de tuyère. Dans le 
as laminaire, les perturbationsinitiales étant très petites on obtient un faible niveau de �u
tuations de 1.6 % en sortiede buse. Cela est bien illustré par le pro�l de uxrms en sortie de tuyère, sur la �gure 5.2(b).Sur les pro�ls radiaux, le niveau des �u
tuations au voisinage du 
entre de la buse est del'ordre de 0.5 %. Il augmente ensuite rapidement lorsqu'on pénètre dans la 
ou
he limite,puis il dé
roît brutalement près de la paroi, où la 
ondition de non-glissement impose desvaleurs de vitesse nulles. La position radiale du maximum de �u
tuations du pro�l estidentique pour les deux jets, et se trouve à une distan
e 2∆rparoi de la paroi.Les pro�ls des �u
tuations des trois 
omposantes de la vitesse en x/D = −0.6 sonttra
és sur la �gure 5.3, dans le 
as du jet turbulent. Les maxima de �u
tuations sont pluspro
hes de la paroi pour les 
omposantes axiales et azimutales que pour la 
omposanteradiale de la vitesse. Le niveau maximal est obtenu pour uxrms tandis que urrms présentedes niveaux plus faibles du fait de la proximité de la paroi, qui restreint les �u
tuationsradiales. Les allures de 
es pro�ls et leurs niveaux relatifs sont en bon a

ord ave
 lesrésultats de Kim et al. [81℄, qui ont e�e
tué la DNS d'une 
ou
he limite turbulente dansun 
anal plan, et de Eggels et al. [50℄, qui ont 
al
ulé par simulation numérique dire
teune 
ou
he limite turbulente dans un 
anal axisymétrique. Ce bon a

ord est toutefoisqualitatif, du fait de la sous-dis
rétisation de la 
ou
he limite dans nos 
al
uls. En e�et,les maxima de �u
tuations obtenus par 
es deux équipes sont observés très près de laparoi, typiquement à une distan
e ∆r+ < 30, alors que dans nos simulations le premierpoint de maillage se trouve en ∆r+ = 36. Les maxima 
al
ulés sont alors obtenus plus
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Fig. 5.3: Pro�ls des niveaux de �u
tuations de vitesse en x/D = −0.6 dans le 
as turbulent :

uxrms ; uθrms ; urrms .loin de la paroi.Il est important de rappeler que notre obje
tif n'est pas de 
al
uler parfaitement la
ou
he limite dans la tuyère. On souhaite reproduire le 
omportement d'une 
ou
he limiteturbulente en sortie de buse, sans générer de bruit parasite et pour un 
oût numériquea

eptable, sa
hant que le développement du jet est aussi à 
al
uler. Le bon a

ord qua-litatif de nos résultats ave
 
eux de la littérature suggère que la physique de la 
ou
helimite est bien retrans
rite, malgré la sous-dis
rétisation de l'é
oulement au voisinage dela paroi. Les perturbations introduites en entrée de buse sont ampli�ées et réorganiséespar l'é
oulement, et présentent une forme physique en sortie de buse, sans biais apparem-ment lié au 
hoix arbitraire de leur forme initiale. Un niveau élevé de turbulen
e est aussiobtenu en sortie de buse, sans re
ourir à un traitement non physique dans le jet lui-mêmeou au voisinage de la sortie de la tuyère.5.3 Résultats aérodynamiquesOn s'intéresse maintenant aux 
hamps aérodynamiques des deux jets 
al
ulés. Lesrésultats obtenus seront 
omparés à des données expérimentales de la littérature. Nousutiliserons également des données issues d'une 
ampagne de mesures e�e
tuée ave
 Fleurysur un jet 
ompensé en température à nombre de Ma
hMj = 0.9 et à nombre de ReynoldsReD = 7.8× 105. Ces mesures ont été réalisées dans la sou�erie ané
hoïque supersoniquede l'E
ole Centrale de Lyon. Elle sont présentées plus en détail dans le 
hapitre 4.La �gure 5.4 représente des 
hamps instantanés de vorti
ité obtenus pour les jetslaminaires et turbulent. Au delà de x/D = 5, on ne distingue pas de di�éren
e notable
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Fig. 5.4: Champ instantané de vorti
ité dans le plan (x, r). (a) Jet turbulent ; (b) jet laminaire.Les niveaux sont 
ompris entre ±2 × 105 s−1.(a) (b)

Fig. 5.5: Détails du 
hamp instantané de vorti
ité dans la 
ou
he de 
isaillement, dans le plan
(x, r). (a) Jet turbulent ; (b) jet laminaire. Les niveaux sont 
ompris entre ±2×105 s−1.
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Fig. 5.6: Champ moyen de la vitesse axiale dans le 
as du jet turbulent. Coupe dans le plan
(x, r). Les niveaux sont 
ompris entre 0 et Uj = 306 m.s−1. Lignes de 
ourant.entre les deux jets. En revan
he, les 
ou
hes de 
isaillement se développent di�éremment,
omme le souligne la �gure 5.5. Dans le 
as du jet ave
 un taux de turbulen
e de 9 %(�gure 5.5(a)), des petites stru
tures turbulentes sont présentes dans toute la 
ou
he de
isaillement, dès la sortie de la tuyère. Dans le 
as du jet ave
 un taux de turbulen
e de1.6 % (�gure 5.5(b)), la 
ou
he de 
isaillement 
ontient des grandes stru
tures 
ohérentesaxisymétriques. Les premières apparaissent vers x/D = 0.8 et semblent 
orrespondre à destourbillons annulaires. Ceux-
i sont 
onve
tés et s'apparient vers x/D = 2. On remarquesur la �gure 5.5(b) qu'ils se dé
orrèlent alors rapidement dans la dire
tion azimutale, etassurent ainsi la transition vers une turbulen
e 3-D. Les développements initiaux de laturbulen
e dans les deux jets sont don
 bien di�érents, 
e qui aura des 
onséquen
es surles 
hamps rayonnés, 
omme nous le verrons au paragraphe 5.4.La �gure 5.6 représente les lignes de 
ourant du 
hamp moyen de vitesse, dans le 
as dujet turbulent. On observe l'entraînement du �uide environnant dans le jet. Les 
onditionsaux limites assurent don
 
orre
tement l'entrée du �uide extérieur dans le domaine de
al
ul. Conformément aux résultats analytiques [6℄, les lignes de 
ourant latérales arriventaussi perpendi
ulairement à l'axe du jet. La zone éponge en aval en x/D = 16.4 n'a pasd'e�et visible sur le 
hamp moyen de vitesse dans le domaine physique, et la stru
turedes lignes de 
ourant au voisinage de la buse est 
orre
tement 
al
ulée. Les iso-niveauxdes 
hamps moyens de vitesse axiale ux0 des deux jets sont reportés sur la �gure 5.7. Les
hamps moyens des deux jets sont pratiquement identiques. Dans les deux 
as, le 
�nepotentiel a une longueur de x
 = 4.5D, en 
onsidérant le point de l'axe où la vitesseatteint 0.95Uj. Lau et al. [84, 85℄ obtiennent expérimentalement une valeur de x
 = 7Dave
 un jet à nombre de Ma
h identique et à nombre de Reynolds ReD = 1.0 × 106.Les mesures présentées au 
hapitre suivant fournissent aussi une valeur de x
 = 7D. Les
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Fig. 5.7: Iso-niveaux du 
hamp moyen de vitesse axiale ux0 . Coupe dans le plan (x, r). (a) Jetturbulent ; (b) jet laminaire. Niveaux : de 0.1Uj à 0.9Uj ave
 un pas de 0.1Uj.
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Fig. 5.8: Vitesse axiale moyenne ux0 . (a) Évolution le long de l'axe du jet : jet turbulent ;jet laminaire ; • Barré & Fleury (ReD = 7.8 × 105) ; ◭ Lau et al. [84, 85℄(ReD = 1.0 × 106). (b) Pro�ls radiaux entre x/D = 0.6 et x/D = 4 dans le 
as du jetturbulent : + 
al
ul ; • Barré & Fleury ; ◭ Lau et al. [84, 85℄. La variable r1/2 est lavaleur de r au point où ux0 = 0.5Uj, et δθ est l'épaisseur de quantité de mouvement.
al
uls sous-estiment don
 la longueur du 
�ne potentiel. Cet é
art provient peut-être del'épaisseur de la 
ou
he limite, qui est bien plus grande dans les simulations que dans lesexpérien
es. Ce dernier point implique que l'épaisseur initiale de quantité de mouvement
δθ de la 
ou
he de 
isaillement, dé�nie par la relation :

δθ(x) =

∫ +∞

0

ux0(x, r)

Uj (
1 − ux0(x, r)

Uj ) drest aussi sensiblement plus grande que dans les expérien
es au voisinage de la buse. Ensortie de buse, les simulations donnent en e�et δθ/D = 1.3 × 10−2 pour le jet turbulentet δθ/D = 1.2 × 10−2 pour le jet laminaire, tandis que dans les jets de Zaman [157℄ à unnombre de Reynolds équivalent à 
elui 
al
ulé, δθ/D est expérimentalement inférieur à
10−3. On peut remarquer par ailleurs que δθ présente une valeur similaire dans les deux
on�gurations 
al
ulées.L'évolution de la vitesse axiale moyenne ux0 le long de l'axe est présentée sur la �-gure 5.8(a). Dans 
ette �gure, la �n des di�érents 
�nes potentiels est ramenée à 0 pours'a�ran
hir des é
art de x
 entre les 
al
uls et les mesures. On note tout d'abord que lesdeux jets ont une dé
roissan
e de vitesse similaire sur l'axe, qui est en très bon a

ordave
 les mesures de Lau et al. [84, 85℄ et ave
 
elles issues de notre 
ampagne de mesures.La �gure 5.8(b) tra
e les pro�ls moyens de vitesse axiale entre x/D = 0.6 et x/D = 4 dansle 
as du jet turbulent. Ceux-
i sont auto-similaires et se 
omparent très bien ave
 les me-
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Fig. 5.9: Flu
tuations de la vitesse axiale uxrms dans le plan (x, r). (a) Jet turbulent ; (b) jetlaminaire. Niveaux : de 0.04Uj à 0.2Uj ave
 un pas de 0.02Uj.sures. Des résultats similaires sont obtenus pour le jet laminaire. Ces éléments montrentque le taux de turbulen
e en sortie de buse n'a que peu d'impa
t sur le 
hamp moyen devitesse axiale.Les iso-niveaux des �u
tuations de vitesse axiale uxrms sont tra
és sur la �gure 5.9.Dans les deux jets, les maxima de �u
tuations sont situés dans la 
ou
he de 
isaillement.Ils sont 
ependant plus pro
hes de la buse dans le 
as turbulent. Les taux de �u
tuationssur l'axe présentés sur la �gure 5.10(a) sont 
omparables aux mesures de la littérature,et les maxima sont situés dans la gamme 
lassique des résultats expérimentaux, entre0.12 et 0.15. Le jet turbulent atteint un maximum sur l'axe de uxrms = 0.12Uj, au lieude uxrms = 0.14Uj dans le 
as laminaire. Le jet laminaire est marqué par des niveaux de�u
tuations plus élevés, aussi bien sur l'axe que dans la 
ou
he de 
isaillement, 
ommel'illustrent les pro�ls de la �gure 5.10(b). On remarque que les �u
tuations de vitesse
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Fig. 5.10: Niveaux des �u
tuations de vitesse axiale uxrms : jet turbulent ; jetlaminaire. (a) Évolution sur l'axe du jet : • Arakeri et al. [5℄ (ReD = 5.0 × 105) ;

◭ Lau et al. [85℄ (ReD = 1.0 × 106). (b) Évolution dans la 
ou
he de 
isaillement lelong de la ligne r/D = 0.48.
dans la 
ou
he de 
isaillement se développent plus tard lorsque le jet est initialementlaminaire, mais que la transition vers la turbulen
e est plus rapide, ave
 un maximum à
uxrms = 0.22Uj au lieu de uxrms = 0.20Uj lorsque le jet est turbulent. Ces résultats sont enbon a

ord ave
 
eux de Husain & Hussain [73℄, détaillés au paragraphe 3.3 (�gure 3.2).On note 
ependant que les maxima dans la 
ou
he de 
isaillement sont sur-estimés et sepositionnent plus en aval que dans les expérien
es de Husain & Hussain, qui obtenaientdes taux de �u
tuations 
ompris entre 0.16 et 0.18. De plus, la �gure 3.2 montre que la
roissan
e de uxrms après la sortie de buse est expérimentalement beau
oup plus rapideque dans les deux 
al
uls. Ces di�éren
es sont peut-être dues à l'épaisseur de quantitéde mouvement qui est nettement plus grande dans les simulations. Les 
ontraintes demaillage ne permettent pas de dis
rétiser 
ette région assez �nement pour reproduire labrusque hausse de uxrms , 
e qui explique aussi le dé
alage vers l'aval des maxima. À l'issuede 
es résultats, on 
onstate don
 que le taux de turbulen
e en sortie de buse a un e�etnotable sur le développement du jet et sur les niveaux de �u
tuations de vitesse. Toutefois,
et e�et semble surtout sensible sur les premiers diamètres après la sortie de buse, et êtremoins important lorsqu'on s'éloigne du 
�ne potentiel.Pour mieux 
omprendre les di�éren
es de 
omportements entre les deux 
on�gurations,il est intéressant d'étudier la 
orrélation azimutale R(θ)

xx de la vitesse axiale ux dans la
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Fig. 5.11: Corrélations azimutales R(θ)
xx de la vitesse axiale en r/D = 0.5 pour di�é-rentes positions axiales : x/D = 0 ; x/D = 0.5 ; x/D = 1 ;

x/D = 2. (a) Jet turbulent ; (b) jet laminaire.
ou
he de 
isaillement. La fon
tion de 
orrélation azimutale est donnée par :
R(θ)

xx (x, r,∆θ) =
u′x(x, r, θ)u

′
x(x, r, θ + ∆θ)

[
u′2x (x, r, θ)

]1/2 [
u′2x (x, r, θ + ∆θ)

]1/2où ∆θ est l'é
artement angulaire azimutal. Les valeurs obtenues pour les jets turbulentet laminaire sont reportées respe
tivement sur les �gures 5.11(a) et 5.11(b). Dans le 
asturbulent, la 
orrélation en sortie de buse 
hute rapidement ave
 ∆θ dans le 
as turbu-lent, mais elle se stabilise après ∆θ = 20◦ à une valeur élevée de 0.5. En s'éloignant dela tuyère, le jet se dé
orrèle très rapidement, et au delà de x/D = 0.5 la 
orrélation azi-mutale devient négligeable pour un é
artement ∆θ supérieur à 20◦. Il n'y a ensuite plusd'évolution notable de la 
ourbe de 
orrélation lorsque x augmente. Dans le jet laminaire,le 
omportement de la 
ou
he de 
isaillement est sensiblement di�érent. En sortie de buse,la vitesse axiale est presque parfaitement 
orrélée pour 0 ≤ ∆θ ≤ 180◦, ave
 R(θ)
xx ≈ 1.On note don
 que l'augmentation du taux de turbulen
e en sortie de buse a pour e�et dedé
orréler azimutalement les �u
tuations de vitesse. Cette di�éren
e s'observe égalementlorsqu'on s'éloigne de la tuyère. Dans le 
as laminaire, en x/D = 0.5 par exemple, la 
or-rélation dé
roît lentement puis reste 
onstante à un niveau de 0.15 au delà de ∆θ = 60◦.Pour x/D < 2, la vitesse axiale reste fortement 
orrélée sur une large gamme de ∆θ.En revan
he, à partir de x/D = 2, la 
orrélation diminue sensiblement pour prendre desniveaux similaires à 
eux obtenus dans le 
as turbulent, ave
 une 
orrélation négligeableau delà de ∆θ = 20◦. On peut remarquer que 
e 
hangement se produit au niveau des
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Fig. 5.12: Spe
tre de la vitesse axiale ux en r/D = 0.5 et x/D = 15 dans le 
as du jet turbulent :spe
tre ; loi de puissan
e en −5/3.appariements de tourbillons observés à la �gure 5.4(b). Il semble don
 que 
e soit 
esappariements qui provoquent la transition turbulente 3-D de la 
ou
he de 
isaillement etqui réduisent les niveaux de la 
orrélation azimutale.La �gure 5.12 représente le spe
tre de la vitesse axiale au point r/D = 0.5 et x/D = 15dans le 
as du jet turbulent. Le spe
tre est en très bon a

ord ave
 la loi de puissan
ethéorique en −5/3, qui est observée sur deux dé
ades. De plus, il n'y a pas d'a

umulationd'énergie aux hautes fréquen
es, 
e qui atteste du bon 
omportement de la modélisationdes é
helles de sous-maille (voir le paragraphe 3.1.3). Notons qu'on obtient un résultatsimilaire dans le 
as laminaire.Ce paragraphe montre que les résultats des simulations sont en bon a

ord ave
 lesdonnées de la littérature et ave
 les mesures qui ont été réalisées à l'E
ole Centrale deLyon. Le taux de turbulen
e en sortie de buse a un impa
t notable sur la stru
ture de la
ou
he de 
isaillement et sur les �u
tuations de vitesse dans le jet. En parti
ulier, il a uneforte in�uen
e sur la 
orrélation azimutale de la vitesse dans la 
ou
he de 
isaillement.Par 
ontre, les e�ets de 
e paramètre s'atténuent lorsqu'on s'éloigne du 
�ne potentiel.5.4 Résultats a
oustiquesOn étudie maintenant le 
omportement a
oustique des deux jets et les e�ets du tauxde turbulen
e en sortie de buse sur le bruit rayonné. Les 
al
uls seront 
omparés auxmesures que nous avons réalisées dans la sou�erie ané
hoïque supersonique de l'E
oleCentrale de Lyon. On rappelle que 
e jet est à nombre de Ma
h Mj = 0.9 et à nombre deReynolds ReD = 7.8× 105, et qu'il est turbulent dès la sortie de buse (voir le 
hapitre 4).
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Fig. 5.13: Jet turbulent : iso-niveau de vitesse axiale ux = 0.25Uj au 
entre et 
oupes du 
hampde pression à l'extérieur du jet (niveaux 
ompris entre P∞ ± 100 Pa).La �gure 5.13 représente le jet turbulent et son 
hamp a
oustique. On observe bien lesondes a
oustiques rayonnées par le jet. Un bruit hautes fréquen
es est généré sur les 
�tésdu jet, tandis que le rayonnement émis vers l'aval 
ontient plus de basses fréquen
es.Ces observations, en bon a

ord ave
 les résultats de la littérature (voir par exempleLush [94℄, Tam [130℄, Tanna [141℄, Zaman [158℄ et Viswanathan [148℄), sont égalementillustrées par la �gure 5.14. Le jet laminaire génère des niveaux de bruit plus élevésque le jet turbulent. En parti
ulier, on remarque dans le 
as laminaire l'émission defronts d'ondes supplémentaires qui semblent être émis dans la 
ou
he de 
isaillement, auvoisinage du lieu d'appariement des tourbillons, vers x/D ≈ 2 − 3. Cette di�éren
e de
omportement a
oustique entre les deux jets peut-être reliée aux 
orrélations azimutalesde la vitesse axiale en sortie de buse (voir la �gure 5.11). En e�et, nous avons vu queles �u
tuations de vitesse dans la 
ou
he de 
isaillement sont notablement plus 
orréléesazimutalement lorsque le jet est laminaire. On peut don
 s'attendre à 
e que la 
ou
he de
isaillement rayonne de manière plus e�
a
e dans 
e 
as. Notons également que la buseet la méthode de génération de la turbulen
e initiale ne 
réent pas d'ondes a
oustiquesparasites d'amplitude signi�
ative. En�n, il n'y a pas de ré�exions visibles au niveau des
onditions aux limites.
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Fig. 5.14: Champ de vorti
ité au 
entre et 
hamp de pression à l'extérieur : (a) jet turbulent ;(b) jet laminaire. Niveaux de vorti
ité 
ompris entre ±2×105 s−1 ; niveaux de pression
ompris entre P∞ ± 100 Pa.Les niveaux des �u
tuations de pression obtenus le long de la ligne r/D = 7.5 sontprésentés sur la �gure 5.15. Les résultats du jet turbulent sont en très bon a

ord ave
les mesures, ave
 des é
arts inférieurs à 2 dB dans la dire
tion perpendi
ulaire au jet etinférieurs à 1 dB dans la dire
tion aval. On remarque à nouveau que le jet laminaire génèredes niveaux plus élevés dans toutes les dire
tions, ave
 une surestimation du bruit del'ordre de 5 dB, 
omme pour les simulations LES n'in
luant pas la buse dans le domainede 
al
ul [14℄. Ces observations sont en a

ord ave
 les mesures de Zaman [156℄ quisuggère en e�et que le bruit additionnel du jet laminaire est produit par des appariementsde tourbillons dans la 
ou
he de 
isaillement. Cela rejoint aussi les résultats de Bridges& Hussain [27℄ et les travaux de Viswanathan [147℄. Ce dernier a remarqué qu'un jetgénère un bruit supplémentaire lorsque le nombre de Reynolds devient inférieur à unevaleur 
ritique de l'ordre de 4 × 105. Cette valeur se trouve dans la zone transitionnelle(voir le paragraphe 3.3), 
e qui semble indiquer que le 
hangement de 
omportementmentionné par Viswanathan est lié à l'état de la 
ou
he de 
isaillement en sortie de buse,et qu'une 
ou
he initialement laminaire induit une hausse de bruit, à l'image de 
e que l'onobtient ave
 nos simulations. Le 
omportement a
oustique d'un jet est don
 sensiblementdépendant du taux de turbulen
e en sortie de buse.
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Fig. 5.15: Niveaux des �u
tuations de pression en r/D = 7.5 : jet turbulent ; jetlaminaire ; • mesures de Barré & Fleury.
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Fig. 5.16: Corrélation azimutale R(θ)
pp de la pression en r/D = 7.5 pour di�érentes positionsaxiales : jet turbulent ; jet laminaire. En noir : x/D = 0 ; en gris :

x/D = 15.Ce point est 
on�rmé par la 
orrélation azimutale R(θ)
pp des �u
tuations de pression en

r/D = 7.5, représentée sur la �gure 5.16. Celle-
i est dé�nie de la façon suivante :
R(θ)

pp (x, r,∆θ) =
p′(x, r, θ)p′(x, r, θ + ∆θ)

[
p′2(x, r, θ)

]1/2 [
p′2(x, r, θ + ∆θ)

]1/2En x/D = 0, le bruit rayonné par le jet turbulent se dé
orrèle plus rapidement que 
eluiémis par le jet laminaire. Ce résultat est analogue à 
elui observé ave
 les �u
tuationsde vitesse dans la 
ou
he de 
isaillement (�gure 5.11), 
e qui 
onforte l'hypothèse quele bruit supplémentaire dans le 
as laminaire provient des appariements de tourbillonsdans la 
ou
he de 
isaillement. Le même résultat est obtenu en x/D = 15, bien que la
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Fig. 5.17: Coupe dans le plan (x, r) du 
hamp de pression dans le 
as turbulent. Au 
entre :domaine de 
al
ul utilisé par le solveur LES. À l'extérieur : domaine de 
al
ul du 
odede propagation résolvant les équations d'Euler.di�éren
e entre les deux 
on�gurations soit alors moins nette. En�n, les évolutions del'allure et du niveau de la 
orrélation ave
 la position axiale sont en bon a

ord ave
 lesrésultats expérimentaux de Maestrello [96℄.La très grande majorité des études du bruit de jet de la littérature ont été e�e
tuées en
hamp lointain. Pour pouvoir utiliser plus dire
tement 
es travaux, il est don
 intéressantde 
al
uler le bruit émis en 
hamp lointain par les deux jets. Ce
i ne peut pas êtree�e
tué ave
 le solveur, 
ar il est numériquement trop 
oûteux de mailler le 
hamp lointainpendant le 
al
ul LES. Il est 
ependant possible d'utiliser une méthode d'extrapolationdes ondes, 
onsistant à propager en 
hamp lointain le bruit 
al
ulé par LES. Plusieursméthodes hybrides peuvent être employées. Gloerfelt a par exemple appliqué ave
 su

ès laméthode de Kir
hho� dans le 
as d'une 
avitée pla
ée dans un é
oulement [65℄. On 
hoisitde propager le rayonnement 
al
ulé pré
édemment à l'aide d'un se
ond 
ode de 
al
ulrésolvant les équations d'Euler. Dans un premier temps, on enregistre à 
haque instantdu 
al
ul dire
t les valeurs des variables sur une surfa
e 
ylindrique. Dans un se
ondtemps, 
es données sont inje
tées dans le 
ode de propagation. Celui-
i utilise les mêmess
hémas numériques et les mêmes 
onditions aux limites que le solveur LES. La �gure 5.17montre la stru
ture des deux domaines de 
al
uls. Le maillage du 
ode de propagation
orrespond à un tube annulaire qui enveloppe le maillage 
ylindrique du 
al
ul dire
t. La
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Fig. 5.18: Niveaux des �u
tuations de pression en r/D = 20 obtenus en propageant en 
hamplointain : jet turbulent ; jet laminaire ; • mesures de Barré & Fleury.surfa
e d'enregistrement des données 
orrespond à l'interfa
e entre les deux domaines. Surla �gure 5.17, elle est pla
ée en r/D = 6. Elle doit être située à l'extérieur de l'é
oulementmais être le plus près possible de l'axe, pour pouvoir propager les ondes a
oustiques émisesvers l'aval. Dans 
e qui suit, la surfa
e a été pla
ée en r/D = 4, 
e qui permet de 
al
uler
orre
tement la propagation jusqu'à un angle φ de 40◦ par rapport à l'axe. Le maillagedu 
ode de propagation est 
omposé de nr × nθ × nx = 529 × 48 × 821 points, soit untotal de 2.1 × 107 points, et il permet d'utiliser un pas de temps 12 fois plus grand que
elui des 
al
uls LES.Les niveaux de �u
tuations de pression a
oustique obtenus le long de la ligne r/D = 20sont représentés sur la �gure 5.18. On retrouve des résultats similaires à 
eux observésen r/D = 7.5, ave
 un bon a

ord entre les résultats du jet turbulent et les mesures, etune surestimation des niveaux ave
 le jet laminaire. Les spe
tres de bruit en x/D = 0et en x/D = 25 sont également tra
és sur la �gure 5.19. En x/D = 0 (�gure 5.19(a)),le spe
tre issu du jet turbulent est large bande, tout 
omme le spe
tre expérimental. Lesniveaux sont plus élevés, mais les é
arts restent modérés. Pour le jet laminaire, le spe
treprésente un pi
 plus marqué. Les niveaux de bruit sont également plus élevés que dans le
as turbulent, pour toutes les fréquen
es. Au delà de St= 2.5, les spe
tres 
al
ulés 
hutentbrutalement, à 
ause de la 
oupure du maillage du 
ode de propagation. En x/D = 25(�gure 5.19(b)), on observe un très bon a

ord entre le spe
tre du jet turbulent et lesmesures, sauf aux basses fréquen
es (St< 0.25) où les é
arts restent toutefois de l'ordrede 2 dB. Dans le 
as laminaire, le jet génère des niveaux de bruit plus élevés de 2 à 3 dBque dans le 
as turbulent, sur toute la gamme de fréquen
es.Les dire
tivités à une distan
e de 52D de la sortie de buse sont reportées sur la �-
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Fig. 5.19: Spe
tres de pression en r/D = 20 obtenus en propageant en 
hamp lointain :jet turbulent ; jet laminaire ; mesures de Barré & Fleury.(a) x/D = 0 ; (b) x/D = 25.gure 5.20. Pour les angles inférieurs à 35◦, le 
al
ul de propagation n'est plus valable, 
arla surfa
e d'enregistrement des données est trop éloignée de l'axe pour prendre 
orre
te-ment en 
ompte les ondes rayonnées dans 
e se
teur angulaire. Il en est de même pour lesangles supérieurs à 95◦. Les résultats du 
al
ul turbulent sont en très bon a

ord ave
 nosmesures et ave
 les données de la littérature. Les é
arts sont inférieurs à 2 dB vers 90◦ etdes
endent même en dessous de 1 dB lorsqu'on se rappro
he de l'axe du jet. Comme dansles �gures pré
édentes, le jet laminaire génère des niveaux sensiblement plus élevés que lejet turbulent, dans toutes les dire
tions. La sur-estimation s'atténue 
ependant lorsqu'onse rappro
he de l'axe du jet.Les spe
tres obtenus à 52D pour des angles de φ = 90◦ et φ = 40◦ sont tra
és sur la�gure 5.21. En φ = 90◦ (�gure 5.21(a)), on remarque que le spe
tre du jet turbulent estplus large bande qu'en r/D = 20 (voir la �gure 5.19(a)). Le maximum du spe
tre est unpeu plus haut en fréquen
e que 
elui issu des mesures, ave
 respe
tivement Stpi
 = 0.4 aulieu de Stpi
 = 0.3. La simulation sur-estime toujours un peu les niveaux, notamment enhautes fréquen
es, mais l'a

ord général reste très satisfaisant. Comme pré
édemment en
r/D = 20, le jet laminaire émet sur les 
�tés du jet un bruit moins large bande que dansle 
as turbulent. Le pi
 du spe
tre est plus marqué, et est dé
alé vers les hautes fréquen
esen Stpi
 = 0.7. Cela semble indiquer que les appariements de tourbillons dans la 
ou
he de
isaillement génèrent un bruit plus fort, plus haut en fréquen
e et ave
 un pi
 en Strouhalplus marqué que la 
ou
he de 
isaillement turbulente. À un angle de 40◦ (�gure 5.21(b)), ily a un ex
ellent a

ord entre le résultat du 
al
ul turbulent et les mesures. Les é
arts sont
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Fig. 5.20: Dire
tivités à une distan
e de 52D de la sortie de buse. Cal
uls : jet turbulent ;jet laminaire. Mesures : • Barré & Fleury (ReD = 7.8 × 105) ; � Tanna [141℄(ReD = 106) ; ∗ Lush [94℄ (ReD = 5.0×105) ; ◮ Mollo-Christensen et al. [109℄ (ReD =

5.4 × 105) ; ◭ Seiner et al. [118, 119℄ ; × norme SAE.
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Fig. 5.21: Spe
tres de pression à une distan
e de 52D de la sortie de buse : jet turbulent ;jet laminaire ; mesures de Barré & Fleury. (a) φ = 90◦ ; (b) φ = 40◦.
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es. On note tout de même un dé
alagedes pi
s, ave
 Stpi
 = 0.33 pour la simulation et Stpi
 = 0.20 ave
 les mesures. Dans le
as laminaire, les niveaux sont supérieurs de 1 dB au 
as turbulent et le Strouhal du pi
est identique. Cela 
on�rme que la sour
e de bruit supplémentaire dans le jet laminaire aplus d'e�ets sur les 
�tés du jet qu'au voisinage de l'axe, 
omme l'indiquait également la
orrélation azimutale de la pression (�gure 5.16).5.5 Bilan sur les e�ets du taux de turbulen
e en sortiede buseCe 
hapitre montre que le taux de turbulen
e en sortie de buse a un e�et importantsur les 
omportements aérodynamique et a
oustique des jets subsoniques. Les résultatsobtenus pour le jet initialement turbulent sont en très bon a

ord ave
 les données ex-périmentales. En parti
ulier, la dire
tivité et les spe
tres de bruit présentent des é
artsinférieurs à 2 dB par rapport aux mesures. En revan
he, lorsque le jet est initialementlaminaire, les niveaux de bruit générés sont supérieurs au 
as turbulent, ave
 des é
artspouvant aller jusqu'à 5 dB. Le bruit supplémentaire semble provenir des appariements detourbillons présents dans la 
ou
he de 
isaillement lorsque le taux de turbulen
e en sortiede buse est su�samment faible, 
omme suggéré par Zaman [156℄. Les résultats en 
hamplointain montrent que 
ela implique une hausse du bruit dans toutes les dire
tions, ave
un e�et plus marqué pour le rayonnement latéral. Cette sour
e supplémentaire rayonneun bruit moins large bande que dans le 
as turbulent, et émet plut�t dans les hautesfréquen
es.Ainsi, la présen
e de la tuyère dans le domaine de 
al
ul n'est pas su�sante pour assu-rer des résultats 
onformes aux mesures. Il est essentiel d'avoir des 
onditions turbulentesen sortie de buse pour prédire 
onvenablement le bruit rayonné par un jet subsonique ànombre de Reynolds élevé. Le taux de turbulen
e en sortie de buse est don
 un paramètre
lef pour la simulation numérique dire
t du bruit de jet.





Con
lusion généraleDans 
e manus
rit, le développement d'un solveur et son appli
ation à des é
oule-ments 2-D et 3-D ont été présentés. L'obtention dans un même 
al
ul des 
hamps aéro-dynamiques et a
oustiques a né
essité une pré
ision de résolution très élevée, et don
 lere
ours à des te
hniques numériques spé
i�quement dédiées à l'aéroa
oustique.Dans une première partie, l'implémentation d'un 
ode 2-D est détaillée. Un grandsoin a été donné au 
hoix des s
hémas numériques. Plusieurs s
hémas de dis
rétisationspatiale et temporelle sont 
omparés, de façon à séle
tionner les moins dispersifs et lesmoins dissipatifs. Deux s
hémas de �ltrage séle
tif ont également été testés. Le solveur2-D a été validé pour de nombreux 
as tests, a�n de mettre en éviden
e la performan
edes s
hémas numériques retenus. Le 
ode de 
al
ul a ensuite été passé en 
oordonnées
ylindriques. Ce système de 
oordonnées est en e�et plus adapté à la simulation de jetsronds, qui est l'obje
tif de 
ette étude. Les équations de Navier-Stokes en 
oordonnées
ylindriques étant singulières sur l'axe, il a fallu traiter numériquement 
ette singularitétout en maintenant une pré
ision de résolution élevée. Deux méthodes de traitement del'axe, développées respe
tivement par Mohseni & Colonius [107℄ et par Constantines
u& Lele [34℄, ont alors été 
omparées. On a �nalement 
hoisi d'utiliser la méthode deConstantines
u & Lele, qui s'appuie sur des développements en séries des variables surl'axe. Elle est en e�et plus pré
ise, permet d'utiliser un niveau de �ltage séle
tif plus faibleet le pas de temps admissible est deux fois plus grand qu'ave
 la méthode de Mohseni &Colonius. Une te
hnique de �ltrage séle
tif des variables sur l'axe a également été mise aupoint. Plusieurs 
al
uls ont ensuite été réalisés, a�n de valider le solveur en 
oordonnées
ylindriques. Ce dernier s'est avéré aussi pré
is que le solveur en 
oordonnées 
artésiennes.Le 
omportement aérodynamique et a
oustique de tourbillons elliptiques a ensuite étéétudié à l'aide du 
ode de 
al
ul 2-D. Les évolutions de plusieurs tourbillons d'ex
entri
itésdi�érentes ont été 
al
ulées. On a alors montré que deux phénomènes peuvent se produire :un pro
essus d'axisymétrisation, qui tend à rendre le tourbillon 
ir
ulaire, et la 
roissan
ed'instabilités, qui peut provoquer la 
assure du tourbillon. La 
ompétition entre 
es deuxphénomènes et leurs e�ets sur le 
hamp a
oustique ont été analysés. On a 
onstaté que le



122/170rapport initial σ0 du grand axe ave
 le petit axe du tourbillon détermine les poids relatifsde 
es deux phénomènes. Lorsque σ0 est pro
he de un, le tourbillon tourne en e�et sans
hangement de forme notable et rayonne un bruit quadripolaire. Quand le rapport σ0 est
ompris entre deux et six, l'axisymétrisation domine l'évolution aérodynamique et stoppela 
roissan
e des instabilités. Le niveau de bruit diminue alors au 
ours du temps, tandisque la fréquen
e augmente. Au delà d'un rapport σ0 = 6, le tourbillon se 
asse en�nrapidement en plusieurs tourbillons 
orotatifs, sous l'e�et de la 
roissan
e des instabilités.Dans le 
as limite σ0 = 6, plusieurs passages su

essifs entre un état elliptique instableet une 
on�guation instable ave
 deux tourbillons 
orotatifs sont aussi observés. Cela n'a
ependant pas d'impa
t signi�
atif sur le 
hamp a
oustique. Le 
hamp a
oustique lointainproduit par les tourbillons a également été 
omparé ave
 su

ès à une solution analytiqueappro
hée obtenue par Howe [70℄. A l'issue de 
es 
al
uls, le solveur apparaît 
ommeun outil numérique �able, permettant une étude pré
ise de nombreuses 
on�gurationsphysiques.Un solveur 3-D a été implémenté spé
ialement pour le 
al
ul de jets ronds. Les res-sour
es informatiques étant insu�santes pour pouvoir mailler toutes les é
helles tour-billonnaires présentes dans un jet à haut nombre de Reynolds, nous avons 
hoisi d'utiliserla simulation numérique des grandes é
helles (LES). Cela a né
essité le 
hoix d'un mo-dèle de sous-maille, a�n de tenir 
ompte des e�ets des petites é
helles turbulentes. On aretenu une appro
he fondée sur un �ltrage séle
tif expli
ite. Les parois de la buse ont étéintroduites dans le domaine de 
al
ul, et l'évolution de la 
ou
he limite dans la tuyèrea été 
al
ulée. Une attention parti
ulière a été a

ordée à la génération de la turbulen
een sortie de buse. Des perturbations de très faible amplitude sont introduites dans la
ou
he limite en amont de la tuyère. Elles sont ampli�ées naturellement au 
ours de leur
onve
tion dans la buse, a�n que la stru
ture des �u
tuations en sortie de tuyère soit dé-terminée par la physique de la 
ou
he limite. Cette méthode permet d'obtenir des niveauxde �u
tuations élevés en sortie de buse, sans générer de rayonnement parasite sus
eptiblede perturber le 
hamp a
oustique du jet.Des mesures e�e
tuées dans la grande sou�erie ané
hoïque de l'E
ole Centrale de Lyonont ensuite été présentées. Des données aérodynamiques et a
oustiques ont été re
ueilliespour plusieurs jets, à des nombres de Ma
h 
ompris entre 0.6 et 1.6, 
orrespondant àdes Reynolds 
ompris entre 5.3 × 105 et 2.0 × 106. Elles viennent 
ompléter les mesuresdisponibles dans la littérature, et elles se sont avérées très utiles pour la validation des
al
uls, en parti
ulier les mesures en 
hamp pro
he. Ces dernières permettent en e�et de
onfronter les résultats expérimentaux ave
 
eux issus des 
al
uls dire
ts sans né
essiterun re
ours à une analogie ou à un 
al
ul de propagation en 
hamp lointain.



123/170En�n, deux jets ronds subsoniques à nombre de Ma
h 0.9 et à nombre de Reynolds
5 × 105 ont été simulés. Le premier présente une 
ou
he de 
isaillement turbulente, ave
un taux de �u
tuations en sortie de buse de 9.0 %. Le se
ond présente une 
ou
he de
isaillement initialement laminaire, ave
 un taux de �u
tuations en sortie de buse de1.6 %. Les résultats obtenus dans la 
ou
he limite sont en bon a

ord qualitatif ave
 lesrésultats de la littérature. On observe toutefois quelques dé
alages par rapports à 
eux-
i,du fait de la sous-dis
rétisation de la 
ou
he limite. Au niveau des jets, les 
hamps moyenset les niveaux de �u
tuations sont en bon a

ord ave
 les mesures. On remarque que le tauxde turbulen
e en sortie de buse a un e�et notable sur l'évolution de la turbulen
e dans la
ou
he de 
isaillement. De grandes stru
tures 
ohérentes sont par exemple présentes dans
elle du jet laminaire, et des appariements de tourbillons s'y produisent. La 
ou
he de
isaillement a aussi un développement plus tardif dans le 
as laminaire, mais présente unetransition turbulente plus forte. La turbulen
e pro
he de la buse du jet est également plus
orrélée dans la dire
tion azimutale lorsque le jet est laminaire. Le taux de turbulen
einitial a aussi un impa
t important sur le bruit rayonné. Le 
hamp a
oustique du jetturbulent est en très bon a

ord ave
 les résultats expérimentaux à haut nombre deReynolds. En parti
ulier, la dire
tivité et les spe
tres de pression ont des é
arts inférieursà 2 dB par rapport aux mesures. En revan
he, le jet laminaire génère un rayonnementa
oustique plus fort, 
e qui 
onduit à une surestimation des niveaux de bruit pouvant allerjusqu'à 5 dB. Cette hausse est plus marquée sur les 
�tés du jet et semble provenir desappariements observés dans la 
ou
he de 
isaillement. Le taux de turbulen
e est don
 unparamètre 
lef pour le 
al
ul dire
t du bruit des jets à haut nombre de Reynolds ; il est don
essentiel d'avoir des 
onditions de sortie de buse réalistes pour prédire 
onvenablement le
hamp a
oustique rayonné.Perspe
tivesÀ l'issue de 
es travaux, on dispose d'un solveur 3-D permettant le 
al
ul dire
t dubruit des jets subsoniques à haut nombre de Reynolds, et fournissant des résultats entrès bon a

ord ave
 les mesures. Il serait maintenant intéressant de poursuivre les simu-lations que nous avons présentées, en étudiant par exemple l'in�uen
e de l'épaisseur dela 
ou
he limite en sortie de buse. Plusieurs études [21, 75, 80℄ montrent en e�et que 
eparamètre peut avoir une in�uen
e sur le développement du jet. Plusieurs simulations dejets ave
 des épaisseurs de 
ou
he limite di�érentes aideraient notamment à mieux 
ernerl'impa
t de l'é
art entre les valeur des épaisseurs de 
isaillement dans les 
al
uls et dansles expérien
es.



124/170Le solveur développé permet également de simuler des jets 
hau�és. Le 
al
ul du bruitrayonné par des jets à di�érentes températures pourra alors servir à analyser les e�ets des�u
tuations d'entropie sur les sour
es de bruit. Ceux-
i sont parti
ulièrement mal 
onnuset leur r�le dans la génération de bruit fait en
ore l'objet de dis
ussions.Il serait ensuite intéressant de poursuivre les développements numériques que nousavons e�e
tués. Le prin
ipal défaut de l'utilisation des 
oordonnées 
ylindriques est lané
essité de prendre un pas de temps bien plus petit qu'en 
artésien. Cette 
ontraintepourrait être relaxée par l'utilisation d'une méthode spe
trale dans la dire
tion azimutale.Les temps de simulation se trouveraient alors notablement réduits.Par ailleurs, il est probable que les futures méthodes de rédu
tion du bruit de jetmettent en jeu la tuyère de façon privilégiée, 
ar 
'est le seul endroit physique dont on dis-pose pour in�uer dire
tement sur le jet. Les travaux présentés dans 
e manus
rit montrentque les jets et leurs 
hamps a
oustiques sont sensibles aux 
onditions de sortie de buse, 
equi laisse penser qu'une modi�
ation bien 
hoisie de la tuyère peut permettre de réduirele bruit rayonné. Les études ré
entes sur l'in�uen
e de modi�
ations géométriques de latuyère, 
omme l'ajout de 
hevrons ou d'un biseau en sortie de buse [149, 150, 159, 160℄,vont d'ailleurs dans 
e sens. Il sera alors souhaitable de faire évoluer le solveur, a�n qu'ilpuisse prendre en 
ompte des géométries de tuyères plus réalistes. Cela peut passer parl'emploi des 
oordonnées 
urvilignes, venant déformer un maillage initial 
ylindrique. Dans
ette optique, les développements numériques menés dans notre équipe par Marsden [97℄sont parti
ulièrement intéressants.Le développement d'une version du solveur simulant des jets 
oaxiaux est égalementune perspe
tive intéressante. Des jets double �ux à 
oeur 
hau�é sont en e�et 
ourammentren
ontrés en aéronautique. Ainsi, des 
al
uls dire
ts de bruit dans de telles 
on�gurationspermettraient de mieux 
omprendre les mé
anismes mis en jeu, et de guider la re
her
hede moyens de rédu
tion de bruit.



Annexe A
Cal
uls 2-D en 
oordonnées
artésiennes

Cette annexe présente des 
al
uls 2-D qui ont été e�e
tués a�n de valider le solveuren 
oordonnées 
artésiennes. Les obje
tifs sont d'une part de mettre en éviden
e le gainapporté par les nouveaux s
hémas numériques, plus 
oûteux en temps de 
al
ul 
ar utili-sant plus de points, et d'autre part de s'assurer que les �ux thermiques in
luant la loi deSutherland sont 
orre
tement pris en 
ompte.
A.1 Impulsion de pression a
oustiqueLe premier 
as test réalisé 
onsiste à 
al
uler la propagation d'un pulse de pressionen l'absen
e d'é
oulement. Les équations de Navier-Stokes sont résolues sur un domainede 
al
ul 
ontenant nx1 × nx2 = 281 × 281 points. Le maillage est régulier, ave
 un pas
∆x1 = ∆x2 = 1 m. Le pas de temps est 
hoisi de façon à avoir CFL= c0∆t/∆x1 = 2/3,où c0 est la vitesse du son dans le milieu au repos. Cette 
ondition permet d'assurer lastabilité du 
al
ul.À t = 0 un pulse gaussien de pression est introduit au 
entre du domaine :

p(x1, x2, t = 0) = p0 + ǫe−α(x2
1+x2

2)où ǫ = 103 Pa est l'amplitude initiale du pulse, p0 = 105 est la pression moyenne et
α = ln 2/b2. Le terme b représente la demi-largeur du pulse et vaut 3∆x1, de façon à avoir
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Fig. A.1: Cas test d'un pulse de pression gaussien : 
hamp de pression à deux instants di�érents.(a) t/∆t = 125 ; (b) t/∆t = 225.une bonne dis
rétisation du pulse. Les autres variables sont initialisées à :
ρ(x1, x2, t = 0) = ρ0 = p0/rT∞

u1(x1, x2, t = 0) = 0

u2(x1, x2, t = 0) = 0Le 
hamp de pression obtenu ave
 le solveur est représenté sur la �gure A.1 à deuxinstants di�érents. On observe la propagation du pulse et sa sortie du domaine de 
al
ul.Au
une ré�exion n'est visible 
e qui atteste de la qualité des 
onditions aux limites utili-sées. Une analyse plus �ne peut être e�e
tuée en étudiant l'évolution de l'énergie 
ontenuedans le domaine de 
al
ul. Celle-
i est proportionnelle au taux moyen des �u
tuations depression Rp, aussi appelé résidu :
Rp =

√
1

nx1 × nx2

∑

i,j

(pi,j − p0)
2où pi,j est la pression au point (i, j). Ce 
as test a aussi été réalisé ave
 les an
ienss
hémas numériques. La �gure A.2 représente l'évolution de Rp obtenue ave
 les an
ienset les nouveaux s
hémas. On observe dans un premier temps un palier jusqu'à t/∆t ≈ 200.Il implique que l'énergie reste 
onstante dans le domaine de 
al
ul durant la propagationdu pulse, et ainsi qu'il n'y a pas de dissipation notable due aux s
hémas ou au �ltrageséle
tif. Vers t/∆t ≈ 200, le pulse atteint les 
onditions aux limites. Cela se traduit par unebrusque diminution du résidu, l'énergie sortant du domaine de 
al
ul. Au
une remontée



127/170 (a)

0 100 200 300 400 500
10

−1

10
0

10
1

PSfrag repla
ements
t/∆t

R

p
(b)

0 50 100 150 200 250
11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

PSfrag repla
ements
t/∆t

R

p
Fig. A.2: Cas test d'un pulse de pression gaussien : évolution du résidu de pression Rp.nouveaux s
hémas ; an
iens s
hémas. (a) vue globale ; (b) détail.n'est visible 
e qui 
on�rme l'absen
e de ré�exion. Bien que la dissipation soit toujourstrès faible, la �gure A.2(b) montre que les an
iens s
hémas sont plus dissipatifs que lesnouveaux. En e�et le résidu diminue lentement ave
 les an
iens s
hémas, 
e qui n'estpas le 
as lorsqu'on utilise les nouveaux. Ceux-
i apportent don
 un gain signi�
atif depré
ision, en parti
ulier le nouveau �ltrage séle
tif qui réduit notablement la dissipationnumérique des é
helles résolues.A.2 Tourbillons 
orotatifsOn s'intéresse dans 
e se
ond 
as test à deux tourbillons 
orotatifs dans un milieu aurepos. Cette 
on�guration a été étudiée analytiquement par Powell [113℄ et Kambe [78℄,puis numériquement par Mit
hell et al. [103℄, Lee & Koo [86℄ et Bogey [14℄. On souhaite
omparer les résultats obtenus ave
 les an
iens et les nouveaux s
hémas, et les 
onfronterà 
eux de la littérature.Chaque tourbillon est 
onstruit sur le modèle de S
ully [117℄, repris aussi par Lee& Koo [86℄, qui assure la 
ontinuité de la vitesse au 
entre du tourbillon. La vitessetangentielle du tourbillon dans un repère 
entré sur 
elui-
i s'é
rit :

Vθ(r) = − Γr

2π (r2
 + r2)où r est la distan
e depuis le 
entre du tourbillon, r
 est la distan
e où la vitesse tan-gentielle est maximale (Vθmax = Γ/4πr
) et Γ est la 
ir
ulation du tourbillon. Les deuxtourbillons sont initialement distants de 2r0. D'après les résultats de Powell [113℄, en
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Fig. A.3: Maillage dans le 
as test des tourbillons 
orotatifs. Pour des raisons de lisibilité, seuleune ligne sur dix est représentée.négligeant les e�ets visqueux, les deux tourbillons tournent selon un 
er
le de rayon r0
entré sur le point médiant aux deux tourbillons, à la vitesse de rotation Ω = Γ/4πr2
0.Une révolution s'e�e
tue ainsi en T = 8π2r2

0/Γ. Powell a montré que 
ette 
on�gurationproduit un rayonnement a
oustique quadripolaire de période T/2.Dans 
e 
as test on a pris r0 = 18∆x1 et r
 = 4∆x1, a�n d'avoir une bonne dis
ré-tisation des tourbillons, et Γ = 2136r
, 
e qui donne un nombre de Ma
h asso
ié à lavitesse tangentielle maximale de Mθmax = 0.5 et un nombre de Reynolds Rerc
= 9.1× 103.Le maillage est symétrique suivant les deux dire
tions et 
ontient nx1 × nx2 = 681 × 681points. Il est représenté sur la �gure A.3. Les tourbillons sont pla
és au 
entre du do-maine de 
al
ul, où le pas de maillage vaut ∆x1 = ∆x2 = 2 × 10−4 m. En partant du
entre de la grille, ∆xi reste 
onstant sur les 30 premiers points, puis un étirement de

0.94 % est appliqué jusqu'aux bords du domaine de 
al
ul. Cela permet d'atteindre le
hamp a
oustique lointain tout en minimisant le nombre de points né
essaires. Le 
al
ulest e�e
tué ave
 CFL = c0∆t/∆x1 = 0.8 
e qui donne T/∆t = 1273 et assure ainsi unebonne dis
rétisation temporelle.La �gure A.4 montre l'évolution du 
hamp de vorti
ité obtenu. On distingue troisétapes dans l'évolution des tourbillons. Dans un premier temps, les tourbillons tournentautour de leur point médian en a

ord ave
 la période de rotation prédite par Powell[113℄. Au 
ours de 
ette rotation, des �laments de vorti
ité sont éje
tés de 
haque tour-billon, 
omme l'illustre la �gure A.4(a). Les tourbillons se rappro
hent alors peu à peu
e qui a

élère leur rotation (voir la �gure A.4(b)). Lorsqu'ils sont su�samment pro
hes
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Fig. A.4: Cas test des tourbillons 
orotatifs : 
hamps de vorti
ité à quatre instants di�érents.(a) t/∆t = 8.5×103 ; (b) t/∆t = 2.7×104 ; (
) t/∆t = 3.2×104 ; (d) t/∆t = 3.8×104.
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onde étape 
ommen
e : vers t/∆t = 3.2 × 104, les deux tourbillons fusionnent. La�gure A.4(
) montre que l'éje
tion de �laments s'intensi�e lors de l'appariement. Cetteétape s'a
hève ave
 la formation d'un tourbillon elliptique. On n'observe alors plus quela rotation du tourbillon (�gure A.4(d)) qui tend à devenir 
ir
ulaire. Ces observationssont en a

ord ave
 les résultats numériques de Melander et al. [100℄, qui pré
isent les
onditions 
onduisant à un appariement des tourbillons.Le rayonnement a
oustique émis est reporté sur la �gure A.5. Au 
entre du domaine, lapression est dominée par le 
hamp de pression pro
he. En s'éloignant des tourbillons 
ette
ontribution diminue rapidement et laisse pla
e au 
hamp lointain a
oustique. Lors de lapremière étape les tourbillons rayonnent 
omme un quadripole tournant [113℄. Le 
hampde pression est 
onstitué d'une stru
ture en double spirale en rotation ave
 les tourbillons.La �gure A.6 représente l'évolution temporelle de la pression en un point du 
hamplointain. On remarque que le niveau et la fréquen
e du bruit généré augmentent ave
l'a

élération de la rotation observée durant la première étape. L'appariement provoqueune diminution brutale du niveau du bruit et une augmentation de la fréquen
e, 
ommel'illustrent les �gures A.5(d) et A.6. Juste après la fusion, on observe la présen
e de bou�éessur le signal de pression. Elles sont probablement dues aux variations de l'ex
entri
itédu tourbillon elliptique se produisant juste après la fusion. L'ex
entri
ité 
esse toutefoisrapidement d'os
iller et le niveau du bruit rayonné dé
roît alors progressivement, au furet à mesure que le tourbillon tend à devenir 
ir
ulaire. Notons que toutes 
es observationssont en bon a

ord ave
 les résultats de Mit
hell et al. [103℄.La durée de la première étape est fortement liée aux e�ets visqueux. Plus 
eux-
isont importants, plus l'appariement a lieu rapidement. Ainsi, un 
ode ayant une vis
ositénumérique élevée et un �ltrage peu séle
tif fournira une fusion anti
ipée. Ce 
as test aaussi été réalisé ave
 les an
iens s
hémas. Les valeurs de tous les paramètres, aussi biennumériques que physiques, sont identiques. En parti
ulier, le niveau de �ltrage séle
tif estle même. On obtient ave
 les an
iens s
hémas une évolution qualitativement similaire destourbillons, pour le 
hamp de vorti
ité 
omme pour le 
hamp a
oustique. En revan
he,la fusion se produit à t/∆t = 8.8 × 103, au lieu de t/∆t = 3.2 × 104 ave
 les nouveauxs
hémas, 
'est-à-dire 3.6 fois plus t�t. Cela montre 
lairement qu'une vis
osité numériquenon négligeable induit des biais signi�
atifs sur les é
oulements 
al
ulés. Les nouveauxs
hémas améliorent don
 sensiblement les résultats, tant sur les aspe
ts aérodynamiquesqu'a
oustiques. Le 
as test des tourbillons 
orotatifs est ainsi parti
ulièrement intéressantpour 
omparer la vis
osité numérique de di�érentes te
hniques numériques, du fait de lagrande sensibilité du temps de fusion vis-à-vis de 
e paramètre.
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Fig. A.5: Cas test des tourbillons 
orotatifs : 
hamps de pression à quatre instants di�érents.(a) t/∆t = 8.5×103 ; (b) t/∆t = 2.7×104 ; (
) t/∆t = 3.2×104 ; (d) t/∆t = 3.8×104.
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Fig. A.6: Cas test des tourbillons 
orotatifs : évolution temporelle de la pression au point

x1/r
 = x2/r
 = 405 obtenue ave
 le présent solveur.A.3 Sour
e monopolaire dans un jet parallèle 2-DCe 
as test 
onsiste à étudier la propagation des ondes émises par une sour
e a
oustiquepla
ée dans un jet parallèle 2-D laminaire à di�érentes températures. Deux phénomènespeuvent a�e
ter la propagation des ondes. Tout d'abord, la présen
e d'un é
oulement etde gradients de vitesse provoquent la 
onve
tion et la réfra
tion des ondes émises. Ensuite,les gradients de température modi�ent la vitesse du son 
e qui 
rée des e�ets de réfra
tiond'origine thermique. L'obje
tif de 
e 
as test est alors de véri�er que les e�ets de réfra
tionsur la propagation du bruit sont bien pris en 
ompte, en parti
ulier la 
ontribution dueaux gradients de température.Les équations de Navier-Stokes sont résolues sur un maillage de pas 
onstant ∆x1 =

∆x2 = ∆ = 10−3 m 
ontenant nx1 × nx2 = 551 × 551 points. La température ambianteest �xée à T∞ = 288 K. Le jet a un diamètre Dj/∆ = 100, une vitesse Uj = 200 m.s−1et une épaisseur de 
isaillement δθ/Dj = 1/20. Le Ma
h a
oustique du jet est don
 Ma =

Uj/c∞ = 0.59. L'axe du jet se trouve en x2 = 0. Le pro�l initial de vitesse est dé�ni par :
ui1 = u1(x1, x2, t = 0) =

Uj
2

(
1 + tanh

[
Dj
8δθ

(
Dj

2|x2|
− 2|x2|

Dj )])L'exposant i indique que l'on 
onsidère la valeur de la variable à t = 0. La sour
e a
ous-tique est pla
ée en x1s = x2s = 0. C'est une sour
e monopolaire de forme gaussienneémettant un bruit harmonique de fréquen
e f = 34 kHz, 
e qui 
orrespond à un nombrede Strouhal St= fDj/Uj = 17 et à une longueur d'onde λ/∆ = 10. Son amplitude est �xéeà Ps = 100 Pa et sa demi-largeur est de 2∆. Elle est introduite en ajoutant l'expression
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Fig. A.7: Champ de pression dans le 
as test d'une sour
e monopolaire dans un jet parallèle 2-Dà Tj = T∞. Comparaison ave
 un tra
é de rayons : rayons ; • équiphases.suivante dans l'équation d'énergie :
∂(ρet)
∂t

= · · · + Ps
γ − 1

ω sin(ωt) exp

(
− ln 2

4
(x2

1 + x2
2)

)où ω est la pulsation de la sour
e. Trois températures de jet ont été testées : Tj = 210 K,288 K et 800 K. Le pro�l initial de température est déterminé par la relation de Cro

o-Busemann :
T i = T (x1, x2, t = 0) = Tj [T∞

Tj − ui1
Uj (T∞Tj − 1

)
+
γ − 1

2
· Uj
c2j · u

i
1

Uj (1 − ui1
Uj)]où cj =

√
γrTj est la vitesse du son dans le jet. Le pas de temps est �xé par ∆t =

∆/max(c∞, cj).Le premier 
al
ul a été e�e
tué pour Tj = T∞. La �gure A.7 représente le 
hamp depression obtenu. En aval de la sour
e les fronts d'onde sont déviés hors de l'é
oulement,
réant ainsi un 
�ne de silen
e dans l'axe du jet. En amont le rayonnement tend à resterdans le jet, les ondes ayant tendan
e à se diriger vers les zones où leur vitesse de propa-gation est la plus faible. Un tra
é de rayons a été superposé au 
hamp a
oustique, a�n de
omparer la position des fronts d'ondes. La théorie des rayons s'applique i
i 
ar le bruitémis par la sour
e a une longueur d'onde petite par rapport aux variations de vitesse etde température du milieu de propagation. Les équiphases obtenues par le tra
é de rayonssont en très bon a

ord ave
 le 
al
ul dire
t, 
e qui montre que la réfra
tion due auxgradients de vitesse est 
orre
tement prise en 
ompte.Les 
as de jets à Tj = 210 K et Tj = 800 K sont reportés sur la �gure A.8. Lorsque
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Fig. A.8: Champ de pression dans le 
as test d'une sour
e monopolaire dans un jet parallèle 2-D.(a) Tj = 210 K ; (b) Tj = 800 K. Comparaison ave
 un tra
é de rayons : rayons ;
• équiphases.le jet est froid, la réfra
tion en aval est moins importante tandis que 
elle en amont serenfor
e. Inversement, lorsque le jet est 
hau�é la zone de silen
e en aval s'étend alors quele jet laisse plus fa
ilement sortir le rayonnement amont. Dans 
es deux 
as il y a un trèsbon a

ord entre les tra
és de rayons et le 
al
ul dire
t. Les e�ets de réfra
tion d'originethermique sont don
 bien dé
rits par le solveur.A.4 Di�usion d'un pulse gaussien de températureOn s'intéresse dans 
e dernier exemple à la di�usion d'un pulse gaussien de tempéra-ture. L'obje
tif est de véri�er que les �ux thermiques dus aux gradients de températuresont 
orre
tement pris en 
ompte par le solveur.Le maillage est 
omposé de nx1 × nx2 = 161 × 161 points, ave
 un pas 
onstant

∆x1 = ∆x2 = ∆ = 10−5 m. Le pas de temps 
hoisi est ∆t = 0.8∆/c∞, 
e qui assure lastabilité du 
al
ul. Le pulse est pla
é au 
entre du domaine de 
al
ul, en x1 = x2 = 0. Larépartition initiale de température est une gaussienne de demi-largeur b et d'amplitude Tp :
T i = T (x1, x2, t = 0) = T∞ + (Tp − T∞) exp

[
ln 2

b2
(x2

1 + x2
2)

]Le pulse est pla
é dans un milieu au repos à température ambiante T∞ = 288 K.Une solution analytique de 
e problème peut être obtenue si on fait l'hypothèse que ladi�usivité thermiqueDth = λth/cpρ est une 
onstante, où λth est la 
ondu
tivité thermique
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tion de la température. (b) Évo-lution de la température au 
entre du pulse en fon
tion du temps. 
al
ul ;solution analytique.du �uide et cp est la 
haleur massique spé
i�que à pression 
onstante. Dans le 
as général

Dth varie ave
 T , 
omme l'illustre la �gure A.9(a). L'hypothèse pré
édente né
essite don
d'avoir des gradients thermiques modérés et de faibles di�éren
es de température. Le
al
ul sera e�e
tué ave
 b = 5∆ et Tp = 320 K, 
e qui permet d'assimiler Dth à une
onstante. La température véri�e alors l'équation :
Dth∆T =

∂T

∂tD'après Carslaw et al. [29℄, la solution de 
ette équation s'é
rit en 2-D :
T (x1, x2, t) =

1

4πDtht ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

T (x1, x2, t = 0) exp

[
(x1 − x′1)

2 + (x2 − x′2)
2

4Dtht ] dx′1dx′2On prendra Dth = Dth(T = 300 K) pour 
al
uler la solution analytique.La �gure A.9(b) représente l'évolution temporelle de la température au 
entre du pulseet 
ompare les résultats issus du solveur à la solution analytique. La température au 
entredu pulse diminue sous l'e�et de la di�usion thermique dans l'air. Dans un premier tempsla 
hute de température est rapide puis elle se ralentit progressivement, les gradients étantde plus en plus faibles. Les deux résultats sont en très bon a

ord 
e qui montre que lesgradients thermiques sont bien pris en 
ompte par le solveur. Le léger é
art entre les deux
ourbes s'explique par les limitations de la solution analytique. En e�et, au début du
al
ul la température au 
entre du pulse est supérieure à 300 K et la di�usivité thermiqueréelle - et don
 
elle du solveur - est supérieure à 
elle utilisée dans la solution analytique.
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elle prise en 
omptedans la solution analytique. Inversement, lorsque la température devient inférieure à 300K, la di�usivité thermique réelle est plus faible que 
elle de la solution analytique etla di�usion sera plus lente dans le solveur qu'ave
 la solution analytique. Ainsi, 
ettedernière sur-estime la température au début de la di�usion et elle la sous-estime ensuite.Des pro�ls de la température le long de l'axe x1 sont reportés sur la �gure A.10, pourdeux instants di�érents. Le 
al
ul est en très bon a

ord ave
 la solution analytique et làen
ore les faibles é
arts observés s'expliquent par la limitation de la solution analytiqueà une di�usivité thermique 
onstante.Ce 
as test montre que les transferts thermiques sont bien pris en 
ompte par le solveur.Notons qu'ils jouent i
i un r�le bien plus important que dans les 
on�gurations étudiéespar la suite. En e�et, dans les jets qui seront 
al
ulés la di�usion thermique molé
ulaireest un phénomène très lent par rapport aux vitesses de l'é
oulement et les transferts de
haleur se feront prin
ipalement par 
onve
tion.



Annexe BÉquations de Navier-Stokes en
oordonnées 
ylindriques :détermination des équations sur l'axeCette annexe présente les 
al
uls menés pour obtenir les équations en 
oordonnées
ylindriques sur l'axe ave
 la méthode de Constantines
u & Lele [34℄ (voir la partie 1.6.4).La partie B.1 présente le 
as 2-D des 
oordonnées polaires. La généralisation au 
as 3-D
ylindrique est ensuite e�e
tuée dans la partie B.2. La prise en 
ompte des variationsde température est exposée dans la partie B.3. Les relations né
essaires au 
al
ul des
oe�
ients des séries sont détaillées dans la partie B.4, de même que le 
al
ul de ladilatation et de la vorti
ité sur l'axe. Les équations polaires et 
ylindriques sur l'axe sont�nalement ré
apitulées dans les parties B.5 et B.6.B.1 Cas 2-D : équations en 
oordonnées polairesB.1.1 Conservation de la masseL'équation de 
onservation de la masse peut s'é
rire sous la forme :
∂ρ

∂t
+ Em − Vm = 0ave
 Em =

∂rρur

r∂r
+
∂ρuθ

r∂θ
(�ux eulériens)et Vm = 0 (�ux visqueux)On a vu à la partie 1.6.4 que les variables peuvent être regroupées en deux 
atégories : lesgrandeurs régulières et les grandeurs singulières. Les variables régulières, ρ par exemple,



138/170ont un développement en série de la forme :
ρ(r, θ) =

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

α(ρ)
mnr

2n

)
cos(mθ) +

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

β(ρ)
mnr

2n

)
sin(mθ)où α(ρ)

mn et β(ρ)
mn sont les 
oe�
ients de la série et ne dépendent que du temps. Les variablessingulières, ur par exemple, s'é
rivent de la façon suivante :

ur(r, θ) =
1

r

+∞∑

n=1

A
(r)
0n r

2n+
+∞∑

m=1

rm−1

(
+∞∑

n=0

A(r)
mnr

2n

)
cos(mθ)+

+∞∑

m=1

rm−1

(
+∞∑

n=0

B(r)
mnr

2n

)
sin(mθ)où A(r)

mn et B(r)
mn sont les 
oe�
ients de la série et ne dépendent que du temps. En rempla-çant 
haque variable par son développement en série, on obtient :
∂rρur

r∂r
=
α

(ρ)
00

(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

r

+ 2
(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+ 2α
(ρ)
00

(
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

)

+O(r)De même :
∂ρuθ

r∂θ
=
α

(ρ)
00

(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)

r

+
(
−α(ρ)

10 sin θ + β
(ρ)
10 cos θ

)(
B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ

)

+
(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)

+ α
(ρ)
00

(
−2B

(r)
20 sin 2θ − 2A

(r)
20 cos 2θ

)

+O(r)En reportant 
es expressions dans l'équation de 
onservation de la masse et en prenant lalimite quand r tend vers 0, on obtient �nalement :
∂ρ

∂t
+ Em − Vm = 0ave
 Em = 2α

(ρ)
00 A

(r)
01 + α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10et Vm = 0Cette équation est exa
te et n'est valable que sur l'axe.



139/170B.1.2 Conservation de la quantité de mouvementConsidérons tout d'abord la 
omposante radiale de l'équation de 
onservation de laquantité de mouvement. Celle-
i peut se mettre sous la forme :
∂ρur

∂t
+ Er − Vr = 0ave
 Er =

∂rρurur

r∂r
+
∂ρuruθ

r∂θ
− ρuθuθ

r
+
∂p

∂r
(�ux eulériens)et Vr =

∂rTrr

r∂r
+
∂Trθ

r∂θ
− Tθθ

r
(�ux visqueux)L'expression des termes visqueux est donnée dans la partie 1.6.1.On rempla
e 
haque variable par son développement en série. Les termes des �uxeulériens s'é
rivent alors :

∂rρurur

r∂r
=
α

(ρ)
00

(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)2

r

+ 2
(
α

(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)2

+ 4α
(ρ)
00

(
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+O(r)

∂ρuruθ

r∂θ
=
α

(ρ)
00

[
(B

(r)2

10 − A
(r)2

10 )(cos2 θ − sin2 θ) − 4A
(r)
10 B

(r)
10 cos θ sin θ

]

r

− 5α
(ρ)
10 A

(r)
10 B

(r)
10 cos2 θ sin θ + α

(ρ)
10 A

(r)
10 B

(r)
10 sin3 θ − 5β

(ρ)
10 A

(r)
10 B

(r)
10 cos θ sin2 θ

+ β
(ρ)
10 A

(r)
10 B

(r)
10 cos3 θ + 2α

(ρ)
10 A

(r)2

10 cos θ sin2 θ − α
(ρ)
10 A

(r)2

10 cos3 θ

− 2β
(ρ)
10 A

(r)2

10 cos2 θ sin θ + β
(ρ)
10 A

(r)2

10 sin3 θ − 2α
(ρ)
10 B

(r)2

10 cos θ sin2 θ

+ α
(ρ)
10 B

(r)2

10 cos3 θ + 2β
(ρ)
10 B

(r)2

10 cos2 θ sin θ − β
(ρ)
10 B

(r)2

10 sin3 θ

+ α
(ρ)
00

[
A

(θ)
01 (−A(r)

10 sin θ +B
(r)
10 cos θ) − A

(r)
01 (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ)

− 3A
(r)
10 B

(r)
20 (cos 2θ sin θ + cos θ sin 2θ)

+ 3B
(r)
10 B

(r)
20 (cos 2θ cos θ − sin 2θ sin θ)

+ 3A
(r)
10 A

(r)
20 (sin 2θ sin θ − cos 2θ cos θ)

− 3A
(r)
20 B

(r)
10 (cos 2θ sin θ + cos θ sin 2θ)

]

+O(r)
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ρuθuθ

r
=
α

(ρ)
00 (B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)2

r

+ (α
(ρ)
10 cos θ + β

(ρ)
10 sin θ)(B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)2

+ 2α
(ρ)
00 (A

(θ)
01 +B

(r)
20 cos 2θ − A

(r)
20 sin 2θ)(B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)

+O(r)La 
ontribution de la pression se 
al
ule aisément :
∂p

∂r
= α

(p)
10 cos θ + β

(p)
10 sin θ +O(r)Pour déterminer les �ux visqueux, on a besoin des dérivées des 
omposantes de lavitesse :

∂rur

r∂r
=
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

r

+ 2(A
(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ)

+ 3(A
(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ + A

(r)
30 cos 3θ +B

(r)
30 sin 3θ)r

+O(r2)

∂uθ

r∂θ
= − A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

r

− 2(A
(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ)

+ (−A(θ)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ − 3B

(r)
30 sin 3θ − 3A

(r)
30 cos 3θ)r

+O(r2)

∂ur

∂r
=A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

+ 2(A
(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ + A

(r)
30 cos 3θ +B

(r)
30 sin 3θ)r

+O(r2)

∂ur

r∂θ
=
−A(r)

10 sin θ +B
(r)
10 cos θ

r

+ 2(−A(r)
20 sin 2θ +B

(r)
20 cos 2θ)

+ (−A(r)
11 sin θ +B

(r)
11 cos θ − 3A

(r)
30 sin 3θ + 3B

(r)
30 cos 3θ)r

+O(r2)
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∂uθ

∂r
=A

(θ)
01 − A

(r)
20 sin 2θ +B

(r)
20 cos 2θ

+ 2(A
(θ)
11 cos θ +B

(θ)
11 sin θ − A

(r)
30 sin 3θ +B

(r)
30 cos 3θ)r

+O(r2)

ur

r
=
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

r

+ A
(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

+ (A
(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ + A

(r)
30 cos 3θ +B

(r)
30 sin 3θ)r

+O(r2)

uθ

r
=
B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ

r

+ A
(θ)
01 +B

(r)
20 cos 2θ − A

(r)
20 sin 2θ

+ (A
(θ)
11 cos θ +B

(θ)
11 sin θ +B

(r)
30 cos 3θ − A

(r)
30 sin 3θ)r

+O(r2)On peut maintenant 
al
uler les �ux (on rappelle que λ = −2µ/3 d'après la loi deStokes) :
Trr =2µ

[
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ + 2(A

(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ + A

(r)
30 cos 3θ

+ B
(r)
30 sin 3θ)r

]

+ λ
[
2A

(r)
01 + (3A

(r)
11 cos θ − A

(θ)
11 sin θ + 3B

(r)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ)r

]

+O(r2)

Trθ =µ
[
−2A

(r)
20 sin 2θ + 2B

(r)
20 cos 2θ

+ (−A(r)
11 sin θ +B

(r)
11 cos θ + A

(θ)
11 cos θ +B

(θ)
11 sin θ − 4A

(r)
30 sin 3θ

+ 4B
(r)
30 cos 3θ)r

]

+O(r2)

Tθθ =2µ
[
A

(r)
01 − A

(r)
20 cos 2θ −B

(r)
20 sin 2θ

+ (−A(θ)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ + A

(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ − 2A

(r)
30 cos 3θ

−2B
(r)
30 sin 3θ)r

]

+ λ
[
2A

(r)
01 + (3A

(r)
11 cos θ − A

(θ)
11 sin θ + 3B

(r)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ)r

]

+O(r2)
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∂rTrr

r∂r
=2µ

[
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

r
+ 4(A

(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ + A

(r)
30 cos 3θ

+ B
(r)
30 sin 3θ)

]

+ λ

[
2A

(r)
01

r
+ 2(3A

(r)
11 cos θ − A

(θ)
11 sin θ + 3B

(r)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ)

]

+O(r)

∂Trθ

r∂θ
=µ

[
−4A

(r)
20 cos 2θ − 4B

(r)
20 sin 2θ

r

−A(r)
11 cos θ −B

(r)
11 sin θ − A

(θ)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ − 12A

(r)
30 cos 3θ − 12B

(r)
30 sin 3θ

]

+O(r)

Tθθ

r
=2µ

[
A

(r)
01 − A

(r)
20 cos 2θ −B

(r)
20 sin 2θ

r

−A(θ)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ + A

(r)
11 cos θ +B

(r)
11 sin θ − 2A

(r)
30 cos 3θ − 2B

(r)
30 sin 3θ

]

+ λ

[
2A

(r)
01

r
+ 3A

(r)
11 cos θ − A

(θ)
11 sin θ + 3B

(r)
11 sin θ +B

(θ)
11 cos θ

]

+O(r)En inje
tant 
es expressions dans l'équation de quantité de mouvement, on obtient�nalement en prenant la limite en r = 0 :
∂ρur

∂t
+ Er − Vr = 0ave
 Er = (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ)(α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 )

+ α
(ρ)
00

[
3A

(r)
01 (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ) − A

(θ)
01 (B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)

+ cos θ(A
(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20 ) + sin θ(A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10 )
]

+ α
(p)
10 cos θ + β

(p)
10 sin θet Vr = µ

[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 ) cos θ + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 ) sin θ

]

+ λ
[
(3A

(r)
11 +B

(θ)
11 ) cos θ + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 ) sin θ

]On souhaite obtenir des équations régulières valables sur l'axe. En 
e point, uθ se déduitde ur par rotation : uθ(r = 0, θ) = ur(r = 0, θ+π/2). Il n'est don
 pas né
essaire d'e�e
tuer
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al
uls supplémentaires pour obtenir la 
omposante selon θ de la 
onservation dequantité de mouvement. Elle se déduit de la 
omposante selon r par une rotation de π/2.Il n'est don
 pas né
essaire de résoudre la 
omposante azimutale de l'équation de quantitéde mouvement sur l'axe.B.1.3 Conservation de l'énergieDans un sou
i de simpli
ité, on 
onsidère dans 
ette partie l'équation de 
onservationde l'énergie sans les �ux thermiques. La prise en 
ompte des e�ets de la températuredans les équations sur l'axe est détaillée dans la partie B.3. L'équation de 
onservationde l'énergie s'é
rit :
∂ρet
∂t

+ Ee − Ve = 0ave
 Ee =
∂r(ρet + p)ur

r∂r
+
∂(ρet + p)uθ

r∂θ
(�ux eulérien)et Ve =

∂r(Trrur + Trθuθ)

r∂r
+
∂(Tθrur + Tθθuθ)

r∂θ
(�ux visqueux)Les termes 
omposant Ee se déduisent fa
ilement des 
al
uls e�e
tués pour la 
onser-vation de la masse :

∂r(ρet + p)ur

r∂r
=

(α
(ρe)
00 + α

(p)
00 )
(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

r

+ 2
(
(α

(ρe)
10 + α

(p)
10 ) cos θ + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 ) sin θ

)(
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

)

+ 2(α
(ρe)
00 + α

(p)
00 )
(
A

(r)
01 + A

(r)
20 cos 2θ +B

(r)
20 sin 2θ

)

+O(r)

∂(ρet + p)uθ

r∂θ
=

(α
(ρe)
00 + α

(p)
00 )
(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)

r

+
(
−(α

(ρe)
10 + α

(p)
10 ) sin θ + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 ) cos θ

)(
B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ

)

+
(
(α

(ρe)
10 + α

(p)
10 ) cos θ + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 ) sin θ

)(
−B(r)

10 sin θ − A
(r)
10 cos θ

)

+ (α
(ρe)
00 + α

(p)
00 )
(
−2B

(r)
20 sin 2θ − 2A

(r)
20 cos 2θ

)

+O(r)
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∂rTrrur

r∂r
=

2µ

r

[
A

(r)
01 A

(r)
10 cos θ + A

(r)
10 A

(r)
20 cos 2θ cos θ + A

(r)
10 B

(r)
20 cos θ sin 2θ

+ A
(r)
01 B

(r)
10 sin θ + A

(r)
20 B

(r)
10 cos 2θ sin θ +B

(r)
10 B

(r)
20 sin 2θ sin θ

]

+ 4µ
[
A

(r)2

01 + A
(r)2

20 cos2 2θ +B
(r)2

20 sin2 2θ + 2A
(r)
01 A

(r)
20 cos 2θ

+ 2A
(r)
01 B

(r)
20 sin 2θ + 2A

(r)
20 B

(r)
20 cos 2θ sin 2θ + 2A

(r)
10 A

(r)
11 cos2 θ

+ 2A
(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ + 2A

(r)
10 A

(r)
30 cos 3θ cos θ

+ 2A
(r)
10 B

(r)
30 cos θ sin 3θ + 2A

(r)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ + 2B

(r)
10 B

(r)
11 sin2 θ

+ 2A
(r)
30 B

(r)
10 cos 3θ sin θ + 2B

(r)
10 B

(r)
30 sin 3θ sin θ

]

+
2λA

(r)
01

r

[
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

]

+ 2λ
[
2A

(r)2

01 + 2A
(r)
01 A

(r)
20 cos 2θ + 2A

(r)
01 B

(r)
20 sin 2θ + 3A

(r)
10 A

(r)
11 cos2 θ

− A
(r)
10 A

(θ)
11 cos θ sin θ + 3A

(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ + A

(r)
10 B

(θ)
11 cos2 θ

+ 3A
(r)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ − A

(θ)
11 B

(r)
10 sin2 θ + 3B

(r)
10 B

(r)
11 sin2 θ

+ B
(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ

]

+O(r)

∂rTrθuθ

r∂r
=
µ

r

[
−2A

(r)
20 B

(r)
10 cos θ sin 2θ + 2B

(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ cos θ

+ 2A
(r)
10 A

(r)
20 sin 2θ sin θ − 2A

(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ sin θ

]

+ 2µ
[
−A(r)

11 B
(r)
10 cos θ sin θ +B

(r)
10 B

(r)
11 cos2 θ + A

(θ)
11 B

(r)
10 cos2 θ

+ B
(r)
10 B

(θ)
11 cos θ sin θ − 4A

(r)
30 B

(r)
10 cos θ sin 3θ + 4B

(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ cos θ

+ A
(r)
10 A

(r)
11 sin2 θ − A

(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ − A

(r)
10 A

(θ)
11 cos θ sin θ

− A
(r)
10 B

(θ)
11 sin2 θ + 4A

(r)
10 A

(r)
30 sin 3θ sin θ − 4A

(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ sin θ

− 2A
(θ)
01 A

(r)
20 sin 2θ + 2A

(θ)
01 B

(r)
20 cos 2θ − 4A

(r)
20 B

(r)
20 cos 2θ sin 2θ

+ 2B
(r)2

20 cos2 2θ + 2A
(r)2

20 sin2 2θ
]

+O(r)

∂Tθrur

r∂θ
=
µ

r

[
2A

(r)
10 A

(r)
20 sin 2θ sin θ − 2A

(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ sin θ − 2A

(r)
20 B

(r)
10 cos θ sin 2θ

+ 2B
(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ cos θ − 4A

(r)
10 A

(r)
20 cos 2θ cos θ − 4A

(r)
10 B

(r)
20 cos θ sin 2θ

− 4A
(r)
20 B

(r)
10 cos 2θ sin θ − 4B

(r)
10 B

(r)
20 sin 2θ sin θ

]
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+ µ

[
A

(r)
10 A

(r)
11 (sin2 θ − cos2 θ) − 2A

(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ − 2A

(r)
10 A

(θ)
11 cos θ sin θ

+ A
(r)
10 B

(θ)
11 (cos2 θ − sin2 θ) + 4A

(r)
10 A

(r)
30 sin 3θ sin θ − 12A

(r)
10 A

(r)
30 cos 3θ cos θ

− 4A
(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ sin θ − 12A

(r)
10 B

(r)
30 cos θ sin 3θ − 2A

(r)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ

+ B
(r)
10 B

(r)
11 (cos2 θ − sin2 θ) + A

(θ)
11 B

(r)
10 (cos2 θ − sin2 θ) + 2B

(θ)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ

− 4A
(r)
30 B

(r)
10 cos θ sin 3θ − 12A

(r)
30 B

(r)
10 cos 3θ sin θ + 4B

(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ cos θ

− 12B
(r)
10 B

(r)
30 sin 3θ sin θ − 4A

(r)
01 A

(r)
20 cos 2θ + 4A

(r)2

20 (sin2 2θ − cos2 2θ)

− 16A
(r)
20 B

(r)
20 cos 2θ sin 2θ − 4A

(r)
01 B

(r)
20 sin 2θ + 4B

(r)2

20 (cos2 2θ − sin2 2θ)
]

+O(r)

∂Tθθuθ

r∂θ
=

2µ

r

[
2A

(r)
20 B

(r)
10 cos θ sin 2θ − 2A

(r)
10 A

(r)
20 sin 2θ sin θ − 2B

(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ cos θ

+ 2A
(r)
10 B

(r)
20 cos 2θ sin θ − A

(r)
01 B

(r)
10 sin θ − A

(r)
01 A

(r)
10 cos θ + A

(r)
20 B

(r)
10 cos 2θ sin θ

+ A
(r)
10 A

(r)
20 cos 2θ cos θ +B

(r)
10 B

(r)
20 sin 2θ sin θ + A

(r)
10 B

(r)
20 cos θ sin 2θ

]

− 2A
(r)
01 λ

r

[
A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ

]

2µ
[
2A

(θ)
01 A

(r)
20 sin 2θ + 8A

(r)
20 B

(r)
20 cos 2θ sin 2θ + 2A

(r)2

20 (cos2 2θ − sin2 2θ)

− 2A
(θ)
01 B

(r)
20 cos 2θ + 2B

(r)2

20 (sin2 2θ − cos2 2θ) − 2A
(r)
01 B

(r)
20 sin 2θ

− 2A
(r)
01 A

(r)
20 cos 2θ + A

(θ)
11 B

(r)
10 (sin2 θ − cos2 θ) − 2B

(r)
10 B

(θ)
11 cos θ sin θ

− 2A
(r)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ +B

(r)
10 B

(r)
11 (cos2 θ − sin2 θ) + 6A

(r)
30 B

(r)
10 cos θ sin 3θ

+ 2A
(r)
30 B

(r)
10 cos 3θ sin θ − 6B

(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ cos θ + 2B

(r)
10 B

(r)
30 sin 3θ sin θ

+ 2A
(r)
10 A

(θ)
11 cos θ sin θ + A

(r)
10 B

(θ)
11 (sin2 θ − cos2 θ) + A

(r)
10 A

(r)
11 (sin2 θ − cos2 θ)

− 2A
(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ − 6A

(r)
10 A

(r)
30 sin 3θ sin θ + 2A

(r)
10 A

(r)
30 cos 3θ cos θ

+ 6A
(r)
10 B

(r)
30 cos 3θ sin θ + 2A

(r)
10 B

(r)
30 cos θ sin 3θ

]

+ λ
[
2A

(r)
01 (−2B

(r)
20 sin 2θ − 2A

(r)
20 cos 2θ) − 6A

(r)
11 B

(r)
10 cos θ sin θ

+ A
(θ)
11 B

(r)
10 (sin2 θ − cos2 θ) + 3B

(r)
10 B

(r)
11 (cos2 θ − sin2 θ) − 2B

(r)
10 B

(θ)
11 cos θ sin θ

+ 3A
(r)
10 A

(r)
11 (sin2 θ − cos2 θ) + 2A

(r)
10 A

(θ)
11 cos θ sin θ − 6A

(r)
10 B

(r)
11 cos θ sin θ

+ A
(r)
10 B

(θ)
11 (sin2 θ − cos2 θ)

]

+O(r)En reportant 
es expressions dans l'équation de 
onservation de l'énergie et en prenant



146/170la limite en r = 0, on obtient �nalement :
∂ρet
∂t

+ Ee − Ve = 0ave
 Ee = 2(α
(ρe)
00 + α

(p)
00 )A

(r)
01 + (α

(ρe)
10 + α

(p)
10 )A

(r)
10 + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 )B

(r)
10et Ve = 4µ

[
A

(r)2

01 + A
(r)2

20 +B
(r)2

20

]
+ µ

[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 )A

(r)
10 + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 )B

(r)
10

]

+ 4λA
(r)2

01 + λ
[
(B

(θ)
11 + 3A

(r)
11 )A

(r)
10 + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 )B

(r)
10

]B.2 Généralisation au 
as 3-D 
ylindriqueLa présen
e d'une troisième dimension, 
elle de l'axe 
ylindrique x, fait apparaître destermes supplémentaires dans les équations. On pro
ède ave
 
es nouveaux termes de lamême manière que dans le 
as 2-D.Une nouvelle variable régulière apparaît : la vitesse du �uide dans la dire
tion de l'axe
ux. Son développement en série est de la forme :

ux(x, r, θ) =
+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

α(x)
mnr

2n

)
cos(mθ) +

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

β(x)
mnr

2n

)
sin(mθ)En 
oordonnées polaires, toutes les grandeurs étaient des fon
tions du temps t et de deuxvariables d'espa
e r et θ. Les dé
ompositions étant e�e
tuées sur 
es deux variables, les
oe�
ients des séries n'étaient fon
tions que du temps. En 3-D, les 
oe�
ients des sériessont maintenant aussi des fon
tions de x.Considérons le 
as de la 
onservation de la masse. Celle-
i peut se mettre sous laforme :

∂ρ

∂t
+ E3Dm − V3Dm = 0ave
 E3Dm = E2Dm +

∂ρux

∂xoù E2Dm =
∂rρur

r∂r
+
∂ρuθ

r∂θ
(�ux eulériens en 2-D)et V3Dm = 0On note ainsi que le terme ∂(ρux)/∂x vient s'ajouter au �ux eulériens en 
oordonnéespolaires. Comme ρux = α

(ρ)
00 α

(x)
00 +O(r), on a :
∂ρux

∂x
=
∂α

(ρ)
00 α

(x)
00

∂x
+O(r)On obtient �nalement :

E3Dm = 2α
(ρ)
00 A

(r)
01 + α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 +

∂α
(ρ)
00 α

(x)
00

∂x
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ède de même ave
 les autres équations. Il faut notamment prendre gardeaux termes supplémentaires dans le tenseur des 
ontraintes et à l'apparition de termesliés à la dire
tion x (Txx, Txr et Txθ). De plus les 
oe�
ients des séries dépendent de x.Dans un sou
i de 
on
ision, les 
al
uls détaillés ne sont pas présentés i
i, les expressionsdes di�érents termes étant parti
ulièrement lourdes. Les équations obtenues à l'issue des
al
uls seront données dans la partie B.6.B.3 Prise en 
ompte des variations de la températureLes développements pré
édents sont valables uniquement si la température T reste
onstante. Dans le 
as général il faut prendre en 
ompte les e�ets dus aux variations de latempérature. Tout d'abord la vis
osité µ varie ave
 T , de même que λ = −2µ/3 d'aprèsla loi de Stokes. La loi de Sutherland [36℄ (voir la partie 1.1) donne :
µ = µ∞

(
T

T∞

) 3
2 1.4

0.4 + T
T∞

ave
 µ∞ = µ(T∞ = 288 K)Les dérivées spatiales de µ et λ sont alors 
al
ulées par :
∂µ

∂r
=
∂µ

∂T

∂T

∂r
∂µ

∂θ
=
∂µ

∂T

∂T

∂θ
∂λ

∂r
=
∂λ

∂T

∂T

∂r
∂λ

∂θ
=
∂λ

∂T

∂T

∂θLa température étant une variable régulière, sa série s'é
rit :
T (x, r, θ) =

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

α(T )
mnr

2n

)
cos(mθ) +

+∞∑

m=0

rm

(
+∞∑

n=0

β(T )
mnr

2n

)
sin(mθ)Comme la vis
osité n'est plus une 
onstante, de nouveaux termes apparaissent dans les�ux visqueux des équations de quantité de mouvement et de l'équation d'énergie. En lesnotant respe
tivement ST

ρux
, ST

ρur
et ST

ρe, on obtient �nalement après des 
al
uls similairesà 
eux qui pré
èdent :
ST

ρux
=
∂µ

∂T

[
α

(T )
10

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)
+ β

(T )
10

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]
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ST

ρur
=
∂µ

∂T

[
2A

(r)
01

(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

+2
[(
A

(r)
20 α

(T )
10 +B

(r)
20 β

(T )
10

)
cos θ +

(
B

(r)
20 α

(T )
10 − A

(r)
20 β

(T )
10

)
sin θ

]]

+
∂λ

∂T

(
∂α

(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

)(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

ST
ρe =

∂µ

∂T

[
α

(T )
00

[
α

(T )
10

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)
+ β

(T )
10

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]

+ 2A
(r)
01

(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)

+ 2α
(T )
10

(
A

(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20

)
+ 2β

(T )
10

(
A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10

)]

+
∂λ

∂T

(
2A

(r)
01 +

∂α
(x)
00

∂x

)(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)Ces termes supplémentaires sont uniquement liés au fait que la vis
osité varie ave
 T .Il faut également rajouter dans l'équation d'énergie les �ux thermiques, modélisés par laloi de Fourier. On note 
es termes SFourier
ρe :

SFourier
ρe =

cp
σ

[
∂

∂x

(
µ
∂α

(T )
00

∂x

)
+ 4µα

(T )
01 +

∂µ

∂T

(
α

(T )2

10 + β
(T )2

10

)]B.4 Cal
ul des 
oe�
ients des séries, de la dilatationet de la vorti
itéLes nouvelles équations sur l'axe font intervenir les premiers 
oe�
ients des dévelop-pements en séries de ρ, ux, ur, uθ, ρet, p et T . Pour pouvoir passer à l'itération suivante,on a besoin de les 
al
uler, 
onnaissant les valeurs de 
es grandeurs à l'itération présente.Pour 
ela, on 
onsidère une dire
tion θ arbitraire. Les 
oe�
ients des variables singulièress'expriment alors par :
A

(r)
11 =

1

4

[
cos θ

∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ)

+ cos
(
θ +

π

4

) ∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

− sin θ
∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

− sin
(
θ +

π

4

) ∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

]

B
(r)
11 =

1

4

[
sin θ

∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ)

+ sin
(
θ +

π

4

) ∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

+ cos θ
∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

+ cos
(
θ +

π

4

) ∂2ur

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

]
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A

(θ)
11 =

1

4

[
cos θ

∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ)

+ cos
(
θ +

π

4

) ∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

− sin θ
∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

− sin
(
θ +

π

4

) ∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

]

B
(θ)
11 =

1

4

[
sin θ

∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ)

+ sin
(
θ +

π

4

) ∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

+ cos θ
∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

+ cos
(
θ +

π

4

) ∂2uθ

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

]

A
(r)
10 =ur(0, θ) cos θ − ur

(
0, θ +

π

2

)
sin θ

B
(r)
10 =ur(0, θ) sin θ + ur

(
0, θ +

π

2

)
cos θ

A
(r)
01 =

1

2

[
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

+
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

]

A
(θ)
01 =

1

2

[
∂uθ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

+
∂uθ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

]

A
(r)
20 =

1

2

[(
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

− ∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

)
cos 2θ

−
(
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

− ∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

)
sin 2θ

]

B
(r)
20 =

1

2

[(
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

− ∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

)
sin 2θ

+

(
∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

4
)

− ∂ur

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+ 3π

4
)

)
cos 2θ

]Les 
oe�
ients des grandeurs régulières se 
al
ulent de la façon suivante :
α

(ρ)
00 =ρ(r = 0)

α
(ρ)
10 = cos θ

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

− sin θ
∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

β
(ρ)
10 = sin θ

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ)

+ cos θ
∂ρ

∂r

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

α
(ρ)
01 =

1

4

[
∂2ux

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ)

+
∂2ux

∂r2

∣∣∣∣
(0,θ+π

2
)

]Ces expressions sont données pour ρ mais les 
oe�
ients de p, ρet et T se déterminent defaçon analogue.
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oe�
ients font intervenir di�érentes grandeursprises en θ, θ + π/4, θ + π/2 et θ + 3π/4. Les maillages utilisés doivent don
 avoir unnombre de dire
tions θ multiple de 8. On note également que pour utiliser 
es relationson doit 
hoisir une dire
tion arbitraire θ. A�n que le résultat ne dépende pas de 
e 
hoix,notre 
al
ul des 
oe�
ients est e�e
tué pour toutes les dire
tions θ du maillage, puis onprend la moyenne des résultats obtenus.Pour �nir, la dilatation et la vorti
ité s'expriment de la façon suivante en 
oordonnées
ylindriques : div (u) =
∂ux

∂x
+
∂rur

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

−−→Rot (u) =




∂ruθ

r∂r
− ∂ur

r∂θ
∂ux

r∂θ
− ∂uθ

∂x
∂ur

∂x
− ∂ux

∂r


En 
oordonnées polaires, il su�t d'enlever les termes 
ontenant ux ou une dérivée selon x.Les deux expressions 
i-dessus sont singulières en r = 0. Pour obtenir les valeurs sur l'axeon pro
ède de même que pour les équations de Navier-Stokes. En remplaçant les diversesgrandeurs par leurs développements en séries et en prenant la limite en r = 0, on obtient�nalement : div (u) =

∂α
(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

−−→Rot (u) =




2A
(θ)
01(

β
(x)
10 − ∂B

(r)
10

∂x

)
cos θ −

(
α

(x)
10 − ∂A

(r)
10

∂x

)
sin θ

(
∂A

(r)
10

∂x
− α

(x)
10

)
cos θ +

(
∂B

(r)
10

∂x
− β

(x)
10

)
sin θ




B.5 Bilan sur les équations 2-DConservation de la masse :
∂ρ

∂t
+ Em − Vm = 0ave
 Em = 2α

(ρ)
00 A

(r)
01 + α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10et Vm = 0
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∂ρur

∂t
+ Er − Vr = 0ave
 Er = (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ)(α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 )

+ α
(ρ)
00

[
3A

(r)
01 (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ) − A

(θ)
01 (B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)

+ cos θ(A
(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20 ) + sin θ(A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10 )
]

+ α
(p)
10 cos θ + β

(p)
10 sin θet Vr = µ

[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 ) cos θ + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 ) sin θ

]

+ λ
[
(3A

(r)
11 +B

(θ)
11 ) cos θ + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 ) sin θ

]

+
∂µ

∂T

[
2A

(r)
01

(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

+ 2
[(
A

(r)
20 α

(T )
10 +B

(r)
20 β

(T )
10

)
cos θ +

(
B

(r)
20 α

(T )
10 − A

(r)
20 β

(T )
10

)
sin θ

] ]

+ 2A
(r)
01

∂λ

∂T

(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

Conservation de l'énergie
∂ρe

∂t
+ Ee − Ve = 0ave
 Ee = 2(α

(ρe)
00 + α

(p)
00 )A

(r)
01 + (α

(ρe)
10 + α

(p)
10 )A

(r)
10 + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 )B

(r)
10et Ve = 4µ

[
A

(r)2

01 + A
(r)2

20 +B
(r)2

20

]
+ µ

[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 )A

(r)
10 + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 )B

(r)
10

]

+ 4λA
(r)2

01 + λ
[
(B

(θ)
11 + 3A

(r)
11 )A

(r)
10 + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 )B

(r)
10

]

+
∂µ

∂T

[
α

(T )
00

[
α

(T )
10

∂A
(r)
10

∂x
+ β

(T )
10

∂B
(r)
10

∂x

]

+ 2A
(r)
01

(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)

+ 2α
(T )
10

(
A

(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20

)
+ 2β

(T )
10

(
A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10

)]

+ 2A
(r)
01

∂λ

∂T

(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)

+
cp
σ

[
4µα

(T )
01 +

∂µ

∂T

(
α

(T )2

10 + β
(T )2

10

)]



152/170B.6 Bilan sur les équations 3-DConservation de la masse :
∂ρ

∂t
+ E3Dm − V3Dm = 0ave
 E3Dm = 2α

(ρ)
00 A

(r)
01 + α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 +

∂α
(ρ)
00 α

(x)
00

∂xet V3Dm = 0Conservation de la quantité de mouvement selon x :
∂ρux

∂t
+ E3Dx − V3Dx = 0ave
 E3Dx = 2α

(ρ)
00 α

(x)
00 A

(r)
01 + A

(r)
10

[
α

(ρ)
00 α

(x)
10 + α

(x)
00 α

(ρ)
10

]
+B

(r)
10

[
α

(ρ)
00 β

(x)
10 + α

(x)
00 β

(ρ)
10

]

+
∂α

(ρ)
00 α

(x)
00 α

(x)
00

∂x
+
∂α

(p)
00

∂xet V3Dx =
∂

∂x

[
2µ
∂α

(x)
00

∂x
+ λ

(
∂α

(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

)]
+ µ

[
4α

(x)
01 + 2

∂A
(r)
01

∂x

]

+
∂µ

∂T

[
α

(T )
10

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)
+ β

(T )
10

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]

Conservation de la quantité de mouvement selon r :
∂ρur

∂t
+ E3Dr − V3Dr = 0ave
 E3Dr = (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ)(α

(ρ)
10 A

(r)
10 + β

(ρ)
10 B

(r)
10 )

+ α
(ρ)
00

[
3A

(r)
01 (A

(r)
10 cos θ +B

(r)
10 sin θ) − A

(θ)
01 (B

(r)
10 cos θ − A

(r)
10 sin θ)

+ cos θ(A
(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20 ) + sin θ(A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10 )
]

+ α
(p)
10 cos θ + β

(p)
10 sin θ

+
∂α

(ρ)
00 α

(x)
00 A

(r)
10

∂x
cos θ +

∂α
(ρ)
00 α

(x)
00 B

(r)
10

∂x
sin θ
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[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 ) cos θ + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 ) sin θ

]

+ λ
[
(3A

(r)
11 +B

(θ)
11 ) cos θ + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 ) sin θ

]

+ cos θ
∂

∂x

[
µ

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)]
+ sin θ

∂

∂x

[
µ

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]

+ λ

[
∂α

(x)
10

∂x
cos θ +

∂β
(x)
10

∂x
sin θ

]

+
∂µ

∂T

[
2A

(r)
01

(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

+2
[(
A

(r)
20 α

(T )
10 +B

(r)
20 β

(T )
10

)
cos θ +

(
B

(r)
20 α

(T )
10 − A

(r)
20 β

(T )
10

)
sin θ

]]

+
∂λ

∂T

(
∂α

(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

)(
α

(T )
10 cos θ + β

(T )
10 sin θ

)

Conservation de l'énergie :
∂ρe

∂t
+ E3De − V3De = 0ave
 E3De = 2(α

(ρe)
00 + α

(p)
00 )A

(r)
01 + (α

(ρe)
10 + α

(p)
10 )A

(r)
10 + (β

(ρe)
10 + β

(p)
10 )B

(r)
10

+
∂
(
α

(ρe)
00 + α

(p)
00

)
α

(x)
00

∂xet V3De = 4µ
[
A

(r)2

01 + A
(r)2

20 +B
(r)2

20

]
+ µ

[
(5A

(r)
11 −B

(θ)
11 )A

(r)
10 + (5B

(r)
11 + A

(θ)
11 )B

(r)
10

]

+ 4λA
(r)2

01 + λ
[
(B

(θ)
11 + 3A

(r)
11 )A

(r)
10 + (3B

(r)
11 − A

(θ)
11 )B

(r)
10

]

+ A
(r)
10

∂

∂x

[
µ

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)]
+B

(r)
10

∂

∂x

[
µ

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]

+ µ

[
∂A

(r)
10

∂x

∂A
(r)
10

∂x
+
∂B

(r)
10

∂x

∂B
(r)
10

∂x
+ 2α

(x)
10

∂A
(r)
10

∂x
+ 2β

(x)
10

∂B
(r)
10

∂x
+ α

(x)
10 α

(x)
10 + β

(x)
10 β

(x)
10

]

+ α
(x)
00

[
∂

∂x

[
2µ
∂α

(x)
00

∂x
+ λ

(
∂α

(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

)]
+ µ

(
4α

(x)
01 + 2

∂A
(r)
01

∂x

)]

+
∂α

(x)
00

∂x

[
2µ
∂α

(x)
00

∂x
+ λ

(
∂α

(x)
00

∂x
+ 2A

(r)
01

)]

+ λ

[
A

(r)
10

∂α
(x)
10

∂x
+B

(r)
10

∂β
(x)
10

∂x

]
+ 2λ

∂α
(x)
00

∂x
A

(r)
01
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+
∂µ

∂T

[
α

(T )
00

[
α

(T )
10

(
α

(x)
10 +

∂A
(r)
10

∂x

)
+ β

(T )
10

(
β

(x)
10 +

∂B
(r)
10

∂x

)]

+ 2A
(r)
01

(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)

+ 2α
(T )
10

(
A

(r)
10 A

(r)
20 +B

(r)
10 B

(r)
20

)
+ 2β

(T )
10

(
A

(r)
10 B

(r)
20 − A

(r)
20 B

(r)
10

)]

+
∂λ

∂T

(
2A

(r)
01 +

∂α
(x)
00

∂x

)(
α

(T )
10 A

(r)
10 + β

(T )
10 B

(r)
10

)

+
cp
Pr

[
∂

∂x

(
µ
∂α

(T )
00

∂x

)
+ 4µα

(T )
01 +

∂µ

∂T

(
α

(T )2

10 + β
(T )2

10

)]



Annexe CSolutions analytiques sur le tourbillonde Kir
hho�
C.1 Champ de vitesse initialL'initialisation des 
al
uls pour les tourbillons elliptiques né
essite de 
onnaître l'ex-pression du 
hamp de vitesse initial en 
oordonnées 
artésiennes. Les 
al
uls sont initialiséspar un tourbillon elliptique de Kir
hho�, qui est une solution analytique exa
te des équa-tions d'Euler en 2-D. C'est un tourbillon de vorti
ité ω 
onstante dans l'ellipse et de vor-ti
ité nulle à l'extérieur. La frontière du tourbillon véri�e la relation x2

1/a
2 +x2

2/b
2 = 1, où

a et b sont respe
tivement le demi-grand axe et le demi-petit axe de l'ellipse. On utiliseradans la suite deux autres quantités, re et ǫ, dé�nies par a = re(1+ǫ) et b = re(1−ǫ) ; re estle rayon du 
er
le asso
ié à l'ellipse et ǫ sera appelé le paramètre de l'ellipse. Quand ǫ = 0,le tourbillon est 
ir
ulaire. Le rapport de l'ellipse s'é
rit en�n σ = a/b = (1 + ǫ)/(1 − ǫ).Love [93℄ et Lamb [83℄ ont montré qu'en l'absen
e de vis
osité, le tourbillon de Kir
h-ho� tourne autour de son 
entre sans 
hangement de forme, ave
 une vitesse angulaire
Ωth = ωab/(a + b)2 = ω(1 − ǫ2)/4. Pour obtenir le 
hamp de vitesse induit par le tour-billon, il faut ra

order un 
hamp rotationnel, interne au tourbillon, à un 
hamp potentielextérieur au tourbillon. À l'intérieur de 
e dernier les 
omposantes de la vitesse selon x1et x2 s'é
rivent :

u1 = − aω

a+ b
x2, u2 =

bω

a+ b
x1Pour exprimer le 
hamp de vitesse à l'extérieur du tourbillon, Lamb [83℄ introduit les
oordonnées elliptiques (ξ,η) dé�nies par x1 = c cosh(ξ) cos(η) et x2 = c sinh(ξ) sin(η), où

c = (a2 − b2)1/2. Le potentiel de vitesse est alors donné par :
ψ =

1

4
Ω(a+ b)2 exp(−2ξ) cos(2η) +

1

2
ωabξ (C.1)



156/170Les 
omposantes 
artésiennes de la vitesse véri�ent de plus :
u1 = − ∂ψ

∂x2

= −∂ψ
∂ξ

∂ξ

∂x2

− ∂ψ

∂η

∂η

∂x2

, u2 =
∂ψ

∂x1

=
∂ψ

∂ξ

∂ξ

∂x1

+
∂ψ

∂η

∂η

∂x1L'expression (C.1) permet d'é
rire :
∂ψ

∂ξ
= −1

2
Ω(a+ b)2 exp(−2ξ) cos(2η) +

ωab

2
∂ψ

∂η
= −1

2
Ω(a+ b)2 exp(−2ξ) sin(2η)Pour disposer d'une formulation analytique de la vitesse en 
oordonnées 
artésiennes, ondoit exprimer les termes exp(−2ξ), cos(2η), sin(2η), ∂ξ/∂x1, ∂ξ/∂x2, ∂η/∂x1 et ∂η/∂x2en fon
tion de x1 et x2. On 
ommen
e tout d'abord par les exprimer en fon
tion de sinh ξ,

cosh ξ et de leurs dérivées suivant x1 et x2.
cos(2η) = cos2(η) − sin2(η) =

(
x1

c cosh(ξ)

)2

−
(

x2

c sinh(ξ)

)2

sin(2η) = 2 sin(η) cos(η) =
2x1x2

c2 sinh(ξ) cosh(ξ)

exp(−2ξ) = (cosh(ξ) − sinh(ξ))2Les dérivées de ξ et η se 
al
ulent fa
ilement :
∂ξ

∂x1

=
1

cosh(ξ)

∂ sinh(ξ)

∂x1

(C.2)
∂ξ

∂x2

=
1

sinh(ξ)

∂ cosh(ξ)

∂x2

(C.3)
∂η

∂x1

=
1

cos(η)

∂ sin(η)

∂x1

(C.4)
∂η

∂x2

= − 1

sin(η)

∂ cos(η)

∂x2

(C.5)En éliminant cos(η) et sin(η) dans (C.4) et (C.5) on obtient les relations suivantes :
∂η

∂x1

= −x2

x1

cosh(ξ)

sinh2(ξ)

∂ sinh(ξ)

∂x1

∂η

∂x2

=
x1

x2

sinh(ξ)

cosh2(ξ)

∂ cosh(ξ)

∂x2Pour �nir, il ne reste plus qu'à exprimer sinh(ξ), cosh(ξ), ∂ sinh(ξ)/∂x1 et ∂ cosh(ξ)/∂x2en fon
tion de x1 et x2. La dé�nition des 
oordonnées elliptiques implique que le point
(x1, x2) se trouve sur l'ellipse de demi-grand axe c cosh(ξ) et de demi-petit axe c sinh(ξ).Ainsi :

x2
1

(c cosh ξ)2
+

x2
2

(c sinh ξ)2
= 1 (C.6)



157/170En remplaçant cosh2(ξ) par 1 + sinh2(ξ) ou sinh2(ξ) par cosh2(ξ) − 1 dans (C.6) et enrésolvant les équations obtenues, on a �nalement :
sinh(ξ) =

1

c
√

2

[
λ− +

(
λ2
−

+ 4c2x2
2

)1/2
]1/2

cosh(ξ) =
1

c
√

2

[
λ+ +

(
λ2

+ − 4c2x2
1

)1/2
]1/2

∂ sinh(ξ)

∂x1

=
1

c
√

2

x1[
λ− + (λ2

− + 4c2x2
2)

1/2
]1/2

[
1 +

λ−

(λ2
− + 4c2y2)

1/2

]

∂ cosh(ξ)

∂y
=

1

c
√

2

x2[
λ+ + (λ2

+ − 4c2x2
1)

1/2
]1/2

[
1 +

λ+

(λ2
+ − 4c2x2

1)
1/2

]

où λ+ = x2
1 + x2

2 + c2 et λ− = x2
1 + x2

2 − c2.Le 
hamp de vitesse est maintenant entièrement formulé en 
oordonnées 
artésiennes.On peut noter que les expressions de ∂η/∂x1 et ∂η/∂x2 sont singulières sur les axes x1 = 0et x2 = 0 respe
tivement. Cette di�
ulté est toutefois aisément 
ontournée en se rappelantque u2 et u1 sont nulles sur 
es axes.C.2 Formules analytiques du bruit rayonné en 
hamplointainCette partie détaille deux solutions analytiques du bruit émis par le tourbillon deKir
hho� en 
hamp lointain. La démar
he employée pour déterminer 
es expressions aété présentée par Howe [70℄ et Crighton et al. [38℄. Dans la suite, les e�ets visqueux et les�u
tuations d'entropie sont négligés.On 
onsidère un é
oulement in
ompressible 
ontenu dans un volume V . On note res-pe
tivement u et ω les 
hamps de vitesse et de vorti
ité. D'après l'analogie de Powell, les�u
tuations de masse volumique à l'extérieur de l'é
oulement s'expriment par :
ρ′(t,x) ≈ ρ∞

4πc2
∞

∂

∂xi

∫

V

(ω ∧ u)i

(
y, t− |x − y|

c∞

) dy
|x − y|où ρ∞ et c∞ sont respe
tivement la masse volumique et la vitesse du son dans le milieuambiant, supposé au repos. En 
hamp lointain, 
ette relation devient :

ρ′(t,x) ≈ − ρ∞
4πc4

∞
|x|

xixj

|x|2
∂2

∂t2

∫

V

yj (ω ∧ u)i

(
y, t− |x|

c∞

) dy (C.7)
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ette expression au 
as d'un tourbillon de Kir
hho� isolé. Le 
hampde vitesse dans le tourbillon est, en 
oordonnées polaires :
u = −ωr

2

∣∣∣∣∣∣

sin(θ) + ǫ sin
(
θ − 1−ǫ2

2
ωt
)

− cos(θ) + ǫ cos
(
θ − 1−ǫ2

2
ωt
)Ces expressions sont valables quelle que soit la valeur du paramètre de l'ellipse ǫ. Dans
e qui suit, on suppose 
ependant que ǫ ≪ 1, et on ne 
onserve que le premier ordreen ǫ. Suivant 
ette restri
tion, la frontière du tourbillon s'é
rit en 
oordonnées polaires

r = re[1 + ǫ cos(2θ − ωt/2)], et la vitesse angulaire du tourbillon devient Ωapp = ω/4. Enappliquant la méthode de la phase stationnaire dans l'intégrale (C.7) et en utilisant larelation p(t, r, θ) − p(r, θ) ≈ c2
∞

[ρ(t, r, θ) − ρ(r, θ)], le 
hamp lointain de pression s'é
ritalors :
p(t, r, θ) − p(r, θ) ≈ − ǫ

8

(
2πre

r

)1/2

ρ∞U
2M3/2 cos

(
2θ − ωtr

2
+
π

4

) (C.8)ave
 U = reω/2, M = U/c∞ et tr est le temps retardé t − r/c∞. Cette expression n'estvalable que dans le 
hamp a
oustique lointain d'un tourbillon de Kir
hho� de rapport σpro
he de 1 (ǫ ≪ 1). On remarque que la pression dé
roît en r−1/2, 
onformément à lagéométrie 2-D du problème. On note aussi que l'amplitude du bruit est proportionnelle à
ǫ tandis que la fréquen
e est 
onstante et ne varie pas ave
 le rapport de l'ellipse. Ainsi,les e�ets de ǫ sur la fréquen
e ne sont pas pris en 
ompte.Les résultat présentés dans le 
hapitre 2 montrent que la forme du tourbillon évoluelorsque le rapport σ n'est pas voisin de 1. Dans 
e 
as, σ et Ω varient au 
ours du temps.Les grandeurs intervenant dans la formulation (C.8) doivent alors être prises au tempsretardé tr pour tenir 
ompte du temps de propagation entre l'émission et la ré
eption dubruit. De plus, si ǫ n'est pas négligeable la vitesse angulaire appro
hée Ωapp = ω/4 peutdi�érer signi�
ativement de la vitesse théorique Ωth = ω(1 − ǫ2)/4, et don
 de la vitesse
al
ulée. Dans 
e 
as, l'expression (C.8) ne permet pas de prédire 
onvenablement le bruitrayonné. Une formulation généralisée, qui tient 
ompte des e�ets de ǫ aussi bien dans lafréquen
e que dans l'amplitude, peut alors être obtenue en remarquant que ωtr/4 est laposition angulaire du tourbillon, notée αr, au temps retardé tr. Dans le 
as d'un tourbillonelliptique dont le rapport et la vitesse angulaire varient ave
 t, le 
hamp a
oustique lointainpeut s'exprimer alors par :

p(t, r, θ) − p(r, θ) ≈ −ǫr
8

(
2πrer
r

)1/2

ρ∞U
2rM3/2r cos

(
2(θ − αr) +

π

4

) (C.9)où l'indi
e r indique que la quantité est prise au temps retardé. Cette nouvelle expres-sion fournit une meilleure des
ription de la fréquen
e du bruit rayonné 
ar 
elle-
i estdire
tement reliée au mouvement réel du tourbillon.
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