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RésuméLes arhitetures atuelles des systèmes de onditionnement d'air utilisés en aéronautiqueévoluent. Ainsi le ompresseur entrifuge d'un pak de onditionnement moderne devientune soure de bruit prépondérante au sol lors des opérations de maintenane. Ce travail dethèse vise à la mise en plae d'un outil d'aide à la oneption aoustique des ompresseursentrifuges subsoniques. La soure de bruit dominante est attribuée à l'impat des sillagesdu rotor sur les aubes du di�useur. Les ondes aoustiques alors réées peuvent se propagerdans les anaux inter-aubes du rotor en remontant l'éoulement jusqu'à l'entrée d'air pourrayonner à l'extérieur.Cette hypothèse est on�rmée par un essai de détetion modale réalisé à l'aide d'unevirole tournante instrumentée. En partiulier, pour des vitesses de rotation prohes du pointde dimensionnement aérodynamique du ompresseur, les modes réés par la soure de bruitrotor/stator sont lairement présents lors des mesures réalisées et l'hypothèse de départ estvalidée.L'approhe analytique suivie ii revient à déomposer le trajet des ondes sonores en plu-sieurs étapes. Les modes engendrés par l'interation se propagent d'abord dans les anauxinter-aubes. Cet aspet est traité par une approhe de modes de onduit oudé lentementvariable à setion retangulaire. Une omparaison ave un logiiel ommerial montre l'im-portane des ouplages inter-modaux, qui ne sont pas pris en ompte pour l'instant dans lemodèle développé.Les ondes aoustiques se reomposent ensuite dans l'entrée d'air. Un modèle de raorde-ment modal entre les anaux inter-aubes et le onduit d'entrée d'air est développé en deuxpuis en trois dimensions selon deux tehniques équivalentes qui ont été validées par un bi-lan de puissane. Cette méthode donne la possibilité de prendre en ompte un éoulementdébitant ou un éoulement tangentiel. La ombinaison des deux éoulements néessite desdéveloppements supplémentaires, qui feront l'objet d'une étude ultérieure.L'objetif étant de déterminer une fontion de transfert propre d'un ompresseur, l'étapesuivante est la mise en plae d'un modèle de propagation en onduit d'entrée d'air droit àextrémité libre, à partir de la tehnique de Wiener-Hopf.Les trois modèles mis au point apportent des élairages sur les méanismes de propagation.Leur haînage pour aboutir à un outil préditif intégré est en ours de développement.
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AbstratNoise redution is an important issue for fan manufaturers, who need developing new pre-dition methods dediated to low-noise design. The present work fouses on upstream noisepropagation through the impeller of a entrifugal ompressor. The main assumption is thatthe noise soure arise from the impingement of the impeller wakes on the di�user vanes. Thismehanism fores in the inter-blade hannels partiular propagation modes that an be dete-ted in the inlet dut. An experimental modal detetion, limited to an azimuthal investigation,has been �rst arried out at inlet to validate the main assumption in the analytial approah.It has on�rmed that the wake-interation noise dominates the tonal noise of the ompressor.Therefore, for the sake of analytial modelling the transmission path towards the ompressorinlet dut is split into suessive steps, eah of whih is addressed using a di�erent analytialmodel.The propagation inside the urved hannels between adjaent blades is solved by themultiple-sale approximation for bent slowly-varying duts adapted to hannels of retangularross-setion. Analytial results have been ompared with exat solutions obtained with aommerial software. The disrepanies are attributed to a signi�ant modal oupling insidethe hannels, ignored in the analytial approah.The sound transmission from the hannels towards the inlet dut has been solved asa problem of bifurated waveguides by a mode-mathing tehnique. This tehnique allowsalulating the re�eted and transmitted sound waves from imposed inident hannel modes.To solve the mode-mathing equations, a diret matrix inversion and a reformulation byresidue identi�ation have been investigated for a pure axial �ow or a tangential one. Whenombining both �ows, one issue onerning the relevant �eld variables to use at interfaesremains open and needs further investigation.In this study, in order to ompare di�erent entrifugal ompressor designs and thereforeonly fous on their respetive tranfer funtions, the hosen inlet geometry is a straigth dut.The far-�eld radiation at the inlet termination is modelled by the Wiener-Hopf tehnique.All aforementioned analytial models are onsidered briks of a future integrated preditionstrategy, still in progress.
xi
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Nomenlature des prinipalesnotations utiliséesLettres romaines
c0 élérité du son [m.s−1℄
f fréquene [Hz℄
fnj

ombinaison linéaire de fontions de Besselde première et seonde espèe
hs rayon de ourbure des anaux [m℄
k0 nombre d'onde total [rad.m−1℄
kz nombre d'onde axial ou longitudinal [rad.m−1℄
ks nombre d'onde transversal [rad.m−1℄
p′ �utuation de pression [Pa℄
s oordonnée de l'absisse urviligne
v′ vitesse aoustique [m.s−1℄
(x, y, z) oordonnées artésiennes
(r, θ, z) oordonnées ylindriques
B nombre de pale du rouet entrifuge
Jn fontion de Bessel de première espèe
M nombre de Mah absolu axial uniforme
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R2 rayon extérieur d'un onduit annulaire [m℄
R0 = (R1 +R2)/2 rayon moyen d'un onduit annulaire [m℄
U0 vitesse de l'éoulement [m.s−1℄
V nombre d'aube du di�useur
Yn fontion de Bessel de seonde espèe
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p,m, n, j ordre modal
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ρ0 densité du �uide [kg.m3℄
Θ angle d'une onde par rapport à l'axe de propagation [rad℄
Symboles
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IntrodutionContexte de l'étudeLIEBHERR-AEROSPACE TOULOUSE (LTS) est un systémier aéronautique spéialisédans le traitement d'air. Il fournit aux avionneurs des systèmes d'air diretement intégrables àl'avion au stade de l'assemblage. LTS a pour ativité l'étude, le développement, la prodution,le ontr�le qualité et le servie après vente de systèmes tels que le prélèvement d'air, leonditionnement d'air, la régulation de la pression abine et du okpit, l'antigivrage et en�n,le refroidissement des systèmes életroniques, avioniques et hydrauliques.PSfrag replaements
Éhangeurs de haleur :prinipalprimaireAir prélevéau niveau du moteur

Compresseur
Air évaué au solpar un ventilateur,en volpar l'éoulement Turbine

Évauation versla zone de mélangeAssèhementde l'air
Air prélevé à l'extérieurpour le refroidissement

Figure 1 � Pak de limatisation atuelLe omposant prinipal des systèmes de traitement d'air est le pak de limatisation(Fig. 1). Il a pour r�le de maintenir une pression et une température onstantes en abine.Deux solutions tehniques existent : le yle à air et le yle à vapeur. Le système hoisi depréférene par LTS pour des appliations sur avions est le yle à air. Il o�re en e�et l'avantaged'avoir un fontionnement simple et un oût de maintenane faible. Le yle à air repose surla détente d'air pressurisé prélevé sur les moteurs et refroidi par de l'air prélevé à l'extérieur.Le pak de limatisation est omposé de 2 éléments prinipaux :� la turbomahine, omprenant un ompresseur, une turbine et un ventilateur ;



4 LISTE DES TABLEAUXPSfrag replaements
Entrée d'air dynamique

Sortie d'airdynamiqueEntréed'air haud Sortie d'air froidE1E2 E3
Ventilateur Compresseur TurbineC EE

E1, E2, E3 : ÉhangeursC : CondenseurEE : Extrateur d'eau
Figure 2 � Shéma de prinipe de l'arhiteture d'un pak de limatisation de générationatuelle� des éhangeurs thermiques ayant pour r�le prinipal de refroidir l'air sortant du om-presseur.Le iruit d'air est dérit sur la �gure 2. L'air haud est prélevé sur les moteurs. Il passe parun premier éhangeur avant d'entrer dans le ompresseur entrifuge qui augmente la pressionpour permettre une plus grande détente dans la turbine. L'air est ensuite onduit vers unondenseur et un extrateur d'eau a�n d'y être déshumidi�é puis vers un seond éhangeur. Ilest ainsi préparé pour entrer dans la turbine qui fournit la puissane froide vers la abine. Leseond �ux est elui de l'air frais permettant le refroidissement des éhangeurs. Le ventilateurassure la irulation de l'air sur les éhangeurs de haleur prinipalement lorsque l'avion estau sol. En vol, l'air froid est aspiré diretement dans l'éope de l'avion.La oneption de la turbomahine est au entre des préoupations. Le dimensionnementaérodynamique du ompresseur et de la turbine a déjà fait l'objet d'études visant à augmenterla performane du système : pour la turbine, dans le prolongement des travaux de thèse deXavier Carbonneau [9℄ et pour le ompresseur par les travaux de Guillaume Dufour [13℄.Les soures de bruit aérodynamique sont nombreuses dans un tel système. Elles peuventêtre séparées en deux atégories, la première responsable du bruit au sol en phase de mainte-nane (ramp-noise en anglais) et la seonde responsable du bruit en abine. Pour les arhite-tures atuelles, la turbine radiale est la soure de bruit prinipale en abine, elle est ependanttrès atténuée par des traitements passifs plaés à la sortie du pak de onditionnement d'airdans les onduits de distribution. Le problème est di�érent à la sortie d'air dynamique sousla peau de l'avion ar les longueurs de onduit ne sont pas su�santes pour traiter de façonorrete le bruit rayonné par le ventilateur, soure prinipale de bruit au sol. C'est pourquoiil est néessaire d'envisager une rédution à la soure. En e�et, la réglementation aéropor-tuaire sur les nuisanes sonores évolue onstamment, demandant aux industriels de ne pasdépasser des niveaux de bruit maximum au sol pour protéger le personnel lors des di�érentesphases de maintenane de l'avion. Dans e ontexte, les équipements doivent être amélioréspour satisfaire les nouvelles exigenes. Pour ela, les aspets aoustiques doivent être intégrésdès les premières phases de la oneption. Le ventilateur est monté sur le même arbre que le



LISTE DES TABLEAUX 5ompresseur et la turbine, en lien diret ave l'extérieur. La vitesse de rotation de l'arbre esttrès élevée (de l'ordre de 40000 tr/min) pour répondre aux besoins de rendement des turbo-mahines. Par ailleurs, le nombre de Mah en tête de pale du ventilateur est transsonique. Dee fait, le ventilateur est la soure prinipale de bruit au sol. Les études portant sur l'aous-tique des ventilateurs se limitent généralement aux basses vitesses. Dans ette on�gurationdi�érents modèles sur le bruit de raies et le bruit à large bande sont proposés dans la litté-rature [2, 20, 32, 17, 15, 40℄. Les ventilateurs fontionnant aux très hautes vitesses ont faitl'objet de peu de travaux de reherhe, parmi lesquels il faut iter eux de Jean-ChristopheLegros [26℄ qui a abouti à un outil de pré-dimensionnement aéraulique et aoustique.Cependant, l'émergene de nouvelles tehnologies dans la oneption des systèmes remeten question la hiérarhie des éventuelles soures de bruit.Évolution, enjeux industriels et sienti�quesLes avionneurs envisagent de onstruire des avions �plus életriques� pour des raisonséonomiques mais aussi environnementales. Aussi bien Outre Atlantique qu'en Europe, desprojets de reherhe sont lanés et on�rment ette volonté de rupture. L'utilisation de l'éner-gie életrique au détriment des énergies méanique, hydraulique et pneumatique redé�nit latâhe des systémiers omme LTS qui doivent s'adapter à es hangements. Ce hoix a unimpat majeur sur les systèmes de onditionnement d'air qui doivent être omplètement re-pensés. A�n de diminuer la onsommation de kérosène, l'idée est de supprimer le prélèvementde l'air sur les moteurs et de prélever l'air néessaire pour les turbomahines diretement àl'extérieur de l'avion. Cette oneption implique de nouveaux organes :� une trompe à air (jet-pump en anglais) assurant le r�le du ventilateur, dont le hoix sejusti�e par des raisons de oût et de maintenane ;� des ompresseurs à forts taux parfois motorisés montés selon la �gure 3. En e�et, l'airétant prélevé à l'extérieur, les ompresseurs entrifuges doivent assurer un taux de om-pression plus fort qu'auparavant lorsqu'il était prélevé, déjà pressurisé, sur les moteurs.Un shéma de l'arhiteture des futurs équipements auxquels e travail de thèse se rapporte,est montré sur la �gure 4. L'air prélevé à l'extérieur alimente deux ompresseurs entrifugesmontés en parallèle. Le iruit de l'air à la sortie des ompresseurs n'est pas modi�é.Une redistribution du r�le des diverses soures de bruit est à prévoir aussi bien en abinequ'au sol. En e�et, en plus du bruit de turbine existant sur les aniennes arhitetures s'ajoutele bruit dû aux moteurs à forte puissane (életromagnétique). À l'aspiration, le systèmeest omplètement modi�é, le ventilateur est remplaé par la trompe et deux ompresseursentrifuges sont en ommuniation direte ave l'extérieur. Le niveau de bruit des ompresseursest important et sa ontribution doit don être étudiée. De plus, tout du moins pour ertainesappliations, les ompresseurs fontionnent en régime totalement subsonique.Les e�orts en matière de méthodes préditives menés par LTS depuis 2002 [12, 34, 21℄sur l'aoustique des ompresseurs entrifuges s'orientent vers des approhes analytiques, quio�rent la possibilité de pouvoir séparer les méanismes générateurs de bruit préalablementidenti�és a�n de les étudier indépendamment. En e�et, une approhe pleinement numérique,
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LISTE DES TABLEAUX 7dans une on�guration aussi omplexe, serait très oûteuse en temps de alul et par onsé-quent peu ompatible ave les délais de développement industriel. Le présent travail de thèses'est don orienté vers le développement d'une méthodologie analytique et d'un outil validéd'aide à la oneption aoustique des ompresseurs entrifuges subsoniques. Il a été réalisédans le adre d'une onvention CIFRE entre le Laboratoire de Méanique des Fluides etd'Aoustique de l'Éole Centrale de Lyon et LTS.Plusieurs modèles partiels, haun dédié à un élément de ompresseur vu omme iruitaoustique menant des soures jusqu'à l'extérieur ont dû être mis au point, puis évalués et/ouvalidés. À l'heure atuelle leur haînage omplet n'est pas réalisé. Il onvient de onsidérer leprésent travail omme l'élaboration d'une boîte à outils, l'appliation �nale à la oneptionaoustique d'un ompresseur à moindre bruit faisant enore partie des perspetives futures.Le hapitre 1 regroupe quelques onsidérations préliminaires et dé�nit la stratégie hoisie.Une étude dimensionnelle est proposée pour justi�er les hypothèses et hoix faits dans la suitedu mémoire. Les notions de base de la propagation dans les onduits, qui servent de préambuleaux développements théoriques vus plus loin, sont rapidement rappelées.Le hapitre 2 est onsaré à un essai de on�rmation d'une hypothèse faite quant auméanisme de bruit dominant, objet de l'étude, à savoir l'interation de sillage rotor/stator.Un essai de détetion modale dans un onduit d'entrée d'air droit a été mené et montre quele bruit d'interation rotor/stator remonte l'éoulement et se propage e�etivement jusqu'àl'extérieur.Trois modèles sont ensuite développés et appliqués aux problématiques qui nous inté-ressent dans les hapitres suivants : un modèle de propagation dans les anaux inter-aubes,un modèle de raordement modal ave l'entrée d'air et un modèle de rayonnement aoustiqueà l'extérieur.Le hapitre 3 traite de la propagation aoustique dans des onduits oudés à setionretangulaire variable. Deux tehniques ont été évaluées, la première étant une approhemulti-modale dérivée des études de S. Félix [16℄, la seonde provient de l'approhe modaled'E. Brambley [5℄. La première tehnique n'a pas été appliquée au modèle omplet pour desraisons pratiques expliquées plus loin, la deuxième tehnique lui a été préférée.Le hapitre 4 propose un modèle de raordement modal entre les anaux inter-aubes durotor et l'entrée d'air. Cette méthode est inspirée de la théorie des réseaux életromagnétiques(Mittra & Lee [31℄) et appliquée à notre problématique. Elle est développée en deux dimensionspuis en trois dimensions. Elle permet de prendre en ompte un éoulement débitant et unglissement tangentiel de façon indépendante. La prise en ompte d'une ombinaison des deuxomposantes d'éoulement est un problème qui s'est avéré di�ile à érire et n'est pas résoluaujourd'hui.Le hapitre 5 applique les expressions proposées par Lordi et al. [30℄ pour le hampdi�raté à l'extrémité d'un onduit droit semi-in�ni. Des orretions sont apportées suite àune omparaison ave une étude numérique.Les perspetives et la stratégie d'intégration des modèles dans un outil préditif ompletde bruit sont esquissées dans le dernier hapitre.



8 LISTE DES TABLEAUX



Chapitre 1Préliminaires - Notions de bases sur lapropagation guidée1.1 Cadre de l'étudeL'étude est dédiée aux nouvelles arhitetures dérites sur la �gure 3 et plus partiuliè-rement au bruit rayonné à l'aspiration. C'est le ompresseur entrifuge qui est à l'origine dubruit au sol. En e�et, le ompresseur aspire l'air à l'extérieur à travers une entrée d'air, degéométrie plus ou moins omplexe en fontion de l'installation sur l'avion. Dans le ompres-seur, l'air traverse suessivement la roue (rotor ou rouet entrifuge), l'espae lisse (espaeentre le rotor et le stator), le di�useur (stator radial) puis la volute (Fig. 1.1). Le ompresseurétant relié diretement ave l'extérieur à l'aspiration, les soures aoustiques engendrées dansla mahine et en partiulier au niveau du di�useur peuvent a priori remonter l'éoulementpour ontribuer aux nuisanes sonores au sol.
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Figure 1.1 � Arhiteture type d'un ompresseur entrifuge.Rares sont les études existantes sur la oneption aoustique omplète des ompresseursentrifuges. Xu & Müller [48℄ se sont par exemple intéressés à la volute par des études nu-



10 Préliminaires - Notions de bases sur la propagation guidéemérique et expérimentale. Kennepohl et al. [24℄ ont travaillé sur la rédution du bruit deompresseurs entrifuges à l'aide de aluls numériques de méanique des �uides (CFD pourComputational Fluid Dynamis en anglais) sur les pales et d'essais de validation. Raitor &Neise [36℄ ont, quant à eux, onsaré une étude expérimentale aux soures de bruit en amontet en aval d'un ompresseur entrifuge ave ou sans di�useur aubé. Ils ont onlu que lessoures de bruit prédominantes en entrée d'air étaient le bruit de jeu en tête de pale ainsique le bruit du rotor seul, alors qu'en aval, les bruits dus au rotor seul ainsi qu'à l'interationrotor/stator prédominaient. Nous verrons plus loin qu'il peut en être autrement selon la ma-hine onsidérée ou son installation. Notamment, Raitor & Neise présentent des spetres debruit prouvant l'existene d'instabilités dans l'éoulement. Dans la on�guration traitée dansle adre de ette thèse, sur les régimes de fontionnement normaux, ela ne semble pas être leas, et le bruit d'interation rotor/stator remonte dans l'entrée d'air, où il onstitue la souredominante.1.1.1 Méanismes de génération du bruit de raiesLa présente étude privilégie des méthodes analytiques adaptées aux méanismes géné-rateurs de bruit se produisant dans un étage de ompresseur entrifuge subsonique et sepropageant vers l'amont. La première étape est don de dé�nir les soures suseptibles d'en-gendrer le bruit observé dans l'entrée d'air. D'après des mesures préliminaires réalisées parLTS, le bruit de raies est la nuisane prinipale puisqu'il émerge typiquement de 25 dB dubruit à large bande. Le bruit à large bande est don négligé à juste titre dans ette thèse. Lebruit de raies peut être a priori attribué aux méanismes suivants :
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Figure 1.2 � Loalisation prinipale des soures de bruit liées à 1 : l'interation des palesde la roue ave une distorsion amont - 2 : l'impat des sillages de la roue sur les aubes dudi�useur.� Interation de la distorsion amont ave les pales de la roue (méanisme pointé en1 sur la �gure 1.2). Du fait de la géométrie de l'entrée d'air du ompresseur, l'éoulementarrivant en amont n'est pas néessairement à symétrie de révolution. Il est aratérisépar une distorsion angulaire (et éventuellement radiale) dont l'interation ave le bordd'attaque des aubes produit du bruit, suseptible de rayonner vers l'extérieur.



1.1 Cadre de l'étude 11� Interation de sillages roue/di�useur (point noté 2 sur la �gure 1.2). À la sortie dela roue, des sillages enroulés en spirales se onstituent derrières les pales. Leur impatsur le di�useur produit du bruit. Les soures sont �xes puisque loalisées sur les aubesdu di�useur.� Bruit de harge stationnaire. On se limite à l'étude du ompresseur dans une phasede fontionnement où la vitesse de rotation du rotor est onstante. Même dans etteon�guration, la rotation s'aompagne d'un bruit de harge stationnaire lié au hamp depression non perturbé autour des pales. Mais e bruit est négligeable dans une mahinesubsonique arénée ar il orrespond à des strutures de propagation oupées par leonduit (voir hapitre 1.3).� Interation ave le be de volute. Sur un ompresseur sans di�useur, le be de volute(point A sur la �gure 1.1) est à proximité de la périphérie de la roue. Son voisinage estle lieu de �utuations partiulières qui ontribuent au bruit de raies. les soures sontréparties à la fois sur les pales et sur le be de volute. Lorsque le be de volute estéloigné de la roue du fait de la présene d'un di�useur aubé, une interation résiduellepeut persister. Mais ette ontribution peut être onsidérée omme négligeable devantl'interation de sillages vis-à-vis du rayonnement à l'extérieur.� Interation potentielle. Lorsque l'espae entre la périphérie de la roue et les aubes dudi�useur est réduit, des �utuations peuvent être induites sur les pales par la distorsionde l'éoulement autour des aubes, produisant un bruit dit d'interation potentielle. Cettesoure de bruit est négligée par la suite, e qui suppose que l'espae lisse existant entrele rotor est le stator est su�samment grand et que le bord d'attaque des aubes estsu�samment mine.1.1.2 Choix d'une méthodologieCompte tenu de l'arhiteture du ompresseur, l'étude peut se restreindre uniquement auxsoures dominantes du bruit de raies (pointées en 1 et 2 sur la �gure 1.2). Étant donné qu'elledépend de l'installation par l'intermédiaire de la forme de l'entrée d'air et n'est don pasinhérente à la oneption du ompresseur lui-même, la distortion angulaire de l'éoulementd'alimentation ne sera pas traitée ii. En revanhe, l'interation de sillages entre la roue etle di�useur est un méanisme intrinsèque, pour lequel on peut vouloir disposer de règlesde oneption à moindre bruit. C'est pourquoi ette thèse est onsarée uniquement à lamodélisation de e méanisme.En l'absene de simulation numérique disponible, l'estimation des soures de bruit liées àl'impat des sillages sur le di�useur pourrait en prinipe être réalisée par les théories linéari-sées de l'aérodynamique instationnaire, par exemple la théorie d'Amiet [2℄ reposant sur unedéomposition de Fourier du dé�it de vitesse dans les sillages et sur une fontion de réponsede pro�l isolé. La même information pourrait également être obtenue par une simulation pé-riodique (dite RANS pour Reynolds-Averaged Navier-Stokes). Quelle que soit l'amplitude dessoures, la propagation qui s'ensuit à travers le ompresseur est déterminée par ses données



12 Préliminaires - Notions de bases sur la propagation guidéegéométriques et aérodynamiques. La roue peut alors être omprise omme une fontion detransfert qui modi�e le hamp sonore qu'elle propage. Dans ette optique, et en vue de lareherhe d'une arhiteture qui vise à réduire la transmission du bruit vers l'amont, seule lastruture modale du méanisme retenu importe, tant que l'on se restreint au hamp d'hypo-thèses de l'aoustique linéaire. On se propose don de travailler non pas diretement sur unedesription préise de la soure du bruit mais plut�t sur sa struture modale et la propaga-tion jusqu'à l'extérieur. C'est pourquoi, un rappel suint sur les bases de la propagation enonduit est proposé au paragraphe 1.3. Le bruit d'interation de sillages se propage à traversl'espae lisse (entre le di�useur et la roue), les anaux du rouet entrifuge et l'entrée d'air,avant de rayonner à l'extérieur. Il onviendra don de dérire la propagation dans haque élé-ment de ette haîne. L'hypothèse de départ sur la soure dominante est fondamentale dansette étude. Elle est validée par un essai de détetion modale dans une entrée d'air droite prou-vant que les modes observés sur les fréquenes de passage des pales du rotor orrespondentbien aux modes forés par l'interation rotor/stator. La oneption du ban d'essais ainsi queles résultats seront disutés dans le hapitre 2.L'objetif �nal de e travail est de mettre en plae une méthode rapide de oneptionaoustique des ompresseurs entrifuges dans leur phase de pré-dimensionnement. Pour efaire, une on�guration ave entrée d'air ylindrique simple a été dé�nie. L'approhe hoisieest analytique et repose sur un ertain nombre d'hypothèses simpli�atries dont on espèrequ'elles onservent la physique mise en jeu. Les hypothèses seront développées et expliitéesdans le paragraphe 1.2 onsaré à la formulation du problème mathématique sur la base deparamètres sans dimension. Du fait du ontexte des hautes fréquenes, l'idée est de reourirà une déomposition en modes de propagation a�n d'avoir une meilleure ompréhension desphénomènes. Cette approhe modale originale est justi�ée ar elle permet de traiter de lamême façon la propagation aoustique tout le long du ompresseur et de raorder failementdes modèles partiels.Le problème omplet est déomposé en di�érentes étapes qui peuvent se traiter indépen-damment dans le adre de l'aoustique linéaire. Après leur réation au niveau du di�useur,les ondes sonores se transmettent et se propagent dans les anaux inter-aubes. Des dévelop-pements spéi�ques dédiés à la propagation en onduit oudé à setion variable sont donnéessaires. Ce point est abordé dans le hapitre 3. Les ondes sonores qui se sont propagéesle long des anaux se raordent ensuite au niveau du tube d'entrée d'air sur la fae avant dela roue. Deux tehniques de raordement ont été envisagées pour traiter et aspet et sontexposées dans le hapitre 4. En�n les ondes se propagent le long du onduit droit et rayonnentà l'extérieur. La di�ration par l'extrémité est traitée par la tehnique de Wiener-Hopf ex-pliitée dans le hapitre 5. L'aboutissement du travail est, à terme, le haînage omplet desmodèles développés pour haque étape. Bien que sortant du adre de la thèse, la stratégie àsuivre dans e but est suggérée au hapitre 6.Cette étude se veut une aide à la oneption et au pré-dimensionnement des ompresseursentrifuges subsoniques et vise à proposer une vision laire des phénomènes physiques. L'étudeglobale permettra d'appréhender au mieux les di�érentes étapes de la propagation tout le longdu ompresseur et don de hiérarhiser di�érentes géométries pour, une fois assoiée à uneétude paramétrique, trouver une on�guration à moindre bruit en évitant les aluls omplets.
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(b) Con�guration modéliséeFigure 1.3 � Shéma et dimensions aratéristiques d'un plan méridien et de la on�gurationmodélisée dans l'étude : ompresseur entrifuge ave un onduit d'entrée d'air droit - 1 :Génération du bruit par les aubes, propagation dans l'espae lisse et transmission dans laroue - 2 : Propagation dans les anaux inter-aubes - 3 : Raordement modal roue/entréed'air - 4 : Propagation dans le onduit d'entrée d'air et rayonnement à l'extérieur.1.2 Analyse dimensionnelle et hypothèsesLa �gure 1.3(b) donne une vue d'ensemble de la géométrie omplexe étudiée dans ettethèse. La modélisation de la propagation aoustique à l'intérieur du ompresseur entrifugesubsonique est déomposée en quatre étapes prinipales : - 1 : Génération du bruit par lesaubes, propagation des ondes dans l'espae lisse et transmission dans la roue - 2 : Propagationaoustique dans les anaux inter-aubes - 3 : Raordement modal entre la roue et l'entrée d'air- 4 : Propagation des ondes sonores dans le onduit d'entrée d'air et rayonnement à l'extérieur.En prinipe, le hamp sonore peut être dérit loalement en terme de propagation modaledans haque partie du ompresseur et les hamps aoustiques raordés à l'aide de tehniquesde raordement modal. Cependant, l'approhe analytique repose sur un ertain nombre d'hy-pothèses qu'il onvient d'argumenter.Tout d'abord le type de ompresseur traité reste subsonique en tout point, e qui rendpossible la remontée des ondes sonores. Le modèle développé dans e travail ne pourra don pasêtre appliqué tel quel à des ompresseurs ayant un éoulement transsonique ou supersonique.Ensuite l'approhe modale est pertinente uniquement à hautes fréquenes, typiquement audelà de 5 kHz dans le as présent, lorsque les longueurs d'onde sont inférieures aux longueursaratéristiques du ompresseur.Les paramètres dimensionnels qui interviennent sont détaillés sur la �gure 1.4. La géomé-trie omplète peut être déomposée en sous-strutures sous ertaines onditions. Il faut queles longueurs d'onde des ondes qui se propagent dans les di�érentes parties du ompresseur
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Figure 1.4 � Paramètres dimensionnels et shématisation des sous-ensembles modélisés dansl'étude.



1.2 Analyse dimensionnelle et hypothèses 15restent inférieures aux dimensions aratéristiques de haque partie : λ/h ≤ 1, h représentanttour à tour la longueur d'un anal inter-aubes l, le rayon du ompresseur Rt ou enore ladistane entre deux bords de fuite de pales adjaentes du rouet entrifuge Ly1. En prinipe,une déomposition modale est par dé�nition rigoureuse et resterait possible même sur un do-maine d'étendue inférieure à la longueur d'onde, mais elle serait moins adaptée dans le sens oùle hamp loal ne mettrait pas en évidene des strutures modales laires. Les ompresseursdimensionnés à LTS remplissent les onditions préédentes, en e�et, l'ordre de grandeur durayon en sortie de roue R2 est d'une dizaine de entimètres. Les dimensions aratéristiquessont données sur la �gure 1.3(a).La struturation des soures de bruit et la propagation aoustique orrespondante dansl'espae lisse (Fig. 1.4(a)) est un problème qui peut être traité en deux dimensions, en oor-données polaires. En e�et, la hauteur de la pale au niveau du bord de fuite est très petitedevant la largeur du anal et devant les longueurs d'onde (Lx1 ≪ Ly1,λ). Le hamp est donhomogène dans le sens axial (x1) à la sortie du rouet. Ce problème a été traité dans uneétude préédente, ignorant la rotation du rouet, et ne sera pas développé ii [42℄. L'éoule-ment simpli�é pris en ompte dans ette partie était un éoulement spiral de nombre de Mah
M3 fontion du rayon. Si on onsidère l'interation des sillages de la roue ave les aubes dudi�useur, on peut onnaître les indies des modes générés même si l'amplitude, qui dépenddes �utuations de pression sur les aubes, est inonnue, en suivant les ritères lassiques deTyler & Sofrin [47℄.La roue omprend B pales également espaées et sa vitesse de rotation est notée Ω. Le Nièmemultiple de la fréquene de passage des pales du rouet est à la pulsation ω = NBΩ. Les souresde bruit induites sur les V aubes du di�useur également espaées génèrent des ondes pério-diques angulaires d'ordres n = NB− sV , s étant un entier quelonque. Chaune de es ondesest appelée mode spiral, en raison de la forme des fronts d'ondes assoiés [42℄. À haque modeorrespond une vitesse de rotation de la phase ω/n dans le repère �xe. La phase d'un modevarie don en e−i(ωt−nθ), ave n positif pour un mode tournant dans le sens trigonométrique.Dans un repère attahé à la roue, la pulsation relative vaut ω′ = ω − nΩ = (NB − n)Ω, si lerouet tourne également dans le sens trigonométrique (Ω > 0). De plus, le hamp aoustiquetransmis dans deux anaux adjaents aux angles ϕ et ϕ + 2π/B est le même, déalé d'unephase de ein2π/B pour le seond. Quelque soit la propagation dans les anaux, le même déalageangulaire est produit en sortie des anaux, 'est-à-dire à l'entrée du rouet pour l'éoulement,et la reonstrution au niveau du onduit d'entrée d'air impose à nouveau, de préférene,le mode inident n, dans le repère �xe. Cependant sont également produits tous les modesdi�ratés d'ordres n − σB, σ étant un entier quelonque, en raison de la périodiité de lagrille d'aubes du rouet. La même di�ration en terme de modes et de fréquenes se produit del'autre oté du rouet (oté espae lisse), et onditionne le hamp ré�éhi vers la volute. Dansette étude, seule la di�ration du �té de l'entrée d'air est prise en ompte et développéedans le hapitre 4.La partie de e travail onernant la propagation du hamp aoustique dans les anauxinter-aubes traite une géométrie plus simple que la réelle géométrie d'un anal (Fig. 1.4(b)).En e�et, un anal réel est oudé, ave une héliité donnée et une setion variable. Certains



16 Préliminaires - Notions de bases sur la propagation guidéeaspets géométriques ont été négligés pour permettre la résolution analytique des équationsde propagation. On onsidère ainsi que le anal a une setion retangulaire. Cei supposeque le nombre de anaux est su�samment important pour qu'une setion droite qui en touterigueur représente un seteur annulaire puisse être approhée par un retangle. En toute ri-gueur ette ondition s'érit B ≫ 1. Elle est aeptable ii ar un rouet omporte typiquement
17 aubes. De plus, les dimensions d'une setion d'un anal inter-aubes Lx2 et Ly2 en entréeainsi que sa longueur l ne sont pas inférieures aux longueurs d'onde qui nous intéressent. Lastruture modale dans les anaux n'est don pas uniforme dans les deux diretions. De plus,l'héliité (ou torsion) est également négligée pour ette étude, pour des raisons de simpliité.Elle ne hange pas la struture modale des reompositions. Des aluls numériques, résumésdans le hapitre 3, ont permis d'estimer les erreurs dues à ette approximation géométrique.Seules la ourbure dans un plan méridien et la variation de setion sont �nalement prises enompte. De plus, l'éoulement à l'intérieur d'un anal est très omplexe. Les équations régis-sant l'éoulement devraient en prinipe prendre en ompte les e�ets d'inertie liés à la rotationdu ompresseur, omprenant la fore entrifuge et la fore de Coriolis. Dans la modélisation,l'éoulement moyen sera supposé irrotationnel, e qui est en ontradition ave l'aélérationtangentielle de Coriolis. Cette dernière ne sera don pas prise en ompte dans les équationsdu hamp moyen. L'éoulement M2 sera dé�ni à partir de l'équation de Bernoulli inluantuniquement la fore entrifuge.Le hoix de propager le hamp aoustique déomposé sur une base modale nous amène àproposer un raordement modal au niveau de l'entrée d'air du rouet entrifuge. Le modèlea été développé sur une géométrie orrespondant à la �gure 1.4(). L'éoulement moyen M yest axial et uniforme. Il lui est assoié une omposante tangentielle représentant la rotationlorsque l'éoulement résultant est dérit dans le repère lié au rouet. Les ondes une fois raor-dées se propagent dans un onduit �ni droit (Fig. 1.4(d)) prenant en ompte le même typed'éoulement axial homogène et uniformeM . La présene d'une ogive lentement variable peutégalement être prise en ompte et sera abordée dans le hapitre 6. Le dernier hapitre proposeégalement une stratégie d'assemblage des sous-modèles développés pour une étude future. Ilfaut noter que pour toute l'étude l'éoulement est orienté a ontrario de la propagationaoustique, onformément à la on�guration d'une entrée d'air simpli�ée.1.3 Notions préliminaires sur la propagation en onduitUn rappel suint des équations de propagation en onduit ainsi que de leur résolutionest fait dans e paragraphe [28, 41℄ a�n de donner quelques bases qui seront reprises ensuite.Cette partie permet de mettre en plae des notions et des notations permettant une meilleureompréhension de la suite du manusrit. La démarhe onsiste à érire l'équation d'ondeave des onditions aux limites imposées sur les parois d'un guide d'onde. La tehnique derésolution est présentée ave un éoulement uniforme dans le premier paragraphe (1.3.1) puisla notion de modes de propagation est développée sur un exemple de onduit droit en deuxdimensions (1.3.2). Ensuite sont donnés les prinipaux résultats en onduits retangulaire etirulaire en trois dimensions (1.3.3).



1.3 Notions préliminaires sur la propagation en onduit 171.3.1 L'équation d'onde et sa résolution - Cas du anal planL'équation de propagation des ondes est déduite après linéarisation des équations deonservation de la masse et de l'équation d'Euler en �uide parfait. L'éoulement de base,supposé de vitesse U0 uniforme selon l'axe z, y est pris en ompte par le nombre de Mah
M0 = U0/c0, où c0 est la élérité des ondes sonores. L'équation s'érit, sur la �utuation depression p′ :

∆p′ − 1

c20

D2p′

Dt2
= 0ave D/Dt = ∂/∂t+ U0∂/∂z.Cette équation, spéi�ée pour des solutions harmoniques sous la forme

p′ (r, t) = P (r) exp (iωt) ,onduit à l'équation de Helmholtz onvetée :
∆p′ −M2

0

∂2p′

∂z2
− 2iM0k0

∂p′

∂z
+ k2

0p
′ = 0ave k0 = ω/c0. Pour les appliations aux guides d'ondes d'axe z, ette équation est résoluepar séparation des variables de façon immédiate en posant P (r) = Ps (rs)Z (z). rs orrespondalors au veteur de oordonnées dans une setion droite, (x, y) en oordonnées artésiennesou (r, θ) en oordonnées ylindriques.Quelque soit le guide d'onde, Z (z) = exp (−ikzz), kz étant le nombre d'onde axial ou lon-gitudinal, et P (r, z, t) = Ps (rs) exp (i (ωt− kzz)). L'équation sur la dépendane transversedu hamp se réduit à :

∆Ps + k2
sPs (rs) = 0et la relation qui relie les di�érents nombres d'onde (k0 −M0kz)

2 = k2
z + k2

s est appeléerelation de dispersion. C'est la omposante Ps qui reste assujettie aux onditions aux limitesde rigidité des parois, à savoir l'annulation de la dérivée normale de la pression.Dans le as partiulier du guide d'onde à deux dimensions, appelé anal plan, en oordon-nées artésiennes, une solution propre partiulière pour la �utuation de pression à l'intérieurdu guide d'onde, ou mode de propagation, s'érit :
p′(x, z, t) = P1 cos (ksx)e

i(ωt−kzz).ave ks = mπ/H, m entier et
kz = −M0k0

β2
±
√
k2
0 − β2k2

s

β2
(1.1)ave β =

√
1 −M2

0 . P1 représente alors l'amplitude modale pour la propagation selon les zpositifs ou négatifs selon le signe de kz. m est appelé l'ordre du mode et les modes formentune base omplète orthogonale [28℄.
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R2 ()Figure 1.5 � Shéma des guides d'ondes à deux dimensions et à trois dimensions.1.3.2 Propriétés des modes de onduitLes solutions préédemment trouvées impliquent des propriétés partiulières sur les modes.Sans éoulement :À une fréquene �xée f , le nombre d'onde total s'érit k0 = 2πf/c0 et la longueur d'ondeest λ = 2π/k0. Le paramètre ks est le nombre d'onde transversal et kz le nombre d'onde axial.� Si k0 > ks, k2
z > 0 et don la longueur d'onde longitudinale λz > λ ; l'onde se propagesans atténuation.� Si k0 < ks, k2
z < 0 et don kz est imaginaire pur, l'onde ne se propage pas, on dit qu'elleest évanesente. Le mode est dit oupé. Son amplitude déroît de façon exponentielledepuis sa soure.À une fréquene donnée, le guide d'onde se omporte don omme un �ltre passe-bas enordres de modes. Pour un mode donné m, le guide d'onde est un �ltre passe-haut en fréquene.

fc = c0ks/2π = c0m/2H est appelée la fréquene de oupure du mode m.Ave éoulement :La fréquene de oupure est désormais égale à fc = βc0ks/2π. L'éoulement a don poure�et d'abaisser les fréquenes de oupure, un mode initialement oupé par le guide dans unmilieu au repos peut devenir propagatif ave éoulement. L'éoulement est également respon-sable d'un transport des ondes sonores, traduit par le terme −M0k0/β
2 de l'équation 1.1.Chaque mode du anal plan est assoié à un angle de propagation Θ tel que sin(Θm) =

mπ/k0H. Cet angle donne une interprétation de la notion de oupure. En e�et, pour une ondeplane, la pression p′ s'érit alors de la façon suivante :
p′(x, z, t) = A1 cos (k0 sin(Θ)x)eik0 cos Θ[z−(U0+c0/ cos Θ)t].



1.3 Notions préliminaires sur la propagation en onduit 19On remarque alors que la vitesse de phase de l'onde (vitesse de trae des fronts d'ondes àla paroi) dépend de la vitesse de l'éoulement U0. Elle vaut cϕ = U0 + c0/ cos Θ. L'éoulementintroduit une asymétrie du rayonnement entre amont et aval.� si Θ > π/2, l'onde se propage en remontant l'éoulement, on parle de mode amont,� si Θ < π/2, l'onde se propage dans le sens de l'éoulement, on parle de mode aval,� si Θ > π/2 et − cos Θ < M0, l'onde se propage en remontant l'éoulement mais elle estonvetée dans le sens de l'éoulement par rapport au onduit, on parle de mode amontinverse.Ces omportements valent quelque soit le guide d'onde et en partiulier elles se délinerontdans notre étude dans les guides d'ondes ourbes (hapitre 3), dans la partie traitant desraordements modaux entre la roue du ompresseur et l'entrée d'air (hapitre 4) ou dans lapropagation dans l'entrée d'air (hapitre 5).1.3.3 Prinipaux résultats sur les guides d'ondes en trois dimensionsConduit à setion retangulaireLes raisonnements préédents se généralisent. Une solution propre de l'équation de propa-gation en onduit retangulaire (Fig. 1.5(b)) est ainsi :
p′(x, y, z, t) = P1 cos (kxx) cos (kyy)e

i(ωt−kzz).ave
kx =

mπ

H
, ky =

nπ

L
, k2

s = k2
x + k2

y = (k0 −M0kz)
2 − k2

z

fc = β
c0
2

√
m2

H2
+
n2

L2On désignera par son ouple d'indies (m,n) un mode propre du onduit. On verra dans lehapitre 3 que la propagation dans les anaux inter-aubes oudés peut se ramener loalementà la propagation dans un onduit à setion retangulaire.Conduit annulaireL'entrée d'air du ompresseur est assimilée à un onduit droit de setion irulaire ouannulaire, les développements de ette partie seront don utilisés dans le hapitre 5.Une solution propre dans un guide d'onde annulaire s'érit en oordonnées ylindriques :
p′(r, θ, z, t) = fnp(r)e

i(ωt−mθ−kzz), n = |m| (1.2)où selon la onvention de Rienstra [39℄ :
fnp(r) = Nnp (cos (τnp)Jn (Knpr) − sin (τnp)Yn (Knpr)) ,

Jn et Yn étant les fontions de Bessel de première et seonde espèe d'ordre n. Cette éritureest ompatible ave toute appliation, en partiulier lorsque le mode de onduit se réduit àla seule fontion Yn. Les valeurs propres Knp sont déterminées à partir des onditions aux



20 Préliminaires - Notions de bases sur la propagation guidéelimites suivantes f ′np(R1) = f ′nip(R2) = 0. Les oe�ients de normalisation sont donnés enannexe A.Le signe de kz nous informe sur le sens de propagation axiale de l'onde, le signe de n, surson sens de rotation. Le nombre de lobes angulaires est donné par |n|.La relation de dispersion ne hange pas et vaut (k0 −m0kz)
2 = k2

s + k2
z ave ks = Knp.Comme pour le onduit retangulaire, la propagation d'une onde dépend de deux entiers (n, p).Le nombre entier n est appelé ordre azimutal, le nombre entier p est l'ordre radial. Si n estdi�érent de 0, on dit que le mode est tournant, si n = 0, le mode est dit symétrique. Le mode

(0, 0) orrespond ii au mode plan. Le mode (n, p) ne se propage que si k0 = ω/c0 ≥ βKnp.La fréquene de oupure est don
fc =

c0Knpβ

2πLe as du onduit irulaire est un as partiulier du onduit annulaire où R1 tend vers
0. Dans e as, Nnp sin (τnp) est nul et fnp s'érit

fnp(r) = Nnp cos (τnp)Jn (Knpr) .1.3.4 Extensions du formalisme modalDi�érentes extensions du formalisme préédemment expliité seront développées par lasuite. En e�et, la propagation dans les anaux inter-aubes demande de onsidérer des ondesdans un onduit oudé de setion variable. L'in�uene d'un nez en entrée d'air a égalementété examinée, la setion du onduit passe dans e as ontinuement d'un onduit annulaire àun onduit irulaire.Setion variableLes méthodes analytiques de propagation des ondes dans des guides peuvent être étenduesà des onduits droits de setion lentement variable par une tehnique d'éhelles multiples dé-veloppée grâe aux travaux de Rienstra [38℄. L'éoulement est quant à lui également lentementvariable dans le sens axial mais reste uniforme dans haque setion droite.Conduit oudéIl existe deux méthodes analytiques permettant de aluler la propagation aoustique dansdes onduits oudés de setion variable. Elles seront développées par la suite dans le hapitre 3.L'une d'entre elles, développée par Brambley & Peake [5℄ est une extension direte des travauxde Rienstra. Les modes de propagation sont modi�és par la ourbure et l'éoulement moyen,potentiel, n'est plus uniforme dans une setion droite.Grâe à es diverses extensions, des géométries réalistes peuvent être appréhendées sur labase de la desription du hamp en terme de modes adaptés à la géométrie.



Chapitre 2Étude expérimentale2.1 IntrodutionDi�érentes tehniques de détetion des modes de propagation en onduit, azimutales et/ouradiales sont rapportées dans la littérature. Dans tous les as, l'objetif est de réupérer les�utuations de pression en aval ou en amont d'une soure de bruit en un ertain nombrede points et de mettre à pro�t l'orthogonalité théorique des modes pour les séparer par untraitement adéquat des signaux. Les deux prinipaux modes opératoires mettent en jeu :� soit, un anneau d'essai omprenant de nombreux mirophones. L'aquisition des si-gnaux sur tous les points de mesure est faite simultanément. La mesure est alors pré-férentiellement e�etuée en dehors du onduit pour des raisons d'enombrement, l'e�etperturbateur de l'éoulement est don moins important [11, 10℄ ;� soit, un petit nombre de mirophones plaés sur une virole tournante et montés en af-�eurement de la paroi. A haque rotation de la virole, de nouvelles aquisitions sontobtenues. Pour que ette méthode soit appliable, la soure de bruit doit être station-naire. En général les mirophones sont plaés derrière une avité de façon à e que lepseudo-son lié à l'éoulement soit amoindri. [14, 24, 25℄Fréquemment, dans les installations universitaires, les deux méthodes sont appliquées en pa-rallèle a�n de orroborer les mesures. En partiulier, Sijtsma [43℄ fait une omparaison desdeux types d'aquisition et de di�érents moyens de post-traiter les données selon les mesurese�etuées.L'objetif de e hapitre est de présenter l'essai qui a été réalisé durant e travail dereherhe. Le protoole expérimental en lui-même est très simple mais a le mérite d'apporterdes réponses quant à l'hypothèse de départ d'une soure liée à l'interation de sillages. Ene�et, l'e�ort de modélisation repose sur l'idée que e sont essentiellement les soures réées parl'impat des sillages de la roue sur les aubes du di�useur qui rayonnent à ontre ourant, dansle rouet puis dans l'entrée d'air et jusqu'à l'extérieur. Or e type de soure a une signaturemodale angulaire partiulière. Grâe à une détetion modale en amont du ompresseur, onpeut don on�rmer la prédominane du méanisme supposé. La détetion est restreinte iiaux seuls modes azimutaux, dans un tube d'entrée d'air droit, et repose sur l'emploi d'unevirole tournante.Dans un premier temps, les données géométriques de la virole et des mirophones utilisés(2.2) sont dérites, puis les résultats d'un test e�etué ave un ventilateur életrique axial
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miro �xemiros mobiles moteurlèvre d'entrée d'air
0,075 m 0,96 m(a) Vue méridienne du onduit droit, de la virole et de l'extré-mité du onduit (b) Coupe de la virole tournante, dimen-sions en mmFigure 2.1 � Shéma tehnique de la virole motorisée et du onduit droitomportant un stator redresseur (2.4) et en�n de la aratérisation du ompresseur entrifuge(2.5) sont disutés.

2.2 InstrumentationL'essai doit permettre d'identi�er les modes qui se sont propagés jusque dans le onduitd'entrée d'air a�n de les omparer aux éventuelles préditions fondées sur l'approhe modale.Le rouet entrifuge d'un ompresseur, s'il est onsidéré omme un réseau de onduits ourbés àsetion lentement variable (tel qu'il est étudié au hapitre 3), reproduit préférentiellement dansl'entrée d'air les modes azimutaux réés au niveau du di�useur. Seule la struture radiale duhamp est modi�ée. C'est pourquoi ette dernière peut être ignorée. La mesure des �utuationsde pression en paroi du onduit renseigne sur les seuls modes azimutaux qui, en �n de ompte,se prêtent à interprétation.La mesure est faite en paroi d'un onduit ylindrique à l'aide d'une virole motorisée, àune distane de plusieurs diamètres de la soure et à 0.7 diamètre de l'extrémité. Le tronçonde mesure a été dimensionné a�n de pouvoir être réutiliser pour d'autres essais de détetionmodal. La virole motorisée (Fig. 2.1 et 2.2) omprend une partie �xe et une partie mobileo�rant la possibilité d'implanter trois mirophones suivant les angles de la �gure 2.1(b). Lesapteurs utilisés sont des mirophones 1/4′ B&K 4944-A. Ils sont disposés sans leur grillede protetion dans une avité ménagée derrière une perforation a�n que les �utuations liéesà l'éoulement de ouhe limite ne ouvrent pas le bruit dû aux soures. Les dimensions dela perforation peuvent être observées sur la �gure 2.1(b) (diamètre = 2 mm; profondeur =
2 mm). Le pignon motorisé permet de faire tourner la virole en ontinu, on peut don hoisirle pas angulaire des mesures en fontion du plus haut ordre modal que l'on veut pouvoirdéterminer dans le onduit.
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mirophone �xe de référene mirophone tournant

Figure 2.2 � Vue de la virole motorisée instrumentée2.3 Données et post-traitement2.3.1 Rappel sur les bruits d'interation rotor/statorQuel que soit le problème traité, pour le ventilateur ou le ompresseur, on onnaît àl'avane les modes qui sont forés à haque harmonique de la fréquene de passage des pales(HFPP) par les soures du bruit d'interation de sillages.Si on onsidère un étage rotor/stator ave B pales et V aubes, le rotor ayant une vitessede rotation orrespond à la pulsation Ω, les HFPP sont dé�nis par :
f =

mBΩ

2π
(2.1)

m étant un entier stritement positif.Les interations périodiques induisent une struture de la pression aoustique qui est uneombinaison linéaire de modes de propagation. Ainsi à une fréquene donnée le hamp dansle onduit s'érit sous la forme
p′(r, θ, z, t) = e−iωt

∞∑

n=−∞

∞∑

j=0

anje
i(nθ+k|n|jz)f|n|j(r)

= e−iωtp′(r, θ, z).On peut également érire, à la paroi et don dans une setion partiulière z = z0 qui enpratique sera elle où est e�etué la mesure :
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p′(R2, θ, z) =

∞∑

n=−∞




∞∑

j=0

anje
ik|n|jz0f|n|j(R2)


 einθ

=

∞∑

n=−∞

pneinθ ≡ p(θ).Cette équation provient diretement de l'équation 1.2 qui a été vue au hapitre 1. Les nombresde lobes assoiés aux modes angulaires s'érivent n = mB ± sV ave s un entier quel-onque [47℄. Chaque mode angulaire se déline a priori sur tous les modes radiaux (n, j),
j = 0, 1, .... Le mode (n, j) est passant si mBΩ > c0βKnj . On onnaît don les modes stru-turés par l'interation ainsi que eux qui sont suseptibles de se propager dans le onduit.2.3.2 Méthode de post-traitementP.Sijtsma [43℄ ompare quatre tehniques de détetion de modes azimutaux ave une viroledans un onduit ave éoulement ainsi qu'en hamp lointain autour d'un jet libre. La méthodede post-traitement utilisée ii est elle préonisée dans ette référene pour les aquisitions enonduit ave éoulement. La méthode de détetion modale s'applique à des fréquenes isoléeshoisies. Elle repose sur une déomposition en série de Fourier angulaire et sur l'exploitationdes interorrélations entre les voies d'aquisition et un mirophone de référene.La trae de la pression aoustique en paroi du onduit p(θ) peut s'érire grâe à unedéomposition en série de Fourier omme une somme sur les modes azimutaux de la façonsuivante :

p(θ) =

∞∑

n=−∞

pne−inθ pn =
1

2π

∫ 2π

0
p(θ)einθ,étant entendu que seuls les modes passants ontribuent.La première étape avant d'entamer la détetion modale à proprement parler est de réu-pérer le spetre de haque aquisition pour haque mirophone. L'amplitude modale pn estdon en prinipe obtenue par une intégrale angulaire. Dans l'expériene, ette intégrale estremplaée par une sommation sur des signaux issus de apteurs disrets en nombre limité.Notons χk(t) la �utuation de pression du mirophone k, éhantillonnée ave un pas de temps

∆t. Les amplitudes des pressions omplexes pk(f) des signaux aquis par les mirophonessont obtenues grâe à une transformation de Fourier disrète par blo sur S éhantillons dela façon suivante :
pk(f) =

2

S

S∑

s=1

χk,se
−2πifs∆t.L'étape suivante est d'approher la transformée de Fourier azimutale sur les spetres depression en paroi. La détetion modale est réalisée à des fréquenes �xées. Si on note θkla position angulaire du mirophone k et K le nombre de mirophones, l'évaluation an del'amplitude modale omplexe pn à une fréquene f s'érit :
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an =

1

K

K∑

k=1

pk(f)einθk .Cette tehnique requiert une mesure simultanée d'un grand nombre de données. Dans notreas, un petit nombre de mirophones a été utilisé sur une virole tournante pour des raisonspratiques : d'une part, e tronçon de mesure pourra être réutilisé pour des essais ultérieurs aved'autres mahines, éventuellement via des onduits de raordement adaptés, d'autre part, ilo�re la possibilité d'avoir des résolutions angulaires adaptées aux besoins. L'inonvénient dee type de mesure est la perte de la référene temporelle. Toutes les aquisitions n'étant pasfaites au même moment, il est néessaire de post-traiter les signaux en les orrélant ave lesignal d'un mirophone de référene �xe aquis pendant la même plage de temps. Si l'indexage
0 représente alors les aquisitions du mirophone de référene, l'amplitude modale omplexepeut s'érire :

an =
1

K

K∑

k=1

pkp
∗
0e

inθk/ (p0p
∗
0)

1/2, (2.2)où l'astérisque représente le omplexe onjugué.Un test de validation de l'algorithme de post-traitement a été e�etué à partir d'un signalthéorique bruité dont on a retrouvé les modes.2.4 Test sur un ventilateur életrique2.4.1 Données du ventilateurA�n de valider la tehnique d'aquisition et le post-traitement assoié sur un montage plussimple avant de s'intéresser au ompresseur objet de l'étude, un premier test a été fait surun ventilateur életrique diretement monté sur le onduit droit et son instrumentation. Leventilateur hoisi est un ventilateur axial de diamètre extérieur 110 mm omprenant B = 7pales sur le rotor, et V = 10 aubes sur le stator. Sa vitesse de rotation est de Ω = 11000 tr/min.Il a été onneté au onduit de mesure, environ à 96 m de la virole. La fréquene de passagedes pales est déterminée en utilisant la formule 2.1 et les modes angulaires attendus sontobtenus par le raisonnement expliité au paragraphe 1.2. Ils sont reportés dans le tableau 2.1.D'après les valeurs propres KnjR2 alulés à partir des onditions aux limites (données auhapitre 1.3.3) pour un onduit irulaire, on onstate que les modes, forés par l'interationrotor/stator pour les deux premières raies du ventilateur, sont oupés par le onduit. On doiten revanhe retrouver le mode azimutal 1 pour le troisième harmonique de la fréquene depassage des pales (FPP).2.4.2 RésultatsUn spetre typique de la �utuation de pression en paroi du onduit obtenue ave le ven-tilateur est traé sur la �gure 2.3. On retrouve un ertain nombre de fréquenes partiulièreshabituelles aux bruits de ventilateurs ou bien liées à l'installation. En e�et, les trois premiers



26 Étude expérimentalem Fréquenes nominales (Hz) ordres azimutaux (n) Fréquenes observéesdurant l'essai (Hz)
1 1283 (−3); (7) -
2 2567 (−6); (4) -
3 3850 (−9); 1 3937
4 5133 −2; 8 5200
5 6417 −5; 5 6537
6 7700 −8; 2 7837
7 8983 −1; 9 9150
8 10266 −4; 6 10450
9 11549 −7; 3 11762Table 2.1 � Multiples de la fréquene de passage des pales nominale du ventilateur, modesazimutaux les plus bas forés par l'interation rotor/stator et multiples de la fréquene depassage des pales du ventilateur relevés durant l'essai (Fig. 2.3). Les modes oupés sont misentre parenthèses.pis (représentés par la lettre (A)) orrespondent aux résonanes longitudinales qui se dé-veloppent dans le onduit de longueur 1, 035 m. La lettre (B) orrespond à la fréquene deoupure du premier mode du onduit, de diamètre 0, 108 m, fc = 1919 Hz. On observe àet endroit une remontée brusque du niveau du bruit à large bande. Après es fréquenespartiulières, on retrouve la signature des pales du ventilateur. Les multiples de la FPP sontreprésentés sur la �gure par leur rang. La première fréquene émerge largement du bruit àlarge bande (numéro 3 sur la �gure). Elle est située à une fréquene de 3925 Hz et orrespondau troisième multiple de la FPP, puisque les deux préédents sont oupés. Nous remarquonsensuite tous les autres harmoniques de la FPP (rangs 4 à 9), résumés dans le tableau 2.1.Le quatrième multiple de la FPP n'émerge pas du bruit à large bande. On remarque que lafréquene de oupure du mode (2, 2), 5215 Hz, est très prohe de la fréquene du quatrièmemultiple de la FPP, 5200 Hz. Le bruit à large bande remonte don autour de ette fréquene etla masque. Les autres fréquenes de oupure du onduit ne oïnident ave auune HFPP. Lesfréquenes des raies mesurées lors de l'essai ne sont pas exatement elles alulées, en e�et,la vitesse de rotation du ventilateur �utue légèrement, les fréquenes nominales et mesuréesainsi que les modes les plus bas assoiés sont don reportés dans le tableau 2.1.Un post-traitement modal des harmoniques de la FPP observés peut alors être mis enplae sur la base de l'expression 2.2. Les résultats sont retransrits sur la �gure 2.4. Tous lesdiagrammes de modes qui suivent sont donnés en unités relatives arbitraires, toutes identiques.En e�et, la mesure reste qualitative puisqu'elle vise à on�rmer la présene de modes et nonleur amplitude exate.On retrouve, sur ertains graphes, les modes prévus au paragraphe 2.4.1. En partiulier,on observe une bonne orrespondane pour les HFPP à 3937 Hz (2.4(a)), 5200 Hz (2.4(b)),

7837 Hz (2.4(d)), 10450 Hz (2.4(f)) et 11762 Hz (2.4(g)). Sur es �gures, en plus des modes at-tendus donnés dans le tableau 2.4, on trouve d'autres modes qui sont parfois non négligeables.Cei est peut être dû au fait que le niveau de la raie est faible, la mesure est davantage bruitéeet la détetion modale en devient don moins performante. En partiulier pour la quatrièmeraie (aux environs de 5200 Hz), le mode 8 prévu ne se dégage pas franhement des autres
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2.5 Mesures sur le ompresseur entrifuge 29suite. Néanmoins elle n'a qu'une in�uene faible qui ne modi�e pas la onlusion de l'analysemodale faite ii dans un but uniquement qualitatif.
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30 Étude expérimentalede la turbomahine sur lequel est installée la roue de ompresseur. Le ompresseur est montéen aval du onduit droit instrumenté de la virole tournante (Fig. 2.2). Il aspire à l'air libre.Un éran vertial de mousse absorbante est installé à mi longueur du onduit a�n d'isoler lesystème de mesure des bruits environnants (soures extérieures à l'essai et bruit de turbine)qui pourraient revenir vers l'entrée d'air. Un onduit de longueur 4, 20 m est branhé aurefoulement du ompresseur pour que le bruit rayonné en aval soit déporté. Un diaphragmeest plaé à l'extrémité du onduit de refoulement a�n de mesurer le débit d'air.
PSfrag replaements évauationdu �ux du ompresseur

alimentation en air de la turbine

virole tournante motoriséeompresseur entrifugeturbine

éran d'isolation
4,20 m 0,96 m 0,075 m

Figure 2.6 � Shéma de prinipe du montageLa turbomahine testée omprend deux roues, le ompresseur et la turbine qui l'entraîne,toutes deux orrespondant à des iruits d'air di�érents. Le rouet du ompresseur omportedix-sept pales (B = 17), le di�useur est omposé de dix-neuf aubes (V = 19). Une ogive a étédimensionnée pour garantir un éoulement le plus uniforme possible en entrée du ompresseur.Ces éléments sont détaillés sur la �gure 2.7(a). La mahine est arénée et omprend une volutede sortie qui peut être observée sur la �gure 2.7(b). Di�érents régimes de rotation sont testés,détaillés et étudiés dans e qui suit.La ampagne d'essai a été réalisée sur une journée, la température extérieure ayant variéde 16�à 19�C. Le temps d'aquisition d'une mesure est de 20 seondes, le post-traitement estquant à lui réalisé sur 10 seondes. Les mirophones mobiles réupèrent de l'information tousles 7�d'angle. Le temps total d'aquisition pour une vitesse de rotation �xée est d'environ 40minutes. La vitesse de rotation de la mahine n'est pas stable sur ette durée, elle varie de
±100 tr/min à ±400 tr/min selon le as onsidéré. Les données prinipales des di�érents astestés sont rassemblées dans le tableau 2.2.
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PSfrag replaements
di�useur

ogive
ompresseur(a) Compresseur entrifuge, di�useur et ogive

PSfrag replaements
entrée d'air ompresseur

sortie d'air ompresseurentrée d'air turbine

sortie d'air turbine(b) Mahine installéeFigure 2.7 � Struture du turbo-ompresseur, ave et sans le arterVitesse de rotation nominale (tr/min) 17000 20000 27000 30000Vitesse de rotation moyenne mesurée (tr/min) 16966 20164 27042 30102Vitesse de rotation minimum mesurée (tr/min) 16810 19940 26930 29950Vitesse de rotation maximum mesurée (tr/min) 17070 20650 27190 30540Flutuation de la vitesse de rotation (tr/min) 260 710 260 590Température extérieure (�C) 15.7 19.4 16.6 18Débit (kg/s) 0.46 0.53 0.71 0.77Vitesse de l'éoulement (m/s) 3.5 4.1 5.43 5.93Table 2.2 � Données générales de l'essai sur le ompresseur entrifuge.2.5.2 Résultats des mesuresLes modes dominants réés par l'interation de sillages dépendent uniquement des nombresB et V (paragraphe 2.3.1) et son donnés dans le tableau 2.3. Les autres modes d'ordresangulaires élevés, sont oupés par le onduit d'entrée d'air.Les analyses qui suivent sont détaillées selon les di�érentes vitesses de rotation Ω tes-tées. Rappelons que ette dernière détermine les fréquenes du bruit mais ne joue pas sur sastruture modale.1er régime : Ω = 17000 tr/minUn exemple de spetre des �utuations de pression mesurées en paroi est représenté surla �gure 2.8(a) pour une vitesse de rotation nominale de Ω = 17000 tr/min. La fréquene depassage des pales est alors 4817 Hz. Le ompresseur est entraîné par la turbine qui elle-mêmeajuste sa vitesse de rotation en fontion de la pression et du débit d'alimentation. La vitesse



32 Étude expérimentalem ordres azimutaux (n)
1 −2

2 −4

3 −6Table 2.3 � Multiples m de la fréquene de passage des pales du ompresseur et modesazimutaux passants forés par l'interation rotor/stator.de rotation d'une telle mahine peut don �utuer autour de la vitesse de rotation nominalehoisie. Expérimentalement, on observe e�etivement une fréquene qui émerge largementà 4825 Hz ainsi que ses harmoniques à 9637 Hz et 14387 Hz. Pour les essais de validationqui nous intéressent, la vitesse de rotation varie en moyenne de 100 à 200 tr/min autour dela vitesse de rotation nominale. Cei induit une variation relative identique de la fréquenede passage des pales. La détetion modale est faite sur une fréquene partiulière supposéestabilisée. Comme lors de l'essai sur le ventilateur életrique, un realage en fréquene est donappliqué. Une fréquene de référene est hoisie et les raies de haque mesure sont realéessur ette fréquene de référene.Les résultats de la détetion modale sont donnés sur la �gure 2.8. Pour la fréquene depassage des pales, ils font ressortir lairement les modes −2 et 2. D'après les formulationsrappelées dans la partie 2.3.1, seul le mode −2 est imputable aux interations de sillages.Pour le premier harmonique (m = 2), 'est e�etivement le mode −4 qui est largementdominant, omme prévu. En�n pour la dernière raie traitée, le mode −6 attendu n'apparaîtpas. Cependant, le niveau de la raie sur le spetre est très faible et les amplitudes modalesdétetées sont très petites, de l'ordre de 10-4. La mesure n'est don pas jugée représentative.2ème régime : Ω = 20000 tr/minOn devrait observer les mêmes résultats lorsque le ompresseur a une vitesse de rotationnominale de 20000 tr/min. Un exemple de spetre des �utuations de pression en paroi estreprésenté �gure 2.9(a), où la FPP et ses harmoniques sont évidemment déalés. Dans e as,les modes émergents détetés ne orrespondent pas à eux attendus. Le mode −2 apparaîtbien sur la �gure 2.9(b) mais le mode 4 est elui qui est le plus énergétique. De la même façon,pour le deuxième multiple de la FPP, le mode 5 est le plus énergétique et le mode −4 attendun'apparaît pas du tout. Les niveaux des modes détetés sur la fréquene de la troisième raiesont très faibles.3ème régime : Ω = 27000 tr/minLorsque la vitesse de rotation est montée à 27000 tr/min, seule la raie fondamentale émergedu spetre en paroi (Fig. 2.10(a)). C'est don uniquement à ette fréquene qu'est e�etuéela détetion modale realée (Fig. 2.10(b)).Les résultats sont ette fois exellents, dans la mesure où l'on observe uniquement le mode
−2 attendu.
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Modes azimutaux(d) 3 FPPFigure 2.9 � Résultats d'essai du ompresseur entrifuge à 20000 tr/min - (a) : DSP de lapression aoustique en paroi ; 1, 2, 3 : Rangs des multiples de la FPP - (b)−(c)−(d) : Détetionmodale e�etuée sur les multiples de la FPP après realage (1 : 5662 Hz - 2 : 11312 Hz - 3 :
16962 Hz)4ème régime : Ω = 30000 tr/minDe nouveau les résultats de la détetion modale à la vitesse nominale de 30000 tr/min sonten parfait aord ave la prévision, omme en témoigne la �gure 2.11, elle aussi orrespondant
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A n'est pas autosimilaire. Elle ne ouvre pas non plus une gamme de fréquene �xes et neprovient don pas d'un méanisme de résonane dû à la géométrie. Les résultats dépendentdon du type de matériel et du point de fontionnement testé. En l'ourrene, les résultatsobtenus lors de notre essai di�èrent de eux donnés par Raitor & Neise [36℄.La déomposition modale appelle ertaines remarques générales. Selon la vitesse de rota-tion et don le point de fontionnement du ompresseur, les modes détetés en entrée d'air
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2.6 Conlusion 37di�èrent alors que le même harmonique de la FPP est traité. Plus préisément, lorsque lavitesse de rotation est élevée (pour 27000 et 30000 tr/min), les résultats on�rment que lebruit provient intégralement de l'interation de sillages. Le ompresseur utilisé pour les essaisa en fait été dimensionné pour une vitesse de rotation optimale de 33000 tr/min, l'éoulementest don supposé être le plus adapté pour ette vitesse de rotation. Il est don probable queles modes qui ne sont pas liés à l'interation rotor/stator, obtenus pour des vitesses de rota-tion plus petites soient liés à une struture partiulière de l'éoulement dans le ompresseurentrifuge. Celle-i peut être due à une instabilité de fontionnement. Il est par exemple pos-sible qu'une nouvelle soure de bruit, liée à un déollement dans le ompresseur, se manifesteet se propage dans l'entrée d'air du ompresseur, masquant ainsi la soure rotor/stator. Onremarque également que lorsque les raies n'émergent pas lairement du bruit à large bandeou ont un faible niveau, la détetion modale y est moins pertinente.2.6 ConlusionL'objetif de l'essai dérit dans e hapitre était de déteter les soures suseptibles dese propager jusque dans l'entrée d'air d'un ompresseur entrifuge. Bien que dans ertainsas, d'autres soures de bruit non identi�ées soient détetées aux faibles régimes, les modesaratéristiques de l'interation rotor/stator sont lairement présents lors des mesures réaliséeset restent les seuls dominants à fort régime. Cette onlusion valide notre hypothèse de départ,à savoir que les ondes sonores réées au niveau du di�useur se propagent dans les anaux inter-aubes pour rayonner à l'extérieur.La suite du travail est don la mise en plae progressive d'un modèle analytique de lapropagation en remontant l'éoulement depuis la périphérie du rouet jusqu'à l'extérieur.
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Chapitre 3Propagation dans un onduit oudé àsetion variable - Appliation auxanaux inter-aubes3.1 IntrodutionL'étude expérimentale du hapitre préédent a on�rmé que le bruit généré au niveau dudi�useur se propage vers l'extérieur en remontant via les anaux inter-aubes du rouet en-trifuge. Puisque les méanismes de transmission du son sont identiques d'un anal à l'autremoyennant un déphasage, la propagation aoustique peut être étudiée dans un anal unique.C'est e qui est onsidéré dans e hapitre. La géométrie d'un anal est néanmoins om-plexe, e qui impose des simpli�ations expliquées au paragraphe 3.2. Di�érentes tehniquespeuvent être utilisées pour résoudre le problème de la propagation aoustique dans e typede onduit. Deux tehniques ont été étudiées durant e travail de reherhe. La première estune tehnique de propagation multimodale dont le prinipe sera donné au paragraphe 3.3.1.Le paragraphe 3.4 est quant à lui onsaré à la tehnique de propagation modale usuelle. Ladernière partie (paragraphe 3.4.3) montre des résultats de aluls et des omparaisons avedes simulations numériques menées sous ACTRAN/TM [1℄.3.2 Simpli�ationsUn anal inter-aubes de rouet entrifuge a une forme générale oudée et en hélie aveune setion droite variable de on�guration omplexe. De plus il peut omprendre des palesinteralaires (ou splitters en anglais). La géométrie réelle d'un anal inter-aubes est représen-tée sur la �gure 3.1(a). Les modes de propagation dans les anaux inter-aubes ne peuventdon pas être déterminés simplement. Des modèles analytiques peuvent néanmoins être dé-veloppés moyennant des hypothèses simpli�atries sur la géométrie et sur l'éoulement dansles anaux. Une étude montrant l'importane des di�érents paramètres a été menée lors detravaux préédents [12, 21℄, l'objetif étant de simpli�er la géométrie du anal a�n de rendreles aluls analytiques abordables tout en onservant au mieux les omportements physiquesdominants.
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(d)Figure 3.1 � Simpli�ations suessives de la géométrie d'un anal inter-aubes : (a) réelleave splitters ; (b) ave torsion, setions de sortie et d'entrée planes ; () sans torsion ; (d) aveourbure et setions droites retangulaires.Cette séletion des paramètres importants (aérauliques et géométriques) a été faite aumoyen de aluls numériques par éléments �nis et éléments in�nis à l'aide des logiiels AC-TRAN/TM et SYSNOISE.3.2.1 E�et de l'éoulementL'in�uene de la vitesse de l'éoulement, de la variation de la élérité du son et de la densitéle long du anal a été étudiée par V.Cogne [12℄ sur une géométrie simpli�ée ne prenant enompte que la ourbure, la torsion et la variation de setion (Fig. 3.1(b)). L'étude a onluque l'in�uene de variations de la élérité du son et de la densité est assez faible pour pouvoirêtre négligée. L'éoulement a quant à lui un impat important sur la propagation aoustique.On utilise pour ela une exitation de type piston plan de vitesse unitaire, en aval de laroue. On s'intéresse à l'information aoustique qui remonte le anal, dans le sens ontraire del'éoulement. Le milieu est aratérisé par une vitesse du son de 355 m/s et une densité de

0.576 kg/m3. Deux éoulements ont été testés :� une vitesse d'entrée dans le anal de 160 m/s� puis une vitesse de 80 m/s.Le logiiel ACTRAN permet dans un premier temps de aluler les hamps de vitesse d'un
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Figure 3.2 � Amplitude de la pression aoustique au entre d'un anal, sans éoulement(trait plein), ave un éoulement moyen en entrée d'air de 80m/s (trait pointillé large) puisde 160m/s (trait pointillé serré)éoulement irrotationnel, puis de prendre en ompte dans la propagation du son l'e�et deonvetion lié à et éoulement. L'évolution de la vitesse est alulée à partir de la onserva-tion du débit et don, pour un �uide isotherme et inompressible, elle suit l'évolution de lasetion du anal. Cependant, dans un ompresseur, du fait des propriétés du �uide, la vitessediminue le long du anal. Cet e�et n'est pas pris en ompte par le logiiel ACTRAN et les ré-sultats présentés sur la �gure 3.2 ont surtout une portée aadémique. Ils donnent néanmoinsune information sur l'impat de l'éoulement moyen sur la propagation aoustique dans lagéométrie étudiée.La �gure 3.2 retrae l'évolution de l'amplitude sonore au milieu d'un anal inter-aubesen fontion de la fréquene. Les aluls sont e�etués sans éoulement et ave des vitesses de
80 et 160 m/s en entrée de anal. Les ourbes obtenues sont d'allures similaires, mais aveun déalage des maxima vers les basses fréquenes. Les pis de résonane sans éoulementorrespondant à un tube ouvert/fermé sont présents : e sont les multiples impairs de 830 Hz,assoiés à la longueur de la ligne moyenne de l=0.107 m.La on�guration réelle du ompresseur orrespond à une vitesse en entrée prohe de 80 m/s.L'e�et est don signi�atif mais a priori l'hypothèse d'un éoulement uniforme dans la mé-thode analytique su�t à rendre ompte du déalage fréquentiel.3.2.2 E�et des paramètres géométriquesLes aluls ont été menés en imposant une vitesse vibratoire uniforme à la sortie duanal inter aube et en onsidérant une ondition de paroi rigide à l'entrée. La nature de esonditions aux limites importe peu ar il s'agit dans un premier temps de tester l'e�et deertaines simpli�ations sur la propagation guidée.L'héliité, l'ajout de splitters, la ourbure et la forme de l'entrée d'air ont également étéétudiés [12, 21℄ a�n de voir dans quelle mesure ils peuvent être négligés.Une première approximation nous amène à négliger la torsion tout en gardant la ourbure
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Figure 3.3 � Amplitude de la pression aoustique au entre (sur la ligne moyenne) d'un analsans héliité (trait plein) et ave héliité (trait pointillé)du anal dans un plan méridien (Fig. 3.1()). En e�et la ourbure est le paramètre moyen dansun ompresseur entrifuge. Dans une seonde étape, l'entrée du anal est modi�ée pour passerd'un seteur annulaire à un retangle et la sortie, qui est un ar de ylindre, est assimilée elleaussi à un retangle. Préserver la di�érene de géométrie imposerait des fontions de formedi�érentes pour une desription du hamp en terme de modes dans la suite de l'étude. Pourun ompresseur omprenant un grand nombre de pales, ette approximation est jugée orrete(Fig. 3.1(d)).Toutes es simpli�ations sont en pratique examinées dans e paragraphe.In�uene de l'héliitéDes aluls ont été menés ave le logiiel SYSNOISE, sur deux géométries ave (Fig. 3.1(b))et sans héliité (Fig. 3.1(d)), sans éoulement. La �gure 3.3 donne la pression aoustique aupoint milieu de la ligne moyenne. La onlusion est que jusqu'à 9000 Hz, si l'évolution dessetions est respetée, l'héliité joue un r�le peu important et pourra don négligée dans lamodélisation analytique. Il faut ependant noter que l'héliité implique aussi des setionsterminales biseautées. Ces deux aspets géométriques sont négligés pour le moment ; il serapossible dans des études ultérieures de prendre par exemple en ompte l'obliquité des paroisdes anaux par rapport à la setion droite d'entrée d'air de la mahine lors des raordementsmodaux [31℄.In�uene des splittersLe r�le des aubes interalaires a été également étudié par V.Cogne [12℄. La géométrie duanal ave splitters est ette fois tirée des données CAO fournies par LTS (équivalentes àla géométrie donnée sur la �gure 3.1(a)). La forme du anal est don légèrement di�érenteet plus élaborée que la géométrie dite � sans splitter �représentée par la �gure 3.1(b). Laomparaison entre le anal simpli�é et le anal d'origine montre tout d'abord un déalage
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Figure 3.4 � Comparaison de la pression aoustique au entre (sur la ligne moyenne) d'unanal sans splitter (trait plein) et ave splitters (trait pointillé), l'aube interalaire ommençantà 35% de la ligne moyene.fréquentiel des pis prinipaux (non illustré ii) orrespondant à une di�érene de longueurdes anaux. La �gure 3.4 présente la réponse aoustique en un point situé au milieu du analave et sans aube interalaire, les pis prinipaux étant realés. L'aube interalaire s'interprèteomme une bifuration pour la propagation guidée dans un anal. Elle est don responsablede ré�exion et transmission des ondes de part et d'autre de la bifuration. Dans le as étudiél'aube interalaire ommene à 35% de l'absisse urviligne.Les pis de résonane orrespondant à un tube ouvert/fermé sont à nouveau présents. Lesautres pis qui apparaissent sont les multiples pairs de ette fréquene. Ils n'avaient pas lieud'être sans pales interalaires mais étaient attendus ave, ar les pales interalaires agissentomme de nouvelles soures de bruit équivalentes aux reompositions du hamp par ré�exion-transmission dans les demi-anaux.Il est don à noter que les splitters engendrent des hangements notables dans la réponsefréquentielle du anal. Cependant, les ompresseurs entrifuges dimensionnés par LTS ne om-prennent pas tous des pales interalaires. Dans un premier temps, pour simpli�er les modèlesanalytiques, les aubes interalaires ne seront pas onsidérées. À terme, par déomposition endemi-anaux, les résonanes liées aux pales interalaires pourraient être introduites dans lemodèle en rajoutant une surfae de raordement. Cei onsiste une extension future possiblede l'étude.In�uene de la ourbureL'e�et de la ourbure sur la réponse aoustique d'un anal inter-aubes reste à évaluer.Elle a été menée ave une entrée arrée du anal et les résultats obtenus au milieu d'un analsont donnés sur la �gure 3.5, pour un anal oudé dans le plan méridien, et le anal retiligneorrespondant. Les deux géométries sont équivalentes en basses fréquenes. Cependant, lesrésultats divergent au-delà de 5000 Hz où l'e�et de ourbure est alors important.
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Figure 3.5 � Amplitude de la pression aoustique au entre (sur la ligne moyenne) d'un analave ourbure (trait pointillé) et du même anal redressé (trait plein).In�uene de l'évasementLes faes latérales d'un anal ne sont pas parallèles mais évasées. Cet e�et est ignorélorsque la setion droite est assimilée à un retangle et l'impat sur la réponse d'un anal doitaussi être évalué. Des aluls ont don été menés pour le anal ave ourbure dans le planméridien selon les géométries des �gures 3.1() et 3.1(d). L'évasement est pris en ompte enonsidérant que le rouet étudié possède 8 aubes. Une erreur est ainsi ommise lorsque l'onnéglige l'évasement ; elle sera jugée aeptable pour les fréquenes basses mais elle devientimportante lorsque l'on travaille à des fréquenes supérieures à 8500 Hz. Les résultats sontdonnés sur la �gure 3.6. On note un pi à 8800 Hz sur les �gures 3.3, 3.5 et 3.6 imputable àla géométrie retangulaire des setions droites. Il orrespond à une longueur de 19.3 mm etest attribuable à une résonane transversale du anal en sortie du anal.3.2.3 Dé�nition d'une géométrie pour la modélisationLe but de e hapitre est de onstruire un modèle de propagation adapté à un anal inter-aubes. Des simpli�ations géométriques sont néessaires pour l'atteindre selon une approheanalytique. La géométrie la plus appropriée pour rendre ompte de tous les e�ets s'appuieraitsur une ligne moyenne en forme d'hélie, selon la �gure 3.1(b). Cette forme prend en e�eten ompte les deux diretions de ourbure des anaux. Malheureusement ette géométrie quipeut éventuellement être prise en ompte dans l'approhe multimodale (paragraphe 3.3.1)demande des temps de alul importants. D'après l'étude paramétrique du paragraphe 3.2.2,si l'évolution de setion est onservée, l'héliité peut être négligée jusqu'à 9000 Hz. C'est pour-quoi la deuxième géométrie envisageable revient à ne prendre en ompte que la ourbure duanal dans le plan méridien, don à négliger l'héliité mais en onservant la même évolutiondes setions droites (Fig. 3.1(d)). Une telle géométrie permet de s'a�ranhir des intégralesà aluler numériquement dans l'approhe multimodale, e qui représente un gain primor-dial. Rappelons par ailleurs que les setions de passage des anaux sont retangulaires. Cette
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Figure 3.6 � Amplitude de la pression aoustique au entre (sur la ligne moyenne) d'un analave une setion d'entrée en forme de trapèze (trait plein) et une setion d'entrée de formearré (trait pointillé).hypothèse est d'autant plus fondée que le nombre de anaux inter-aubes est grand.Le problème peut dans e as être également traité analytiquement, par une approhe paréhelles multiples, abordée au paragraphe 3.4.
3.3 Étude bibliographique - les deux tehniques envisagées3.3.1 Propagation multimodaleLa première tehnique de modélisation de la propagation dans un anal inter-aubes initia-lement envisagée durant ette étude est basée sur les travaux de S. Félix [16℄. Il s'agit d'uneformulation multimodale de la propagation en onduit. Cette référene aborde les di�érentespropriétés d'un onduit (oude, setion variable) dans des on�gurations bidimensionnelles.Une appliation tridimensionnelle a également été dérite dans le as d'un onduit de setionirulaire. La tehnique multimodale a don été reprise dans notre étude en trois dimensionspour un onduit oudé à setion retangulaire variable. L'e�et d'héliité a été négligé onfor-mément au shéma de la �gure 3.1(d) repris sur la �gure 3.7. Cependant, pour des raisons detemps de alul et des raisons pratiques de raordement ave les autre modèles, la tehniquemodale développée au paragraphe 3.4 lui a été préférée. Nous donnons don ii le prinipede résolution, les équations de départ ainsi qu'un résultat de omparaison entre un alulpar ette méthode et une simulation numérique e�etuée à l'aide du logiiel SYSNOISE. Lesaluls sont quant à eux développés en annexe F. Il est à noter que l'approhe multimodaletraite de la propagation par rapport à un éoulement moyen supposé onnu au préalable.
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ΨmnΨm′n′dS = Sδmm′δnn′où S est la setion.La formulation multimodale se déompose alors en plusieurs étapes :



3.3 Étude bibliographique - les deux tehniques envisagées 47� On érit les équations de l'aoustique dans le repère lié au onduit selon l'absisseurviligne s et le plan transverse (x, y).� On élimine les omposantes transverses de la vitesse dans les équations. On obtient deuxéquations à deux inonnues sur la pression et la vitesse axiale.� Les modes propres dans une setion droite, solutions du problème transverse, formentune base omplète loale. On peut don érire la vitesse longitudinale Vs et la pression
p′ sur ette base de la façon suivante :

p′(x, y, s) =
∑

m,n

Pmn(s)Ψmn(x, y) = tΨP

Vs(x, y, s) =
∑

m,n

Vmn(s)Ψmn(x, y, s) = tΨULes veteurs P et U sont les omposantes de la pression p′ et de la vitesse le long del'absisse urviligne Vs sur la base des fontions propres Ψ.� les fontions modales Ψmn sont données par l'équation 3.3. Il ne reste plus qu'à aluler
Pmn(s) et Vmn(s) pour tout m et n. Pour ela les deux expressions préédentes sont pro-jetées sur les modes propres a�n d'obtenir des équations de la forme dP/ds = f1(U,P )et dU/ds = f2(U,P ).� La résolution numérique de es deux équations s'e�etue par un algorithme de Runge-Kutta.Cette tehnique a l'avantage de prendre en ompte le ouplage entre les modes se pro-pageant dans le onduit, e qui ne sera pas possible ave la déomposition modale lassique.Cependant la mise en oeuvre pratique néessite deux étapes importantes. Pour éviter desproblèmes de onvergene [16℄, on introduit une impédane généralisée Z telle que P = ZU .Le alul se fait dans un premier temps sur l'impédane aoustique puis sur la pression aous-tique le long de l'absisse urviligne en utilisant un algorithme de Runge-Kutta ave un pasadaptatif. Le temps de alul est oûteux. Les équations sont données en annexe F. Ensuite,la dé�nition de l'impédane terminale néessaire pour le alul et peut être obtenu soit grâeà un alul SYSNOISE, soit en se référant à la littérature. En outre, il est possible grâe aumodèle atuel de retrouver les impédanes en sortie de anal par mode en utilisant le modèlede raordement modal et le alul de propagation dans les anaux ne peut don pas se faireindépendamment de la résolution du problème omplet. Cette étape est ependant en oursde développement hez LTS.Comparaison ave une simulation numériqueLe alul analytique multimodal a été omparé au ode SYSNOISE dans le as de lagéométrie de la �gure 3.7. La di�ulté qui apparaît est de trouver un as test valable pourles deux moyens de aluls. En e�et, il n'existe pas de règle générale permettant de passerd'une ondition d'impédane modale (utilisée dans la méthode multimodale) à une onditiond'impédane telle qu'elle est imposée omme ondition aux limites du ode de simulationnumérique. Pour une omparaison plus simple, les onditions aux limites hoisies sont lessuivantes :� une ondition sur la pression orrespondant à une exitation vibratoire uniforme sur la
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Absisse urviligne (m)(b) 5890 HzFigure 3.8 � Évolution de la pression sur l'absisse urviligne : omparaison entre le alulanalytique multimodal (ligne ontinue) et la simulation numérique SYSNOISE (ligne poin-tillée)vitesse (P = ZU) est utilisée omme ondition initiale,� une ondition d'impédane in�nie est hoisie à la sortie aoustique du anal (ré�exiontotale).L'évolution de la pression suivant l'absisse urviligne montre une bonne orrespondaneentre le alul analytique et le alul numérique. On remarque ependant que la méthodeanalytique surestime la pression aoustique à 3020 Hz par rapport à la simulation numé-rique. Cependant, le omportement spatial est très bien respeté. Les noeuds et les ventres depression sont parfaitement plaés.3.3.2 Déomposition modale lentement variableDe nombreuses études initiées par S.W.Rienstra [38, 37℄ dérivent de manière analytique leomportement approhé des modes aoustiques dans des onduits droits à setions lentementvariables. N.C.Ovenden [33℄ a ajouté par la suite le traitement des transitions de modes entreles régimes oupé/passant ou passant/oupé. Plus réemment, E.J.Brambley [5℄ a introduitla prise en ompte d'une ourbure dans des onduits à setion variable irulaire. Ces troispoints, dont les grandes lignes sont expliquées dans e paragraphe, sont l'origine du modèle�nalement retenu pour ette partie.Propagation en onduit à setion lentement variableS.W.Rienstra développe en 1999 [38℄ une tehnique analytique de propagation aoustiquedans des onduits droits à setions irulaire ou annulaire lentement variables, qu'il étenden 2003 [37℄ à des setions arbitraires aoustiquement traitées. La tehnique repose sur undéveloppement en éhelles multiples qui revient à introduire dans les équations de propagationun petit paramètre ε traduisant la variation lente de la setion. La base de la résolution estl'équation de Bernoulli :
∂Φ

∂t
+

1

2
|Vt|2 +

c20
γ − 1

= onstante



3.3 Étude bibliographique - les deux tehniques envisagées 49où Φ est le potentiel des vitesses, Vt = ∇Φ la vitesse totale, c0 la vitesse du son et γ laonstante des gaz parfaits. Cette équation peut être linéarisée et mène à un système d'équa-tions qui dérit d'une part l'éoulement moyen et d'autre part le hamp aoustique. Le hampmoyen est onsidéré onstant dans haque setion pour plus de simpliité. Le hamp aous-tique est exprimé à l'aide de modes de onduit lentement variables le long de l'axe. L'équationsur le hamp moyen déoule diretement de la onservation de la masse intégrée sur la setion :
2π

∫ R2(X)

R1(X)
D0(X, r; ε)U0(X, r; ε)rdr = πF

F étant une onstante, D0 la densité moyenne, U0 la vitesse moyenne selon la oordonnéeaxiale X, R1 et R2 les rayons intérieur et extérieur du onduit (en on�guration annulaire).L'équation du hamp aoustique résulte de la linéarisation des équations de quantité de mou-vement
∇ · (D0∇φ) −D0(iω + V · ∇)

[
1

C2
0

(iω + V · ∇)φ

]
= 0,ave φ le potentiel aoustique, V la vitesse moyenne, C0 le hamp moyen de la vitesse du sonet les onditions aux limites s'érivent

(iω + V · ∇)φ = 0 en r = RiLa solution reherhée est une fontion de forme qui varie lentement suivant l'axe duonduit. Son amplitude ainsi que les nombres d'ondes axiaux et radiaux varient don de lamême manière. A�n de prendre en ompte la variation de setion, la méthode des éhellesmultiples onsiste à érire le potentiel aoustique de la façon suivante :
φ(x, r, θ; ε) = (A0(X, r) + εA1(X, r) + . . .) exp

(
−inθ − iε−1

∫ X

µ(ξ)dξ

)
.ave n le nombre d'onde azimutal et µ(X) le nombre d'onde radial dans la setion. L'équationde propagation est ainsi déterminée, de même que les onditions aux limites. Au premierordre, on résout le problème





L(A0) = 0 ave L =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

Ω2

C2
0

− µ2 − m2

r2
, Ω = ω − µU0

iω
∂A0

∂r
= 0 en r = RiLa fontion propre A0 est érite dans les onduits à setion annulaire ou irulaire ommeune omposition de fontions de Bessel de la même manière que présenté dans le hapitre 1.3 :

A0(X, r) = N(X)Jm(α(X), r) + M(X)Ym(α(X), r). Dans le as d'un onduit ylindrique(R1 = 0) M(X) = 0 et N(X) représente alors l'amplitude lentement variable des fontionsde forme des modes et s'érit :
N(X) = Q

√
C0(X)

ωσ(X)D0(X)
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√

1 −
(
C2

0 − U2
0

)
α2/ω2 le nombre d'onde axial réduit et Q une onstante reliéeà l'amplitude de la soure de bruit. Cette mise en plae des équations permet de résoudrede façon analytique des problèmes de propagation aoustique dans des onduits à setionlentement variable. Pour e faire, les paramètres du hamp moyen non perturbé (indie 0)sont préalablement déterminés en résolvant l'équation de onservation du débit par di�érenes�nies. Le hamp est uniforme dans haque setion. Sous sa forme initiale en oordonnéesylindriques, la formulation a été notamment appliquée dans ette thèse pour prendre enompte l'ogive du rouet entrifuge (voir hapitre 6).Transition de modes dans les onduits à setion variableLa méthode développée par S.W.Rienstra a pour prinipe de suivre un mode le long del'axe du onduit. Cependant, le diamètre du onduit (ou plus généralement les dimensions dela setion droite) et les onditions loales d'éoulement déterminent si l'onde peut se propagerou non. Un mode passant en entrée de onduit peut être oupé par la suite du fait d'unhangement de setion ou d'éoulement moyen. De la même façon un mode oupé peut devenirpassant si les variations de onditions de propagation sont favorables. Les transitions de etype engendrent une singularité dans la méthode aux éhelles multiples et elle-i doit êtreorrigée. N.C.Ovenden [33℄ a ainsi proposé une orretion, notamment pour prendre en ompteune transition passant/oupé. Lors d'une telle transition, un mode inident est intégralementré�éhi dans la setion singulière. Du �té du mode inident il onvient don d'ajouter lemode ré�éhi, e qui onduit à une onde stationnaire, alors que du �té opposé l'onde estévanesente. La solution au voisinage de la transition est exprimée par des fontions d'Airy.Après de nombreux développements analytiques, une solution englobant les résultats initiauxde Rienstra et le traitement de la transition est obtenue. Le potentiel aoustique s'érit alors :

φ = Q̆

√
C0

ωD0
ψ(r, θ;X)

[
− 3

2ε

1

σ3

∫ X

Xt

ωC0σ

C2
0 − U2

0

dX ′

]1/6

×Ai

[(
3i

2ε

∫ X

Xt

ωC0σ

C2
0 − U2

0

dX ′

)2/3
]

e
i/ε
∫ X

Xt
[ωU0/(C2

0
−U2

0)]dX′ave Q̆ = 2
√
πeiπ/4Q. La fontion propre ψ(r, θ;X) ainsi que le hamp moyen sont déterminésde la même manière que dans la solution de base.Le modèle de transition a aussi été appliqué pour tenir ompte de l'ogive d'entrée d'airdans le alul de la propagation dont un résultat sera donné au hapitre 6 [22℄.Propagation en onduit oudé à setion lentement variableE.J.Brambley et N.Peake [5℄ ont apporté une évolution au modèle préédemment déve-loppé. Ils proposent d'ajouter au onduit à setion lentement variable une ourbure de l'axe.Le modèle a été initialement développé pour des onduits à setions irulaire ou annulaire.La ourbure est ajoutée sur la dé�nition de la vitesse moyenne, U0(S, r, θ) = U∗(S)/hs ave

hs = 1 − κr cos θ, κ étant la ourbure. En partiulier, ei onduit à un éoulement de basequi n'est plus uniforme dans une setion droite. L'équation de propagation est maintenant la
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1

hsD0

[
1

r

∂

∂r

(
rhsD0

∂A0

∂r

)
+

1

r2
∂

∂θ

(
rhsD0

∂A0

∂θ

)]
+

(
Λ2

C2
0

− k2

h2
s

)
A0 = 0,ave Λ = ω− kU0/hs. Cette nouvelle équation montre une forte dépendane de la fontion deforme A0 selon θ. Elle ne peut don pas, ontrairement au as du onduit droit, être résoluepar une séparation de variables, et néessite la mise en plae d'un traitement numérique. Lasolution numérique onsiste en la résolution d'un problème aux valeurs propres où les veteurspropres onstituent la fontion de forme des modes évoluant dans le onduit, et les valeurspropres sont les nombres d'onde axiaux le long de l'absisse urviligne.Ces travaux [5℄ peuvent don être une alternative à la tehnique multimodale, bien qu'ilsimpliquent également des aluls numériques omplexes et qu'ils ignorent les ouplages inter-modaux. C'est ette tehnique qui a été reprise dans e travail de thèse et adaptée pour dessetions retangulaires. Elle est don détaillée dans le paragraphe suivant ( 3.4).3.4 Modélisation analytique par l'approhe modale lentementvariable3.4.1 Mise en plae des équationsOn onsidère un onduit oudé à setion retangulaire qui possède une ourbure maispas d'héliité selon le shéma de la �gure 3.7. En amont, pour les besoins de la résolution,ette portion oudée est supposée reliée à un onduit droit, de setion onstante ave unéoulement uniforme. Le onduit a une variation de setion lente le long de l'absisse urvilignede sa ligne entrale. Le système de oordonnées est entré sur l'absisse urviligne (s, x, y), où

x, y sont les oordonnées artésiennes dans un plan normal à la ligne entrale, ave s = −∞orrespondant à l'aval de l'éoulement (oté di�useur, où les modes aoustiques sont produits).Les oordonnées radiale et transverse du onduit sont xi,e(S) et yi,e(S) et la ourbure del'absisse urviligne est κ(S), où S = εs est la oordonnée lentement variable.Le �uide étant supposé parfait et en éoulement irrotationnel on érit les équations :
ε
∂

∂S
(DU) +

∂

∂x
(hsDV ) +

∂

∂y
(hsDW ) = 0

∂W

∂x
− ∂V

∂y
= 0,

∂ (Uhs)

∂y
− ε

∂W

∂S
= 0,

∂ (Uhs)

∂x
− ε

∂V

∂S
= 0,Dans les référenes utilisant l'analyse en éhelles multiples [38, 5℄, le onduit est immobileet les équations du �uide sont érites dans un référentiel �xe. Dans le as des anaux inter-aubes d'une roue entrifuge, les équations de l'éoulement doivent être réérites dans le repèrelié au anal a�n de dérire au mieux le mouvement relatif du �uide. Ces nouvelles équationsdoivent en prinipe inlure les e�ets inertiels omprenant les fores entrifuges ainsi que lesfores de Coriolis. Cependant, la rotationalité orrespondant au as général entre en on�itave l'hypothèse d'un éoulement potentiel. Plus préisément, l'aélération de Coriolis estdirigée tangentiellement et don perpendiulairement aux gradients de l'éoulement moyensimpli�é, e qui est en ontradition ave les équations. En pratique, elle est responsable de la



52Propagation dans un onduit oudé à setion variable - Appliation aux anauxinter-aubesstruturation des éoulements seondaires dans les turbomahines en général. Ces éoulementssont supposés sans e�et notable sur l'aoustique dans la présente étude et les termes de Coriolissont ignorés. Finalement, l'ajout de la rotation dans l'équation de Bernoulli ne retransrit queles e�ets entrifuges sur le hamp moyen. On érit :
1

2

∣∣U2
0 − Ω̄2R̄2

∣∣+ Dγ−1

γ − 1
= E = onstante (3.4)

D =

[
(γ − 1)

(
E − U2

0 − Ω̄2R̄2

2

)]1/(γ−1) (3.5)où Ω̄ est la vitesse de rotation du rouet entrifuge adimensionnalisée par la élérité, R̄ laoordonnée radiale dans la roue et E la onstante introduite par Rienstra [38℄.La vitesse moyenne dans le onduit est donnée par V = Ues + V ex +Wey, la densité est
D, et on onsidère que toutes les variables de l'éoulement moyen varient lentement le longdu onduit.

U = U0 +O(ε2), V = εV1 +O(ε3), W = εW1 +O(ε3),où
U0(S, x, y) =

U+(S)

hs
.ave hs = 1 − κ(S)x = 1 − x/r̄(S). La valeur U+(S) peut être déterminée en érivant leséquations de onservation de la masse le long de l'absisse urviligne S, on obtient :

∫ xe

xi

∫ ye

yi

U0(S, x, y)D0dxdy = U∞D∞ (xe(∞) − xi(∞)) (ye(∞) − yi(∞)).On onsidère une petite perturbation (v′, ρ′, p′) sur l'éoulement moyen (U,D,P ), ave unedépendane temporelle en eiωt. On introduit le potentiel v′ = ∇φ. À nouveau, pour résoudrele problème analytiquement, les équations linéarisées sont érites en ignorant les termes om-plémentaires dus aux aélérations entrifuge et de Coriolis. On onsidère don que la rotationdu rouet a un impat sur l'éoulement moyen mais pas diretement sur les �utuations depression et don sur la propagation aoustique dans les anaux. Cette hypothèse simpli�egrandement les équations et elle élimine les ouplages possibles en prinipe entre les �utua-tions aoustiques et des modes de �utuation inertiels propres à la giration. La validité d'unetelle simpli�ation est onsidérée ii omme aquise, ar prendre en ompte les modes inertielssort du adre de l'étude (et ne peut s'aorder ave une résolution analytique). Les équationsde la dynamique des �uides linéarisées se ramènent �nalement à
D

Dt

(
1

C2

Dφ

Dt

)
− 1

D
∇. (D∇φ) = 0 (3.6)où D/Dt = ∂/∂t+ U.∇ est la dérivée partiulaire.Les parois sont supposées rigides, les onditions aux limites sont don : ∂φ/∂x = 0 en

x = xi,e et ∂φ/∂y = 0 en y = yi,e.De façon à prendre en ompte la variation de setion, on utilise de la même manière que



3.4 Modélisation analytique par l'approhe modale lentement variable 53Rienstra [38℄ la tehnique des éhelles multiples (approximation WKB) en posant :
φ =

[
A0(S, x, y) + εA1(S, x, y) +O(ε2)

]
exp

{
iωt− i

ε

∫ S

−∞
k(S′)dS′

}
. (3.7)

ε étant un petit paramètre.En ne gardant que les termes en d'ordre 1 dans l'équation 3.6 on obtient :
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+
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s

)
A0 = 0 (3.8)où Λ = ω − kU0/hs. Les onditions aux limites s'érivent

∂A0

∂x
= 0 en x = xi,e(S) et ∂A0

∂y
= 0 en y = yi,e (3.9)On onstate alors que l'équation est séparable pour la variable y, e qui simpli�e la ré-solution pratique et justi�e a posteriori le hoix d'une setion retangulaire dans le modèle.On érit alors A0(S, x, y) = cos (mπ (y − yi) / (ye − yi)) ×A∗
0(S, x), moyennant quoi A∗

0(S, x)doit maintenant satisfaire l'équation :
∂2A∗
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−
(

mπ

ye − yi

)2
]

= 0 (3.10)ave les onditions aux limites
∂A∗

0

∂x
= 0 en x = xi,e(S) (3.11)On normalise la fontion A0 de telle sorte que A0(S, x, y) = N(S)Â0(S, x, y), où N(S) estune fontion d'amplitude lentement variable et

∫ xe

xi

∫ ye

yi

U0D0ω

c20
Â2

0dxdy = 1.La fontion d'amplitude N(S) doit être déterminée par une ondition de ompatibilitéobtenue en utilisant les termes en O(ε) de l'équation (3.6). Après aluls, on introduit unefontion F (S) telle que F (S)N2(S) soit ontant le long du onduit, e qui peut être interprétépour les modes passants omme une propriété de onservation de l'énergie [38℄.La fontion F (S) est donnée par l'expression :
F (S) =
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2
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ωU0

c20
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k
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(
1 − U2

0

c20

)]
dxdy (3.12)Nous avons don, d'une part l'équation de propagation (3.6) pour laquelle le nombre d'ondeaxial loal ainsi que la fontion propre loale sont déterminés par une tehnique de résolutionnumérique des équations (3.8) & (3.9), ainsi qu'une évolution de l'amplitude donnée par une



54Propagation dans un onduit oudé à setion variable - Appliation aux anauxinter-aubesfontion lentement variable N(S), d'autre part.3.4.2 Résolution numériqueLes équations (3.10) & (3.11) peuvent être résolues numériquement a�n de déterminer lenombre d'onde axial k(S) et la fontion d'onde orrespondante A∗
0(S, x).L'équation de propagation pour les termes prinipaux A∗

0 et k est traduite omme unproblème aux valeurs propres généralisé. On érit
(
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, (3.13)où

LA∗
0 =

∂2A∗
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∂x2
− κ(S)
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∂A∗
0
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+A∗

0

[
ω2

c20
−
(

mπ

ye − yi

)2
] (3.14)Ce problème est résolu par une méthode pseudo-spetrale basée sur des polyn�mes deChebyshev [8, 4℄. Les étapes suivantes sont identiques à elles dérites par Brambley & Peake.Posons nx le nombre de points de olloation dans la diretion x. L'intervalle [xi, xe]des valeurs de x est projeté linéairement sur l'intervalle ξ(x) ∈ [−1, 1]. Les polyn�mes deChebyshev sont dé�nis sur [−1, 1] par Tj(cos θ) = cos(jθ), ave les points de olloation

ξj = cos−1

(
jπ

nx − 1

)Un hangement de variable est e�etué a�n d'obtenir le domaine numérique qui est om-posé des points xj, où
xj =

xi + xe

2
+
xi − xe

2
cos−1

(
jπ

nx − 1

)Les valeurs obtenues numériquement seront don les valeurs de la fontion onsidérée auxpoints bj = f(xj), et es points représentent l'unique fontion d'interpolation sous la formesuivante :
f(x) =

nx−1∑

j=0

ajTj(x)De plus, la multipliation de deux fontions revient simplement à multiplier les oe�ientset la dérivée par rapport à x est représentée par les matries Dx, ave
Dx(l,j) =

−2

xe − xi
Alj
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Alj =

cl
cj

(−1)l+j

ξl − ξj
si l = j

Ajj =
−ξj

2(1 − ξ2j )
si 1 ≤ l = j ≤ nx − 2

A00 =
2(nx − 1)2 + 1

6
= −A(nx−1)(nx−1)ave cn = 2 si n = 0 ou n = nx − 1, et cn = 1 sinon.Le système est maintenant disrétisé pour un onduit retangulaire. Les onditions auxlimites ∂φ/∂x = 0 doivent être satisfaites aux points de olloation 0 et nx − 1, et l'équation(3.13) doit, quant à elle, être satisfaite aux points de olloation j pour j = 1, . . . , nx − 2.Des simpli�ations sont alors possibles. Soit L, la matrie obtenue en disrétisant L auxpoints intérieurs de olloation, et soit G1 et G2 les matries représentant la multipliation par

(2ωU0)/(hsc
2
0) et (1 − U2

0 /c
2
0)/h

2
s aux points intérieurs de olloation, soit Db la matrie desdérivées aux points extérieurs de olloation, obtenues à partir des valeurs de Dx, le problèmedisrétisé peut maintenant s'érire de la façon suivante :
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)
, (3.15)où bj sont les valeurs de A∗

0 aux points de olloation j, et b+j = kbj . Les valeurs de b+j sontnéessaires uniquement pour les points intérieurs, et non aux frontières où les onditions auxlimites sont déjà �xées. La première olonne ontient don nx olonnes, la seonde olonneomprend nx − 2 olonnes. La première ligne ontient 2 lignes, la seonde, nx − 2 lignes, etla troisième nx − 2 lignes. bj omprend une valeur pour haque point de olloation et b+jontient des valeurs uniquement pour les points intérieurs de olloation.La méthode développée par Ovenden [33℄ sur l'approhe de Rienstra [38℄ permet un trai-tement orret des transitions de modes. Cette méthodologie peut être adaptée en prinipeaux onduits oudés à setion variable moyennant des aluls déliats (Brambley [5℄) maisdes di�ultés d'implémentation n'ont pas permis d'aborder e point dans la thèse. Atuelle-ment, le ode prend en ompte le hangement des modes aux transitions par la modi�ationdu fateur de normalisation N(S) mais ne prend pas en ompte les ré�exions par transitionpassant/oupé. Des développements ultérieurs sont don néessaires.Cependant, en dehors des transitions des modes le hamp aoustique est orret.3.4.3 Résultats et omparaisonsLa modélisation hoisie et implémentée fournit tous les modes passants ou oupés dansles anaux inter-aubes, dans les deux sens le long de l'absisse urviligne et jusqu'à un ranghoisi par l'utilisateur. Les modes sont visualisés par une artographie de la pression sonore.Rappelons que pour un mode (n, j), n orrespond au rang du mode dans la diretion tan-



56Propagation dans un onduit oudé à setion variable - Appliation aux anauxinter-aubesgentielle y et j au rang du mode selon la diretion x normale à l'absisse urviligne dans leplan méridien. L'impat de la prise en ompte de la rotation du rouet sur la propagation estdérit dans e paragraphe. Toutes les artographies sont données à titre qualitatif, l'éhellen'est don pas préisée.E�et de la rotation du rouetL'e�et de la rotation est entendu dans e hapitre omme la di�érene observée en intégrantou non la entrifugation dans l'équation de Bernoulli (3.5), pour une même vitesse débitante.La prise en ompte de la rotation ne hange pas fondamentalement les pro�ls de vitessedans le plan méridien (Fig. 3.9(a), 3.9(b)) par rapport à e que serait une évaluation lanégligeant. En revanhe, on remarque une augmentation nette de la pression vers la sortiedes anaux inter-aubes lorsque l'on ajoute l'e�et lié à la rotation de la roue. Rappelons queles e�orts entrifuges agissent uniquement sur l'équation 3.4 régissant l'éoulement moyen.L'augmentation de pression dans le anal est une néessité de onsistane physique puisquele ompresseur entrifuge est dimensionné à ette �n. Le pro�l de pression dans le anal averotation (Fig. 3.9(d)) représente bien e qui est observé dans e type de mahine. Indiretementes e�ets de la giration sur le hamp moyen se réperutent sur les onstantes de propagationdes modes aoustiques. Ainsi des hangements sont observés par exemple sur la partie réelledes valeurs propres k (Fig. 3.10).L'e�et de la rotation reste modeste sur la propagation modale dans les anaux inter-aubes. Étant donné que les équations régissant la propagation aoustique sont développéessur des pro�ls de vitesse qui sont similaires, il n'y a pas de raison partiulière pour que lapropagation aoustique di�ère notablement ave et sans rotation. Cei est on�rmé par lestraés de pression sonore pour di�érents modes (Fig. 3.11, 3.12).L'impat de la rotation est plus marqué sur les modes oupés à une ertaine position dansles anaux. La struture du hamp peut être très di�érente lorsque l'on ajoute l'e�et de larotation sur les équations de l'éoulement moyen (Fig. 3.13). De plus, la rotation déplael'absisse des transitions, omme on l'observe sur la �gure 3.10.E�et de la vitesse débitanteLa vitesse débitante est dé�nie ii par un nombre de Mah moyen en entrée d'air en amontdu anal. La �gure 3.14 donne les valeurs des nombres de Mah et de la pression dans unanal ave et sans éoulement ave une vitesse de rotation de 33000 tr/min. Il faut noterque les on�gurations de vitesse de rotation sans éoulement débitant ne sont pas réalistesmais permettent de voir l'impat de l'éoulement débitant seul. La vitesse débitante a unimpat important sur la propagation des ondes aoustiques dans les anaux inter-aubes. Enomparant les �gures 3.15(a) et 3.15(b) onernant les valeurs propres déterminées par lealul, on remarque que davantage de modes sont passants lorsque l'éoulement débitantaugmente. Les fréquenes de oupure sont déplaées vers des valeurs inférieures. Les résultatsobtenus sont semblables aux résultats onnus pour les guides d'onde droits lassiques. Lorsquela propagation aoustique est dans le sens de l'éoulement débitant, les fronts d'onde onttendane à s'éarter (Fig. 3.16), alors que lorsqu'elle est dans le sens ontraire, les frontsd'onde ont tendane à se resserrer (Fig. 3.17). On note également une restruturation des fronts
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(d) Pression - Ω = 33000Figure 3.9 � Cartographie du nombre de Mah et de la pression dans le plan méridien d'unanal sans rotation (Ω = 0) et ave rotation (Ω = 33000) - f = 24000 Hz - m = 0 - M = 0.3
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sFigure 3.10 � Partie réelle des valeurs propres déterminées sans rotation (Ω = 0 - ligneontinue) et ave rotation (Ω = 33000 - ligne pointillée), s = 0 orrespond au oté di�useur.
f = 24000 Hz - m = 0 - M = 0.3d'onde assez surprenante lorsque l'éoulement a un nombre de Mah de 0.7. Les �utuationsaoustiques auraient tendane à se onentrer au arter en entrée d'air, lorsque les modesremontent l'éoulement depuis le di�useur (Fig. 3.17(b) et 3.17(d)). Pour essayer d'expliquere phénomène, une superposition de la artographie de la pression aoustique et des lignesd'égale vitesse moyenne est réalisée sur la �gure 3.18. On onstate que le omportement dumode peut être expliqué par une réfration due à la pohe de survitesse en entrée du anal,du oté du arter.Lorsque les modes sont oupés entre l'entrée et la sortie du anal (Fig. 3.19), l'éoulementa tendane à étendre le hamp sonore plus loin en aval, par onvetion.Ces résultats étaientattendus en tant que omportements typiques des guides d'onde.Comparaison ave un logiiel ommerialUn ertain nombre d'hypothèses fortes dans le modèle analytique étant disutables, desaluls omplémentaires ont été réalisés grâe au logiiel ACTRAN/TM [1℄. Les omparaisonssont faites ii sans éoulement, e qui revient à évaluer la géométrie en premier lieu [44℄. Ilonvient de noter que les onditions aux limites implémentées dans ACTRAN/TM peuventne pas être physiques, ar elles ont été hoisies pour être le plus ompatibles possible ave leshypothèses prises pour le alul analytique. Un mode unique est don imposé à la sortie duanal et une ondition de non ré�exion est traduite en entrée du anal.Une première omparaison est montrée ii pour le mode inident (0,0) injeté du otédu di�useur. Les solutions analytiques pour les modes (0,0) et (0,1) sont données pour mé-moire sur les �gures 3.20(a) et 3.20(b). La solution numérique est quant à elle donnée surles �gures 3.21(a) et 3.21(b). Plusieurs remarques s'imposent. Tout d'abord la simulation nu-
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(a) Mode (0,0) - Ω = 0 (b) Mode (0,0) - Ω = 33000

() Mode (0,1) - Ω = 0 (d) Mode (0,1) - Ω = 33000Figure 3.11 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Com-paraison sans rotation (Ω = 0) et ave rotation (Ω = 33000) des modes se propageant versl'aval depuis l'entrée d'air jusqu'au di�useur - f = 24000 Hz - m = 0 - M = 0.3. La �èhereprésente le sens de propagation aoustique.
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(a) Mode (0,0) - Ω = 0 (b) Mode (0,0) - Ω = 33000

() Mode (0,1) - Ω = 0 (d) Mode (0,1) - Ω = 33000Figure 3.12 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Com-paraison sans rotation (Ω = 0) et ave rotation (Ω = 33000) des modes se propageant versl'amont depuis le di�useur vers l'entrée d'air - f = 24000 Hz - m = 0 - M = 0.3. La �èhereprésente le sens de propagation aoustique.



3.4 Modélisation analytique par l'approhe modale lentement variable 61

(a) Mode (0,2) - Ω = 0 (b) Mode (0,2) - Ω = 33000

() Mode (0,3) - Ω = 0 (d) Mode (0,3) - Ω = 33000Figure 3.13 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Compa-raison sans rotation (Ω = 0) et ave rotation (Ω = 33000) des modes oupés se propageantvers l'aval depuis l'entrée d'air vers le di�useur - f = 24000 Hz - m = 0 - M = 0.3. La �èhereprésente le sens de propagation aoustique.
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(d) Pression - M0 = 0.7Figure 3.14 � Cartographie du nombre de Mah et de la pression dans le plan méridien d'unanal sans éoulement (M0 = 0) et ave éoulement (M0 = 0.7) - f = 24000 Hz - m = 0 -
Ω = 33000 tr/min
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Ω = 33000 tr/minmérique fait état d'un hamp qui varie peu dans la diretion tangentielle (normale au planméridien), hormis des e�ets de oins visibles sur la �gure 3.21(b). Cei on�rme la quasi-homogénéité tangentielle imposée par la fatorisation selon la variable y. Ensuite, les varia-tions transverses (dans le plan méridien) produites par le ode ne peuvent pas être expliquéespar la présene d'un mode unique dans le anal. La omparaison entre les résultats numériqueset le alul analytique suggère don l'existene de ouplages inter-modaux dans le anal inter-aubes, attribués à la ourbure. Sur la artographie de pression de la �gure 3.20(b), le mode(0,1) est oupé dans la partie retangulaire de sortie du anal, là où il est imposé ; il s'atténuedon dans un premier temps mais devient passant lors de sa propagation par l'e�et de han-gement de setion. À e titre il pourrait ontribuer au hamp sonore. Le modèle analytiquedéveloppé lors de e travail ne prend pas en ompte les ouplages entre les modes. En e�et, latehnique de résolution a pour prinipe de suivre l'évolution d'un mode unique le long d'unegéométrie variable indépendamment des autres modes. Cependant, les onversions modalessont attendues dans des géométries ourbées et à setions variables à l'endroit des transitionspassant/oupé d'un mode. Il n'est pas possible de les prendre en ompte par l'approhe enéhelles multiples réduite au premier ordre.Pour statuer sur d'éventuels ouplages inter modaux, un test tout à fait indiatif été ef-fetué en ombinant les artographies des hamps de pression des modes (0,0) et (0,1) sur la�gure 3.21() et en jouant de façon arbitraire sur les amplitudes et les phases relatives. Bienque les résultats analytique et numérique ne oïnident pas, ertaines aratéristiques ommele déalage des zones de surpression et dépression dans la diretion transverse sont reproduites(pointillés noirs sur les �gures 3.21(a) et 3.21()). Les strutures de phase de la propagationmodale sont très laires lorsque l'on suit un mode unique dans le anal (Fig. 3.20) mais lesfronts d'onde montrent une distorsion nette lorsque l'on ombine les modes ou sur la propa-gation par le logiiel ACTRAN (Fig. 3.21). Cei suggère l'existene des onversions modales



64Propagation dans un onduit oudé à setion variable - Appliation aux anauxinter-aubes

(a) Mode (0,0) - M0 = 0 (b) Mode (0,0) - M0 = 0.7

() Mode (0,1) - M0 = 0 (d) Mode (0,1) - M0 = 0.7Figure 3.16 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Compa-raison sans éoulement (M0 = 0) et ave éoulement (M0 = 0.7) des modes se propageantvers l'aval depuis l'entrée d'air jusqu'au di�useur - f = 24000 Hz - m = 0 - Ω = 33000 tr/min.La �èhe représente le sens de propagation aoustique.
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(a) Mode (0,0) - M0 = 0 (b) Mode (0,0) - M0 = 0.7

() Mode (0,1) - M0 = 0 (d) Mode (0,1) - M0 = 0.7Figure 3.17 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Comparai-son sans éoulement (M0 = 0) et ave éoulement (M0 = 0.7) des modes se propageant versl'amont depuis le di�useur vers l'entrée d'air - f = 24000 Hz - m = 0 - Ω = 33000 tr/min. La�èhe représente le sens de propagation aoustique.
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Figure 3.18 � Superposition du hamp de pression sonore du mode (0, 1) venant du di�useurave les lignes iso-Mah d'un éoulement opposé rapide (M = 0.7)fortes à l'intérieur du anal, dues à la ourbure. Il est à noter que dans les aluls ACTRAN,des modes di�érents de eux injetés sont automatiquement générés par les hangements desetion et de ourbure de la géométrie traitée.On peut d'ores et déjà onlure que les ouplages inter-modaux ne peuvent pas être négligéslorsque la ourbure est importante ou que la variation de setion est rapide, e qui est le as ii.Il onviendrait don de pousser les développements analytiques à l'ordre suivant pour inlureles ouplages de modes dans l'approhe par éhelles multiples, ou de revenir à l'approhemultimodale.3.5 ConlusionCe hapitre traitait d'un point fondamental pour la transmission du son dans un rouetentrifuge, à savoir la propagation le long des anaux inter-aubes. Le hoix s'est porté sur uneapprohe modale réduite au premier ordre d'un développement en éhelles multiples, adaptéedes travaux de Brambley & Peake [5℄ essentiellement pour des raisons de simpliité et deompatibilité ave les modèles omplémentaires du hapitre suivant. Des tests e�etués modepar mode ont mis en évidene l'impat de la giration de l'éoulement moyen et l'e�et de lavitesse débitante sur la propagation. Un test préliminaire de omparaison du modèle avele logiiel ommerial ACTRAN/TM [1℄ a montré l'importane des ouplages inter-modauxlors de la propagation aoustique dans une géométrie omplexe telle que elle traitée. Cesouplages sont pour l'instant ignorés. Leur prise en ompte pourrait justi�er une extensiondu développement en éhelles multiples aux ordres supérieurs. Une autre solution serait dereprendre la modélisation multi-modale moyennant un oût de alul aru. Un autre point
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(a) Mode (0,2) - M0 = 0 (b) Mode (0,2) - M0 = 0.7

() Mode (0,3) - M0 = 0 (d) Mode (0,3) - M0 = 0.7Figure 3.19 � Cartographie de la partie réelle de la pression sonore dans un anal. Comparai-son sans éoulement (M0 = 0) et ave éoulement (M0 = 0.7) des modes oupés se propageantvers l'aval depuis l'entrée d'air vers le di�useur - f = 24000 Hz - m = 0 - Ω = 33000 tr/min.La �èhe représente le sens de propagation aoustique.

(a) Calul analytique - mode (0,0) (b) Calul analytique - (0,1)Figure 3.20 � Cartographie de la pression aoustique pour une onde se propageant depuis ledi�useur vers l'entrée d'air - sans éoulement. (a) : mode (0,0) ; (b) : mode (0,1).
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(a) Calul ACTRAN (b) Calul ACTRAN

() Calul analytiqueFigure 3.21 � Cartographie de la pression aoustique pour une exitation par le mode (0,0)depuis le di�useur vers l'entrée d'air - Calul sans éoulement. Simulation Atran en oupe(a) et en projetion isométrique (b) ; () : Calul analytique synthétisé ave une superpositionarbitraire des modes (0,0) et (0,1).



3.5 Conlusion 69lié à la tehnique multimodale est le reours à une impédane en sortie aoustique du anal.Cette dernière peut être déterminée en prinipe grâe au modèle de raordement modal àl'interfae développé dans le hapitre suivant. Ces voies d'amélioration devront être évaluéesdans une étude ultérieure.
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Chapitre 4Raordement modal sur un réseau deanaux - Appliation à l'entrée d'aird'un rouet entrifuge4.1 IntrodutionLorsque le hamp sonore s'est propagé depuis la périphérie le long des anaux inter-aubesd'un rouet entrifuge, il se reompose à leurs extrémités pour ontinuer à se propager dans leonduit d'entrée d'air jusqu'à l'extérieur. C'est ette reomposition qui fait l'objet de la suitedu mémoire.Le sujet est rendu déliat par la géométrie de la roue et par sa rotation. C'est pourquoiette étude a été e�etuée par étape, en ommençant d'abord par une géométrie simpli�éeen deux dimensions (4.2) sans tenir ompte de la rotation. L'ajout de ette dernière dansles équations de raordement engendre une di�ulté mathématique dont auune solutionsatisfaisante n'a pu être identi�ée lors de e travail de thèse. Une solution partielle est apportéelorsque l'on ne tient pas ompte de la vitesse débitante mais uniquement de l'e�et de rotation(4.2.4), ou l'inverse, ar alors les onditions de raordement sont lairement établies. L'étude aensuite été reproduite en trois dimensions ave un éoulement axial (4.3) a�n de se rapproherprogressivement de la géométrie réelle de l'entrée d'air d'un ompresseur entrifuge. Une étudeomparative et une analyse des di�érents résultats sont proposées dans la dernière partie dee hapitre.4.2 Modèle à deux dimensions4.2.1 Formulation du problèmeL'impat des sillages du rouet sur les aubes du di�useur engendre des modes aoustiquesspiraux qui se traduisent par des exitations aoustiques identiques déphasées dans les dif-férents anaux inter-aubes [42℄. Une fois propagées jusqu'à l'entrée du rouet, es di�érentesexitations se reomposent dans le onduit d'entrée d'air. Pour une première analyse, le mé-anisme peut être dérit dans un adre bidimensionnel, en représentant le rouet par un réseaude anaux plans parallèles, onformément à la �gure 4.1.



72Raordement modal sur un réseau de anaux - Appliation à l'entrée d'air d'unrouet entrifugeLes parois des anaux sont supposées parfaitement mines et rigides et la périodiité duréseau est assurée en onsidérant un nombre in�ni de anaux numérotés par un indie m.L'interfae est dé�nie par l'axe z et l'axe x est orienté par onvention du �té de l'aspiration,don dans le sens inverse de l'éoulement débitant, supposé uniforme de nombre de Mah M .La rotation de la roue, à la vitesse angulaire Ω, prise en ompte par la suite, est traduite parun glissement du demi-espae (x > 0), de vitesse −ΩR0z, 'est-à-dire que le problème est posédans le référentiel lié au réseau.Une onde inidente (i) onstituée par un mode de propagation guidé quelonque est im-posée dans haque anal (x < 0). Le déphasage entre les di�érents anaux intervient ommeparamètre. Des ondes ré�éhies (r) sont générées dans les anaux et des ondes obliques (t) sonttransmises sous di�érents angles dans le demi-espae (x > 0). Une ondition de périodiitéest imposée selon z a�n de tenir ompte de la géométrie annulaire de départ.PSfrag replaements
a i r t

M
M

−ΩR0

z

x

(-1)(0)(1)
Figure 4.1 � Ré�exion et transmission à l'interfae entre un réseau de anaux plans à paroismines et rigides et un milieu non borné. Repère lié au réseau.Le problème est ii abordé par étapes, en prenant d'abord en ompte une seule omposantede vitesse. Cette hypothèse n'est pas réaliste dans l'entrée d'air d'un rouet entrifuge maispermet d'appréhender l'ériture des équations de raordement. Nous onsidérons par la suiteque les équations sont orretes à partir du moment où le bilan d'énergie est nul. L'érituredes équations de raordement à l'interfae dans le as général reste un problème ouvert etpeut dépendre des hypothèses onsenties sur le omportement du �uide à son voisinage. Dansnotre on�guration, à l'interfae x = 0, des équations de ontinuité sont érites sur la pressionet la vitesse normale lorsque la roue n'est pas en rotation (Ω = 0), et sur la pression et ledéplaement axial relatif si l'on tient ompte du mouvement de la roue (Ω 6= 0) sans vitessedébitante. Un système d'équations sur les oe�ients des modes (oe�ients de ré�exion etde transmission) en est déduit.Ce type de problème peut être formulé par raordement de solutions élémentaires, oumodes. Deux tehniques peuvent être utilisées pour résoudre le système linéaire de rang in�niobtenu, dont les inonnues sont les oe�ients des modes. La plus direte onsiste à proéder àune projetion modale qui revient à inverser le système matriiel équivalent après tronature.Une autre onsiste à identi�er les oe�ients aux résidus d'une fontion omplexe partiulière.Les deux tehniques sont héritées de la théorie des réseaux életromagnétiques (Mittra &Lee [31℄). Étendues ii pour tenir ompte de la présene d'un éoulement, elles sont développéesdans la suite. Une tentative pour prendre en ompte la rotation de la roue est proposée en



4.2 Modèle à deux dimensions 73deux dimensions (4.2.4). Ces résultats sont omparés dans la dernière partie (4.4).Formulation sans éoulementIl s'agit de raorder entre elles des solutions fondamentales de l'équation de Helmholtz àla pulsation ω, sahant que par onvention la dépendane temporelle des hamps est supposéeen e−iωt (la onvention hoisie ii est di�érente de elle hoisie au hapitre préédent) et que laprésene des éoulements modi�e la forme de l'équation dans haque demi-espae. Soit donl'onde inidente onstituée par le mode de propagation guidée d'ordre ni et de phase eimudans le anal de rang m, où u = k0a sin Θ0, k0 = ω/c0 désignant le nombre d'onde total. Cedéphasage partiulier tendrait à forer de façon privilégiée l'onde oblique d'angle Θ0 dans ledemi espae x > 0, dans le as d'une exitation partiulière par l'onde plane (ni = 0). Dansla pratique, le paramètre α = uR0/a, R0 étant le rayon de la roue, est utilisé omme donnéed'entrée au ode de alul.En absene d'éoulement le potentiel aoustique φ hoisi ii omme variable satisfait l'équa-tion de Helmholtz
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂z2
+ k2

0φ = 0Le potentiel aoustique orrespondant à l'onde inidente s'érit :
φi = eimu cos

[niπ

a
(z −ma)

]
eikni

x x < 0, ma < z < (m+ 1)a,ave kni
=
√
k2
0 − (niπ/a)2. Le mode inident est supposé passant, don kni

est un nombreréel positif. La ré�exion dans le anal de rang m omprend a priori tous les modes possibleset son potentiel est :
φr =

∞∑

n=0

Cm
n cos

[nπ
a

(z −ma)
]
e−iknx x < 0, ma < z < (m+ 1)a,en posant kn =

√
k2
0 − (nπ/a)2 pour un mode passant et kn = i

√
(nπ/a)2 − k2

0 pour unmode oupé. En�n l'onde transmise à l'extérieur du réseau pour x > 0 omporte toutes lesondes planes obliques suseptibles de s'aorder ave les ondes préédentes sur l'interfae,onformément au prinipe de trae [31℄. Elle prend la forme d'une déomposition dite deFloquet :
φt =

∞∑

s=−∞

Tse
iαszeiKsx x > 0ave

αs = k0 sinΘ0 + s
2π

a
=
u+ 2sπ

aet Ks =
√
k2
0 − α2

s ou Ks = i
√
α2

s − k2
0 selon que l'onde transmise d'ordre s est rayonnanteou évanesente. Pour les besoins de la résolution par l'identi�ation des résidus, on utiliseraaussi indi�éremment les notations :

γn = [(nπ/a)2 − k2
0 ]

1/2 Γs = [α2
s − k2

0 ]
1/2



74Raordement modal sur un réseau de anaux - Appliation à l'entrée d'air d'unrouet entrifugetelles que γn = −ikn, Γs = −iKs, ou enore kn = iγn et Ks = iΓs.Dans un milieu au repos, la pression p′ en régime harmonique s'exprime à partir dupotentiel φ par la relation p′ = iρ0ωφ, et la vitesse v′ par v′ = gradφ. La ontinuité de lapression (respetivement de la vitesse normale) à l'interfae x = 0 se traduit par l'égalité de lapression (vitesse normale) de l'onde transmise, d'une part, et de la pression (vitesse normale)umulée des ondes inidentes et ré�éhies, d'autre part. Il est su�sant de traiter le problèmepour le anal de référene m = 0. Le système d'équations obtenu sur les oe�ients Cm
n et Tsest onstitué par :� l'équation de ontinuité de la pression aoustique

eimu cos
[niπ

a
(z −ma)

]
+

∞∑

n=0

Cm
n cos

[nπ
a

(z −ma)
]

=

∞∑

s=−∞

Tse
iαsz� l'équation de ontinuité de la vitesse normale aoustique

ikni
eimu cos

[niπ

a
(z −ma)

]
+

∞∑

n=0

(−ikn)Cm
n cos

[nπ
a

(z −ma)
]

=

∞∑

s=−∞

(iKs)Tse
iαszEn divisant es relations par eimu et ompte tenu du fait que αsz −mu = αs(z −ma),modulo 2π, on obtient des expressions où ne �gure que l'argument z − ma. Il s'ensuit quel'on peut érire Cm

n = C0
neimu pour toutes les valeurs de n et m. Les hamps ré�éhis sonttous identiques dans les di�érents anaux mais déphasés de la même quantité u, par voie deontinuité ave l'onde inidente. Il su�t don de traiter le problème du anal de référene

m = 0. Ainsi le système d'équations préédent devient :
cos
(niπ

a
z
)

+

∞∑

n=0

C0
n cos

(nπ
a
z
)

=

∞∑

s=−∞

Tse
iαsz (4.1)

ikni
cos
(niπ

a
z
)

+

∞∑

n=0

(−ikn)C0
n cos

(nπ
a
z
)

=

∞∑

s=−∞

(iKs)Tse
iαsz (4.2)Formulation ave éoulement purement axial (M 6= 0, Ω = 0)Le potentiel aoustique doit satisfaire l'équation de Helmholtz onvetée :

∂2φ

∂z2
+ (1 −M2)

∂2φ

∂x2
− 2ik0M

∂φ

∂x
+ k2

0φ = 0Les ondes inidentes ré�éhies et transmises sont érites de la même manière que sans éou-lement, seules les valeurs de u, de αs et des nombres d'onde sont hangées. On pose :
u =

k0a sin Θ0

1 −M cos Θ0
, αs =

k0 sin Θ0

1 −M cos Θ0
+ s

2π

a
,puis, en notant β =

√
1 −M2,
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kni

=

k0M +

√
k2
0M

2 − β2
[
(niπ/a)

2 − k2
0

]

β2

kn =

−k0M +

√
k2
0M

2 − β2
[
(nπ/a)2 − k2

0

]

β2

Ks =
k0M +

√
k2
0M

2 − β2
(
α2

s − k2
0

)

β2Les relations qui lient le potentiel aoustique à la pression et à la vitesse dans un éoulementuniforme de vitesse U = Mc0 s'érivent :
p′ = −ρ0

(
∂φ

∂t
+ Ugradφ

)
, v′ = ∇φ.Les équations de ontinuité deviennent :� pour la pression aoustique

(k0 + kni
M) cos

(niπ

a
z
)

+

∞∑

n=0

C0
n (k0 − knM) cos

(nπ
a
z
)

=

∞∑

s=−∞

Ts (k0 +KsM) eiαsz(4.3)� pour la vitesse normale
ikni

cos
(niπ

a
z
)

+

∞∑

n=0

(−ikn)C0
n cos

(nπ
a
z
)

=

∞∑

s=−∞

(iKs)Tse
iαsz (4.4)4.2.2 Première tehnique de résolution : projetion modaleSans éoulementLe système d'équations à résoudre est elui onstitué des équations 4.1 et 4.2. Une ondi-tion de périodiité est imposée dans la représentation bidimensionnelle développée au rayon

R0, a�n de respeter la géométrie ylindrique du problème initial. Naturellement, on pose :
z = R0θ, a =

2πR0

B
,où B est le nombre d'aubes du rouet et θ la oordonnée angulaire.A�n de simpli�er les sommes in�nies, une tehnique onsiste à e�etuer une projetionsur la base modale d'un anal :

∫ 2π
B

0
cos

(
µBθ

2

)
(•) dθoù (•) désigne la quantité sur laquelle s'applique l'opérateur. Après aluls (annexe B), lesystème d'équations obtenu est le suivant :
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π

B
(1 + δµ0) + C0

µ

π

B
(1 + δµ0) =

∞∑

s=−∞

TsΛ
µ
αsR0

(4.5)
kni

π

B
(1 + δµ0) − knC

0
µ

π

B
(1 + δµ0) =

∞∑

s=−∞

KsTsΛ
µ
αsR0

(4.6)ave
Λµ

αsR0
=

iαsR0

[
1 − (−1)µeiαsR0

2π
B

]

[
(αsR0)

2 −
(

µB
2

)2
] . (4.7)L'élimination du oe�ient C0

µ entre les équations 4.5 et 4.6 mène à une unique équationsur les oe�ients Ts qui peut être résolue à l'aide d'une projetion modale ou inversion dematrie. Les oe�ients C0
µ peuvent alors être déduits des équations 4.5 et/ou 4.6.Ave éoulementLa résolution en présene d'un éoulement se fait de manière identique. Le système d'équa-tions à résoudre à partir des équations 4.3 et 4.4 devient :

(k0 + kµM)
π

B
(1 + δµ0) + C0

µ (k0 − kµM)
π

B
(1 + δµ0) =

∞∑

s=−∞

Ts (k0 +KsM) Λµ
αsR0

kµ
π

B
(1 + δµ0) − kµC

0
µ

π

B
(1 + δµ0) =

∞∑

s=−∞

KsTsΛ
µ
αsR0ave

Λµ
αsR0

=
iαsR0

[
1 − (−1)µeiαsR0 2π/B

]
[
(αsR0)

2 − (µB/2)2
] .4.2.3 Deuxième tehnique de résolution : identi�ation de résidusSans éoulementL'un des moyens de réduire le système omposé des équations 4.1 et 4.2, proposé par Mittra& Lee [31℄ dans le as d'une onde plane inidente dans les anaux et aisément généralisableaux modes supérieurs, onsiste à introduire un produit salaire par le biais d'une projetionintégrale sur un des angles des ondes obliques transmises. Pour e faire, on multiplie par

e−iαs0
z et on intègre sur la largeur du anal, de 0 à a. Il en déoule les propriétés suivantes :

∫ a

0
ei(αs−αs0

)zdz = aδs,s0

∫ a

0
cos
(nπ
a
z
)

e−iαs0
zdz = iαs0

[1 − (−1)ne−iu]

K2
s0

− k2
nEn notant désormais s en lieu et plae de s0, les équations 4.1 et 4.2 deviennent, une foisprojetées :
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∞∑

n=0

C0
n

[1 − (−1)ne−iu]

K2
s − k2

n

+
[1 − (−1)nie−iu]

K2
s − k2

ni

= −i
aTs

αs
(4.8)

∞∑

n=0

knC
0
n

[1 − (−1)ne−iu]

K2
s − k2

n

− kni

[1 − (−1)nie−iu]

K2
s − k2

ni

= i
aTs

αs
Ks (4.9)Pour la résolution proprement dite, il onvient de multiplier l'équation 4.8 par Ks et defaire la somme et la di�érene, e qui onduit au système :

∞∑

n=0

C0
n

[1 − (−1)ne−iu]

Ks − kn
+

[1 − (−1)nie−iu]

Ks + kni

= 0 (4.10)
∞∑

n=0

C0
n

[1 − (−1)ne−iu]

Ks + kn
+

[1 − (−1)nie−iu]

Ks − kni

= −2i
aKs

αs
Ts (4.11)La méthode utilisée alors fait intervenir les résidus d'une fontion omplexe partiulière. Leprinipe y est développé ii. Supposons que soit onnue une fontion d'une variable omplexe

w, f(w), ayant les propriétés suivantes :� f(w) est analytique, sauf aux p�les simples w = γn, n = 0, 1, 2... et w = −γni
;� f(w) admet des zéros simples aux valeurs w = Γs, s = 0,±1,±2... ;� le résidu de f en w = −γni

est Resf(−γni
) = 1 − (−1)nie−iu ;� f(w) se omporte omme w−3/2 lorsque |w| → ∞.Considérons ensuite les intégrales suivantes :

1

2iπ

∫

(C)

f(w)

w − Γs
dw,

1

2iπ

∫

(C)

f(w)

w + Γs
dw,où (C) désigne un ontour irulaire de rayon tendant vers l'in�ni dans le plan omplexe,orienté dans le sens trigonométrique. Les intégrandes se omportant omme w−5/2 lorsque

|w| → ∞, es deux intégrales tendent vers zéro. Par appliation du théorème des résidus, ilvient alors :
1

2iπ

∫

(C)

f(w)

w − Γs
dw =

∞∑

n=0

Resf(γn)

γn − Γs
− Resf(−γni

)

γni
+ Γs

= 0

1

2iπ

∫

(C)

f(w)

w + Γs
dw =

∞∑

n=0

Resf(γn)

γn + Γs
− Resf(−γni

)

γni
− Γs

+ f(−Γs) = 0soit enore, du fait de la onstrution de la fontion f(w) :
∞∑

n=0

Resf(γn)

γn − Γs
=

[1 − (−1)nie−iu]

Γs + γni

∞∑

n=0

Resf(γn)

γn + Γs
− [1 − (−1)nie−iu]

γni
− Γs

= −f(−Γs)Compte tenu des liens entre les paramètres (γn,Γs), d'une part, et (kn,Ks), d'autre part,l'identi�ation ave les équations (4.10) et (4.11) onduit à la solution :
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C0

n =
Resf(γn)

1 − (−1)ne−iu
Ts = i

αs

2aΓs
f(−Γs)Il reste alors à déterminer la fontion f(w), e qui onstitue l'étape la plus déliate dela méthode. Les ontraintes imposées par les p�les et zéros suggèrent la onstrution de

f(w) sur la base de produits in�nis, qui sont ensuite orrigés pour assurer le omportementasymptotique en w−3/2. La solution fournie par Mittra & Lee [31℄ dans le as d'une exitationpar le mode plan (ni = 0) peut être généralisée sous la forme suivante dans le as présent :
f(w) =

1 − (−1)nie−iu

w + γni

e[(w+γni
)a/π]ln2 1 + γni

/γ0

1 − w/γ0

∞∏

m=1

1 + γni
/γm

1 − w/γm
e−(w+γni

)a/(mπ)

× 1 − w/Γ0

1 + γni
/Γ0

∞∏

s=1

(1 −w/Γs)(1 − w/Γ−s)

(1 + γni
/Γs)(1 + γni

/Γ−s)
e(w+γni

)a/(sπ) (4.12)Par suite, les oe�ients de ré�exion sont :
C0

n = −1 − (−1)nie−iu

1 − (−1)ne−iu
exp

{
(γn + γni

)a

π

(
ln2 − 1

n

)}
1 + γni

/γ0

1 − γn/γ0

×
∞∏

m=1

(n)
1 + γni

/γm

1 − γn/γm
e−(γn+γni

)a/(mπ)

× 1 − γn/Γ0

1 + γni
/Γ0

∞∏

s=1

(1 − γn/Γs)(1 − γn/Γ−s)

(1 + γni
/Γs)(1 + γni

/Γ−s)
e(γn+γni

)a/(sπ) (4.13)pour n 6= 0, ave omme onvention pour le symbole (n) en exposant du produit le fait quele terme d'ordre m = n est supprimé, et :
C0

0 = −1 − (−1)nie−iu

1 − e−iu
exp

{
(γ0 + γni

)a

π
ln2

} ∞∏

m=1

1 + γni
/γm

1 − γ0/γm
e−(γ0+γni

)a/(mπ)

× 1 − γ0/Γ0

1 + γni
/Γ0

∞∏

s=1

(1 − γ0/Γs)(1 − γ0/Γ−s)

(1 + γni
/Γs)(1 + γni

/Γ−s)
e(γ0+γni

)a/(sπ)De même, les fateurs de transmission répondent à la formule générique :
Ts =

iαs

2aΓs

1 − (−1)nie−iu

γni
− Γs

e[(γni
−Γs)a/π]ln2 1 + γni

/γ0

1 + Γs/γ0

∞∏

m=1

1 + γni
/γm

1 + Γs/γm
e−(γni

−Γs)a/(mπ)

× 1 + Γs/Γ0

1 + γni
/Γ0

∞∏

σ=1

(1 + Γs/Γσ)(1 + Γs/Γ−σ)

(1 + γni
/Γσ)(1 + γni

/Γ−σ)
e(γni

−Γs)a/(σπ) (4.14)



4.2 Modèle à deux dimensions 79Ave éoulementEn présene d'un éoulement axial uniforme, di�érents hangements de variables déritsdans la référene [7℄ permettent de se ramener aux mêmes équations anoniques que dans leproblème sans éoulement. Les hangements de variables utilisés sont les suivants :
k1 =

k0√
1 −M2

x1 =
x√

1 −M2
ψ = φe−ik1Mx1La tehnique de résolution s'applique de manière similaire aux potentiels modi�és pourles nouvelles ondes inidentes (ψi), ré�éhies (ψr) et transmises (ψt) et la fontion f(w)reste la même. Les oe�ients de ré�exion C0

n et de transmission Ts ont la même forme quepréédemment en remplaçant les valeurs de γn, γni
et Γs par leurs nouvelles valeurs obtenuesgrâe au hangement de variables.Il est aussi à noter que le même type de problème à deux dimensions peut être résolu grâeà la tehnique de Wiener-Hopf, mise en oeuvre notamment par Mittra & Lee [31℄, Glegg [18℄et Posson & Roger [35℄. L'avantage de la méthode des raordements modaux dans notre asest une plus grande failité d'enhaîner di�érents modèles développés pour prédire le bruittransmis depuis les aubes du di�useur jusqu'à l'entrée d'air du ompresseur en gardant lanotion de modes omme �l onduteur.La formulation développée par Mittra & Lee [31℄ peut également être étendue à des anauxprésentant un alage, 'est-à-dire dont les parois ne sont pas perpendiulaires au front duréseau. Cette extension n'a pas été onsidérée ii mais elle pourrait faire l'objet d'une étudeultérieure.4.2.4 Vers une prise en ompte de la rotation de la roue : le réseau deanaux dé�lantLa prise en ompte onjointe de l'éoulement débitant et du dé�lement des anaux (repré-sentant la rotation du rouet) pose le problème du hoix des variables du hamp sur lesquellesérire les onditions de raordement. Ce problème reste ouvert à l'issue de la thèse, epen-dant les pistes envisagées sont expliquées à la �n de e paragraphe. La première partie estonsarée à la résolution du système lorsque l'éoulement débitant est nul.Dé�lement des anaux sans vitesse débitante (Ω 6= 0 - M = 0)Rappelons que la rotation est représentée par un mouvement de translation du demi-espae(x > 0), ave la vitesse ΩR0 dans le sens des z déroissants (Fig. 4.2).Les ondes inidentes et ré�éhies dans les anaux doivent omme préédemment au pa-ragraphe 4.2.1 sans éoulement débitant, satisfaire l'équation de Helmholtz. Leurs potentielss'érivent :

φi = eimu cos
[niπ

a
(z −ma)

]
eikni

x x < 0, ma < z < (m+ 1)a,ave
u = k0a sin θ0 k0 =

ω

c0

k0 étant le nombre d'onde total, et
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PSfrag replaementsa i r t
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x

Figure 4.2 � Réseau de anaux dé�lant ave vitesse débitante nulle - Dé�nition du déplae-ment
φr =

∞∑

n=0

Cm
n cos

[nπ
a

(z −ma)
]
e−iknx x < 0, ma < z < (m+ 1)a,L'onde transmise doit, quant à elle, satisfaire une équation de propagation de Helmholtzonvetée intégrant une vitesse perpendiulaire à l'axe :

∂2φ

∂z2

(
1 − (ΩR0)

2

c20

)
+
∂2φ

∂x2
− 2ik0

(
ΩR0

c0

∂φ

∂z

)
+ k2

0φ = 0Pour ette équation les nombres d'onde des solutions fondamentales sont :
kni

=

√
−
[
(niπ/a)

2 − k2
0

]

kn =

√
−
[
(nπ/a)2 − k2

0

]

Ks =

√
k2
0 −

(
1 − (ΩR0)

2 /c20

)
α2

s + 2k0ΩR0/c0αsLe potentiel transmis s'érit sous la forme :
φt =

∞∑

s=−∞

Tse
iαszeiKsx x > 0ave

αs = k0 sinΘ0 + s
2π

a
=
u+ 2sπ

aSi l'on hoisissait d'imposer des onditions de raordement en pression et vitesse, l'ad-jontion d'un mouvement de glissement reviendrait à ajouter une équation modale supplé-mentaire, non redondante, sur la �utuation de vitesse parallèle à l'interfae. L'ensemble destrois équations obtenues se prêterait mal à la résolution par projetion modale. La littératuredes problèmes de transmission à une interfae �uide ave isaillement suggère d'imposer plu-t�t la ontinuité du déplaement normal à l'interfae. C'est e qui est fait par exemple pour



4.2 Modèle à deux dimensions 81traduire le omportement des ondes à la surfae d'un revêtement absorbant sous éoulementrasant, lorsque et éoulement est supposé uniforme [3℄. La situation présente est identique sil'on onsidère que les anaux dé�lent tangentiellement, sans vitesse débitante (M = 0). Uneouhe de isaillement se forme alors en x = 0, ouhe que l'on peut ramener à une interfae�uide parfaite. Cette ouhe �utue et son osillation est dérite par un déplaement normal
η, représenté sur la �gure 4.2. On hoisira don d'imposer la ontinuité de la pression et dudéplaement relatif axial dans le as où M = 0. Ce point est développé dans l'annexe C.Les nouvelles équations de ontinuité, sont alors :

k0
π

B
(1 + δµ0) δµni

+
∞∑

n=0

C0
nk0

π

B
(1 + δµ0) δµn

=

∞∑

s=−∞

TsΛ
µ
αsR0

(
k0 +

ΩR0

c0
αs

)

kni

[ π
B

(1 + δµ0) δµni

]
−

∞∑

n=0

C0
nkn

[ π
B

(1 + δµ0) δµn

]
=

∞∑

s=−∞

TsKsΛ
µ
αsR0

(
1 − ΩR0

ωm
αs

)où ωm = ω + ΩR0αs et Λµ
αsR0

reste dé�ni par l'équation 4.7.L'implémentation de ette formulation montre un bilan de puissane orret (moins de 2%d'erreur). La ontinuité du déplaement normal est don une hypothèse de travail pertinentepour un éoulement rasant sur le réseau sans vitesse débitante. La résolution est e�etuéegrâe à une inversion de matrie qui a été appliquée pour déterminer les inonnues C0
n et

Ts. La tehnique d'identi�ation des résidus n'est atuellement pas adaptée aux équationsmodi�ées ave réseau dé�lant.Dé�lement des anaux ave vitesse débitante (Ω 6= 0 - M 6= 0)Une première idée onsiste à généraliser le point de vue préédemment exposé en admettantqu'on peut enore érire la ontinuité du déplaement relatif lorsque M 6= 0, le déplaementétant onsidéré par rapport au transport axial moyen lié au nombre de Mah M . Cependant,pour ertaines on�gurations l'erreur sur le bilan de puissane s'est avérée importante : soitla formulation est non adaptée à la présene d'un éoulement oblique en entrée d'air, soitl'hypothèse d'une onservation de l'énergie doit être reonsidérée.Une réériture des lois de onservation de la masse et de la quantité de mouvement aupassage d'une disontinuité a ensuite été envisagée [6℄. Les développements orrespondantssont donnés en annexe D. Ils n'ont pas permis de déduire des artographies de hamp sonorejugées réalistes. Les deux pistes de modélisation du as général ont don été abandonnées. Laquestion reste ouverte et justi�era une reherhe spéi�que ultérieure.Pour es raisons, il a été hoisi d'étendre la formulation à un espae tridimensionnelannulaire représentatif de l'entrée d'air d'un rouet entrifuge, en ne onsidérant qu'un �uxdébitant, sans tenir ompte de la rotation. Il onvient don de onevoir ette extension ommeune première étape visant à mettre en plae une arhiteture de ode qui n'aura plus qu'à



82Raordement modal sur un réseau de anaux - Appliation à l'entrée d'air d'unrouet entrifugeêtre délinée di�éremment, lorsqu'un hoix de variables de raordement sera rigoureusementdéterminé.4.3 Extension du modèle à trois dimensions - Éoulement axial(M 6= 0, Ω = 0)4.3.1 Formulation du raordement modalLe problème est maintenant traité dans un adre tridimensionnel, onformément à la�gure 4.3. Dans le système de oordonnées ylindriques, les parois des anaux sont toujourssupposées parfaitement mines et rigides. Le réseau périodique est omposé d'un nombre deanaux égal à B. L'éoulement est toujours supposé uniforme, de nombre de Mah M etdirigé selon l'axe (−z). Une onde inidente (i) onstituée par un mode de propagation guidéequelonque est imposée dans haque anal (z < 0), ave le déphasage entre les di�érentsanaux représentatif de l'exitation. Des ondes ré�éhies (r) sont générées dans les anauxet des ondes transmises (t) sont exitées ave di�érents angles d'héliité dans le demi-espae(z > 0).PSfrag replaements ir t MM zθ r
Figure 4.3 � Con�guration pour la formulation du problème de transmission du son sur lefront d'un réseau de anaux annulaire.4.3.2 Ériture des équations de ontinuitéLe prinipe est similaire au problème à deux dimensions. À l'interfae z = 0, des équationsde ontinuité sont érites sur la pression et la vitesse normale. Un système d'équations sur lesoe�ients des modes (oe�ients de ré�exion et de transmission) en est déduit. Les ondesinidente, ré�éhies et transmises doivent satisfaire l'équation de Helmholtz onvetée :
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∂z
+ k2

0φ = 0Soit don l'onde inidente onstituée par le mode de propagation guidée d'ordre (ni, p) et dephase eimu dans le anal de rang m, où u = (2π/B)×(k0R0 sin Θ0/(1−M cos Θ0)) = (2π/B)αet R0 = (R1 + R2)/2. Ce déphasage tendrait à forer de façon privilégiée le mode angulairepartiulier α dans le onduit d'entrée d'air dans le as d'une exitation partiulière par l'ondeplane dans haque anal. Le potentiel aoustique orrespondant à l'onde inidente s'érit :
φi = fnip(r) eimu cos

[
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2

(
θ − 2πm

B

)]
eikinipz z < 0,



4.3 Extension du modèle à trois dimensions - Éoulement axial (M 6= 0, Ω = 0) 83Les fontions fnip sont dé�ni de la même manière qu'à la partie 1.3 de la sorte :
fnip(r) = Nnip

(
cos (τnip) JniB/2 (Knipr) − sin (τnip)YniB/2 (Knipr)

)Les valeurs propres Knip, les onditions aux limites ainsi que les oe�ients Nnip, cos (τnip)et sin (τnip) sont donnés dans l'annexe A.Le nombre d'onde de l'onde inidente peut s'érire : kinip = [k0M +
√
k2
0 − β2K2

nip]/β
2.Le mode inident est supposé passant, don kinip est un nombre réel positif.La ré�exion (r) dans le anal de rang m omprend a priori tous les modes possibles et sonpotentiel est :
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)]
e−ikrstz z < 0,la fontion fst(r) étant dé�nie de la même manière que pour l'onde inidente. Ii krst =

[−k0M+
√
k2
0 − β2K2

st]/β
2 pour un mode passant et krst = [−k0M+i

√
β2K2

st − k2
0]/β

2 pourun mode oupé.En�n l'onde transmise (t) à l'extérieur du réseau pour z > 0 omporte tous les modes deonduit suseptibles de s'aorder ave les ondes préédentes sur l'interfae, onformément auprinipe de trae. Elle prend la forme :
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ln]/β2 ou ktln = [k0M + i
√
β2K2

ln − k2
0]/β

2 selon que le modetransmis d'ordre (l,n) est passant ou oupé.La ontinuité de la pression à l'interfae z = 0 s'érit
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Tln (k0 −Mktln)Uln(r)ei(α+lB)θLa ontinuité de vitesse, de même, onduit à l'équation :
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Tln ktln Uln(r)ei(α+lB)θDu fait de la périodiité, Cm
st = C0

ste
imu. En divisant les expressions préédentes par eimu,ompte tenu du fait que les hamps ré�éhis sont tous identiques dans les di�érents anauxmais déphasés, il su�t de traiter le problème du anal de référene m = 0. Ainsi le systèmed'équations préédent se réduit à :
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Les fontions de Bessel véri�ent la propriété d'orthogonalité suivante :
∫ 2π

B

0

∫ R2
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fnip(r)fµν(r)r cos

(
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2

)
cos

(
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)
drdθ = (1 + δµ0)

π

B
δniµδpνqui peut être utilisée pour réduire le système d'équations de ontinuité. Pour e faire, onmultiplie par fµν(r) r cos (µBθ/2) et on intègre sur la hauteur (entre le rayon intérieur R1 etle rayon extérieur R2) et sur la largeur du anal, de 0 à 2π/B.
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Les deux intégrales apparaissant dans les membres de droite des équations sont notées :
∫ 2π

B

0
ei(α+lB)θ cos
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µBθ
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)
dθ = Λµ

α+lB

∫ R2

R1

Uln(r)fµν(r)rdr = Xnν
lµLa première se alule analytiquement selon le développement de l'annexe B, la deuxièmeintégrale est alulée numériquement. Le système devient ave es nouvelles notations :
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nν
lµ (4.16)L'élimination du oe�ient C0

µν entre les équations 4.15 et 4.16 mène à une unique équationsur les oe�ients Tln qui peut être résolue par projetion modale. Les oe�ients C0
µν peuventalors être déduits des équations 4.15 et/ou 4.16.4.4 Étude omparative et analyse des résultats4.4.1 Comparaison des deux tehniques de résolution - Con�guration bi-dimensionnelleLes deux tehniques présentées au paragraphe 4.2 pour résoudre les équations modales sontmathématiquement équivalentes. Il peut néanmoins subsister des problèmes pour la tehniquede projetion modale, en raison de la tronature modale et d'un éventuel mauvais ondition-nement de matrie. A�n de s'assurer de la validité des résultats obtenus et de omparer lesdeux méthodes, un bilan de puissane a été e�etué. La onservation de l'énergie impose quela puissane des ondes inidentes est égale à la somme des puissanes des ondes ré�éhies ettransmises. La puissane d'une onde dans un éoulement uniforme est dé�nie de la manièresuivante [19℄ :
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W =

∫

(S)
I.n dSoù S est une surfae fermée entourant la soure (réduite à des setions droites dans le as desonduits) et où I est le veteur intensité aoustique moyenne qui s'érit :
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U étant la vitesse de l'éoulement.Après le développement de ette expression pour haque onde et son intégration sur lasetion droite (alul e�etué en annexe E), on obtient les résultats suivants pour les puissanesrespetives des ondes inidente Wi, ré�éhies Wr et transmises Wt :
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}Deux as sont exposés ii pour lesquels les deux proédés de alul s'avèrent équivalents.� La �gure 4.4 donne les résultats pour une fréquene de 10000 Hz, un mode inident

ni = 1, un angle α = 2 (orrespondant au déphasage entre les di�érents anaux), sanséoulement (k0a = 6.1164),� La �gure 4.5 donne les résultats pour la même fréquene, un mode inident ni = 1, unangle α = 1 et un éoulement axial de nombre de Mah 0.3.On observe en parallèle les artographies de pression et les graphes des oe�ients de ré-�exion et de transmission en amplitude, sur lesquels sont mentionnés les pourentages d'éner-gies ré�éhie et transmise.Dans la on�guration de la �gure 4.4, le bilan de puissane pour la méthode par projetionmodale donne une erreur relative de ǫ = 7.21× 10−2% alors que elui e�etué par la méthodedes résidus donne une erreur relative de ǫ = 4.52×10−5%. De plus, la reomposition des modesen entrée d'air du anal est similaire (Fig. 4.4(a) & 4.4(b)). Dans e as, quasiment toute lapuissane injetée dans les anaux est transmise. La reombinaison des modes transforme lemode 1 inident en un mode −1 prépondérant en entrée d'air. De même, dans la deuxièmeon�guration (Fig. 4.5), le bilan de puissane pour la méthode par projetion modale donneune erreur relative de ǫ = 9.66 × 10−2% alors que elui e�etué par la méthode des résidusdonne une erreur relative de ǫ = 8.69 × 10−5%. Une partie signi�ative de l'énergie inidenteest ré�éhie sur le mode 2 par l'e�et du réseau de anaux. Cei est permis par le fait qu'enprésene d'éoulement, les oupures ont été déplaées, le mode 2 devenant passant alors qu'ilétait oupé sans éoulement.



4.4 Étude omparative et analyse des résultats 87
Pression

θ

x(a) projetion modale

Pression
θ

x(b) identi�ation des résidus

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.6 %

Coe�ientsde
Ré�exion|C|

mode d'ordre n() projetion modale 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.9 %

(d) identi�ation des rési-dus −7−6−5−4−3−2−1 0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

98.3 %

Coe�ientsde
Transmission

|T
|

mode d'ordre s(e) projetion modale −7−6−5−4−3−2−1 0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

98.1 %

(f) identi�ation des rési-dusFigure 4.4 � Comparaison des deux tehniques de résolution. (a) & (b) : Champs de pressionaoustique pour un mode inident ni = 1 dans les anaux, k0a = 6.1164, α = 2, M = 0. De() à (f) : oe�ients de ré�exion (les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et detransmission, pourentage de la puissane totale.
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(f) identi�ation des rési-dusFigure 4.5 � Comparaison des deux tehniques de résolution. (a) & (b) : Champs de pressionaoustique pour un mode inident ni = 1 dans les anaux, k0a = 6.1164, α = 1, M = 0.3. De() à (f) : oe�ients de ré�exion (les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et detransmission, pourentage de la puissane totale.



4.4 Étude omparative et analyse des résultats 89La orrespondane entre les deux méthodes est pour l'appliation visée quasi parfaite. Laméthode des résidus donne un bilan de puissane beauoup plus préis ar elle repose sur uneexpression exate des oe�ients de ré�exion et de transmission. Le alul est par ailleursplus rapide et les résultats ne sont tronqués qu'au niveau des produits in�nis impliqués dansles formules 4.12, 4.13 et 4.14. Néanmoins la projetion modale reste très e�ae de e pointde vue.La omparaison permet de valider la méthode des projetions modales, qui pourra donêtre utilisée dans d'autres as, notamment en trois dimensions lorsque la méthode des résidusn'est pas généralisable.4.4.2 E�et de l'éoulement débitant : identi�ation des résidusLorsque 'est possible, la tehnique de résolution par identi�ation des résidus est préférée.Elle est don utilisée dans ette partie. Une étude paramétrique de l'e�et de l'éoulementillustrant des omportements partiuliers est faite dans e qui suit à partir des résultatsobtenus par la méthode des résidus, sur les �gures 4.6 et 4.7, sahant qu'on ne onsidère pasle dé�lement du réseau (Ω = 0). L'éoulement est hoisi ave un nombre de Mah de 0.3.Pour les deux as présentés, tous les anaux sont exités ave la même amplitude et unmême déalage sur la phase, le paramètre α étant un indiateur de e déalage. L'éoule-ment modi�e notablement la struture du hamp sonore. On observe ainsi le resserrement desfronts d'onde attendu entre les �gures 4.6(a) et 4.6(b), puisque la propagation est globalementa ontrario de l'éoulement. De plus sur es mêmes visualisations, on observe une ombinaisonde plusieurs modes qui interfèrent dans le demi espae assoié à l'entrée d'air, alors qu'un seulmode est foré dans haque anal. Un autre phénomène est observé sur la deuxième on�gura-tion (Fig. 4.7). En e�et, alors que peu d'énergie était transmise (15.1%) depuis les anaux sanséoulement, la transmission est arue lorsque l'on ajoute l'éoulement (43.7%). Enore unefois elui-i déale les fréquenes de oupure des modes vers des valeurs inférieures et permetdon à ertaines ondes préédemment oupées de se propager. Ce phénomène est égalementobservé diretement sur les valeurs des oe�ients de transmission qui sont plus importantspour un nombre de Mah de 0.3 (4.7(f)) que sans éoulement (4.7(e)). De plus, on onstatesur la �gure 4.7 que le hamp dans le réseau sans éoulement( 4.7(a)) n'est pas homogènedans la mesure où la pression aoustique peut être quasi nulle dans ertains anaux, alorsque les anaux véhiulent la même amplitude sonore ave un éoulement débitant( 4.7(b)).Plus préisement sur la �gure 4.7(a) on onstate que les anaux ne sont pas identiques dupoint de vue du hamp total (inident + ré�éhi) alors qu'ils le sont à un déphasage près surle hamp inident ou le hamp ré�éhi pris séparement. Dans le as de et exemple le modeprivilégié pour la ré�exion dans les anaux orrespond au mode injeté (ni = 2). En l'absened'éoulement, le mode ni = 2 fontionne très près de sa oupure, e qui explique la struturepartiulière du hamp.4.4.3 E�et de la rotation sans vitesse débitante : projetion modaleL'étude de l'e�et de la rotation du rouet est faite dans e qui suit à partir des résultatsobtenus par la méthode des projetions modales, la tehnique de résolution par identi�ationdes résidus n'étant pas possible dans e as. Elle orrespond, dans le adre du modèle bidimen-
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(f) ave éoulementFigure 4.6 � Comparaison de la tehnique de résolution sans éoulement et ave un éoule-ment de nombre de Mah M = 0.3. (a) & (b) : Champs de pression aoustique pour un modeinident ni = 1 dans les anaux, k0a = 6.1164, α = 3. De () à (f) : oe�ients de ré�exion(les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission, pourentage de lapuissane totale.
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(f) ave éoulementFigure 4.7 � Comparaison de la tehnique de résolution sans éoulement et ave un éoule-ment de nombre de Mah M = 0.3. (a) & (b) : Champs de pression aoustique pour un modeinident ni = 2 dans les anaux, k0a = 6.2999, α = 1. De () à (f) : oe�ients de ré�exion(les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission, pourentage de lapuissane totale.
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(f) ave rotationFigure 4.8 � Comparaison de la tehnique de résolution sans rotation et ave une rotationéquivalente à Ω = 38000 tr/min (Mt = 0.4932). (a) & (b) : Champs de pression aoustiquepour un mode inident ni = 0 dans les anaux, k0a = 6.1164, α = 3. De () à (f) : oe�-ients de ré�exion (les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission,pourentage de la puissane totale.sionnel à un dé�lement des anaux sans vitesse débitante. La rotation du rouet est traduitepar un glissement du demi-espae (x > 0) dans le sens ontraire de l'axe des z (Fig. 4.1).L'étude étant faite dans le référentiel lié au réseau de anaux, ei équivaut à un dé�lementdes anaux dans la diretion z > 0. Les résultats montrent don uniquement l'in�uene duisaillement orrespondant sur la transmission à l'interfae.La première on�guration traitée (Fig. 4.8) illustre un hangement de la struture d'inter-férene des ondes transmises dans le demi-espae (x > 0) pour un as de forte transmission.Le dé�lement a pour e�et d'inverser les amplitudes relatives des modes s = −1 et s = 0.Par ailleurs, la transmission en énergie est diminuée. La deuxième on�guration (Fig. 4.9)orrespond à un as de moindre transmission. Elle indique que l'angle de l'onde transmisedominante peut être modi�é au point de hanger son sens de rotation de phase. Cette parti-ularité peut enore être observée sur les �gures 4.9(e) et 4.9(f) donnant les amplitudes des
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(f) ave rotationFigure 4.9 � Comparaison de la tehnique de résolution sans rotation et ave une rotationéquivalente à Ω = 38000 tr/min (Mt = 0.4932). (a) & (b) : Champs de pression aoustiquepour un mode inident ni = 2 dans les anaux, k0a = 6.7280, α = 1. De () à (f) : oe�-ients de ré�exion (les modes à droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission,pourentage de la puissane totale.



94Raordement modal sur un réseau de anaux - Appliation à l'entrée d'air d'unrouet entrifugefateurs de transmission de haque mode. Le mode dominant s = +1 dans la on�gurationsans rotation est relayé par le mode dominant s = −1 lorsque l'on onsidère un nombre deMah transverse non nul.Cei suggère un impat majeur de la rotation sur la struturation des modes transmisprépondérants.4.4.4 Caluls en on�guration annulaire - E�et du rapport des rayons
R1/R2Canal annulaire étroit - Comparaison ave le modèle bidimensionnelDans un onduit annulaire étroit, lorsque la hauteur des anaux est très faible ((R2 −

R2)/R1 << 1), la propagation réelle peut être assimilée à la propagation en deux dimensions,et le onduit est ramené à une représentation plane. En e�et, les modes radiaux supérieursn'ont pas la possibilité de se développer. Les �gures 4.10 et 4.11 illustrent ainsi, pour di�érentsas, la omparaison entre les aluls e�etués en deux dimensions grâe à l'identi�ation desrésidus et les aluls menés en trois dimensions d'après les équations développées dans lapartie 4.3 selon une oupe ylindrique au rayon (R1 + R2)/2. Les résultats sont similairesdans les deux aluls, e qui est aussi un moyen de valider les développements faits en troisdimensions. L'erreur relative alulée à partir du bilan de puissane reste faible, elle est del'ordre de 1 % au maximum.Canal annulaire quelonquePour une meilleure visualisation des résultats des aluls tridimensionnels dans un asquelonque selon la formulation du paragraphe 4.3, des oupes montrant une artographiede la partie réelle de la pression sonore sont e�etués dans des diretions omplémentaireset réunies sur une même représentation. Les �gures 4.13 et 4.15 omportent ainsi une oupeselon un plan méridien (Fig. 4.13(a), 4.13(b), 4.15(a), 4.15(b)) et une oupe dans une setiondroite du onduit d'entrée d'air après reomposition modale (Fig. 4.13(), 4.13(d), 4.15(),4.15(d)).Les résultats illustrent l'importane des aspets tridimensionnels liés à la géométrie annu-laire et à la hauteur R2 − R1 des anaux et du onduit d'entrée d'air. Notamment, on peutomparer la propagation aoustique selon que la hauteur soit faible ou plus importante. Ladi�érene observée sur les �gures 4.12(a) et 4.12(b) ainsi que sur les �gures 4.14(a) et 4.14(b)est due au fait que la artographie du hamp sonore est réalisée sur une oupe ylindriquedéroulée, de rayon moyen (R1 + R2)/2 alors que le rapport de moyeu est di�érent. Il estependant intéressant d'observer les modes radiaux qui se multiplient lorsque le rapport demoyeu diminue. Les �gures 4.14 et 4.15 montrent qu'une partie de l'énergie qui était trans-mise lorsque la hauteur des anaux était faible se ré�éhit lorsqu'on l'augmente. Par ailleurs,pour un faible rapport de moyeu (Fig. 4.13 (R1/R2 = 0.44) et 4.15 (R1/R2 = 0.5)), le hampaoustique se onentre à la paroi du onduit d'entrée d'air, onformément à l'e�et de peaugénéralement observée en propagation guidée. En revanhe, l'amplitude de la pression sonorepeut se répartir plus uniformément selon le rayon à l'intérieur des anaux inter-aubes. La pos-sibilité pour l'onde de se propager azimutalement favorise don la onentration de l'énergie
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mode angulaire(f) oe�ients de transmission - 3D annulaireFigure 4.10 � Comparaison 2D (R1 = 0.062) � 3D annulaire étroit (R1/R2 = 0.98). (a)& (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 1 dans les anaux, f =
11000 Hz, α = 1, M = 0, Ω = 0 tr/min. De () à (f) : oe�ients de ré�exion (les modesà droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission, pourentage de la puissanetotale.
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mode angulaire(d) oe�ients de ré�exion - 3D annulaire
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mode angulaire(f) oe�ients de transmission - 3D annulaireFigure 4.11 � Comparaison 2D (R1 = 0.044) � 3D annulaire étroit (R1/R2 = 0.88). (a)& (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 2 dans les anaux, f =
11000 Hz, α = 1, M = 5, Ω = 0 tr/min. De () à (f) : oe�ients de ré�exion (les modesà droite de la ligne pointillée sont oupés) et de transmission, pourentage de la puissanetotale.
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mode angulaire radial(f) oe�ients de transmission - R1/R2 = 0.44Figure 4.12 � E�et de l'évolution du rapport de moyeu R1/R2 = 0.71 et R1/R2 = 0.44.(a) & (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 1, vi = 0 dans lesanaux, f = 11000 Hz, α = 1, M = 0, Ω = 0 tr/min. De () à (f) : oe�ients de ré�exion etde transmission, pourentage de la puissane totale.
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(e) 3D annulaire - R1/R2 = 0.71 (f) 3D annulaire - R1/R2 = 0.44Figure 4.13 � E�et de l'évolution du rapport de moyeu R1/R2 = 0.71 et R1/R2 = 0.44. (a)& (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 1, vi = 0 dans les anaux,
f = 11000 Hz, α = 1, M = 0, Ω = 0 tr/min dans un plan méridien (θ = 0). De () à (d) :Champs de pression aoustique dans des setions droites (z = 0.1). De (e) à (f) : Champs depression aoustique en entrée d'air.
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37.3 %mode angulaire radial(f) oe�ients de transmission - R1/R2 =0.5Figure 4.14 � E�et de l'évolution du rapport de moyeu R1/R2 = 0.73 et R1/R2 = 0.5. (a)& (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 2, vi = 0 dans les anaux,
f = 11000 Hz, α = 1, M = 0.5, Ω = 0 tr/min. De () à (f) : oe�ients de ré�exion et detransmission, pourentage de la puissane totale.
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(e) 3D annulaire - R1/R2 = 0.73 (f) 3D annulaire - R1/R2 =0.5Figure 4.15 � E�et de l'évolution du rapport de moyeu R1/R2 = 0.73 et R1/R2 = 0.5. (a)& (b) :Champs de pression aoustique pour un mode inident ni = 2, vi = 0 dans les anaux,
f = 11000 Hz, α = 1, M = 0.5, Ω = 0 tr/min dans un plan méridien (θ = 0). De () à (d) :Champs de pression aoustique dans des setions droites (z = 0.1). De (e) à (f) : Champs depression aoustique en entrée d'air.



4.5 Conlusion 101sur les paroi du guide.Il est à noter que lorsque le rayon intérieur R1 tend vers zéro, e type de alul entraînedes défauts de bilan énergétique très importants. De telles on�gurations pointent don leslimites du modèle. Elles ne sont ependant pas réalistes ar auune tehnologie ne omporteun réseau de anaux ave un rapport de moyeu R1/R2 faible à l'endroit du raordement. Lemodèle, tel qu'il est programmé à l'heure atuelle, reste don robuste pour les appliationsenvisagées. Par ailleurs, ramener une on�guration réelle à un as de raordement annulairequi étend le moyen de rayon R1 du �té de l'entrée d'air n'est pas préjudiiable. En e�et lemodèle est destiné à être raordé ave un autre modèle de propagation le long du onduitd'entrée d'air, dans lequel le moyeu peut se terminer par une ogive.4.5 ConlusionLe raordement entre les anaux inter-aubes et l'entrée d'air est un point très impor-tant dans l'objetif de ouplage entre les di�érents modèles de propagation aoustique dansle ompresseur entrifuge. Ce hapitre a permis de mettre en plae une méthodologie de ra-ordement modal sur un réseau de anaux en deux puis en trois dimensions. Le modèle, sousses di�érentes délinaisons, met en lumière les méanismes prinipaux de la di�ration par lesréseaux. En revanhe la formulation des équations de raordement dans le as général resteinahevée. Elle devra faire l'objet de développements ultérieurs.
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Chapitre 5Propagation guidée en onduit droitouvert - Appliation à l'entrée d'air5.1 IntrodutionUne fois reomposé après sa transmission dans les anaux inter-aubes, le bruit d'intera-tion de sillages se propage dans le onduit d'entrée d'air avant de rayonner à l'extérieur. Leonduit est dans la réalité intégré à une arhiteture dont la géométrie peut être très diver-si�ée (gamelle, T ... -Fig. 5.1) pour des souis d'intégration dans l'avion. Cette partie de lamahine n'est don pas un élément intrinsèque. Elle a pourtant un r�le important de fontionde transfert qui hange la signature aoustique propre du ompresseur. Pour en tenir ompte,seuls des aluls numériques sont adaptés.

(a)PSfrag replaements C1 C2(b) ()Figure 5.1 � Di�érentes géométries de gamelles de ompresseurs. (a) : entrée d'air en T,(b) : distribution sur deux ompresseurs (C1,C2), () : maillage CAO d'une alimentation deompresseur.Dans le adre de ette thèse, le but est de mettre au point des tehniques analytiquesapables de simuler la transmission depuis les soures jusqu'à un observateur extérieur, defaçon à évaluer l'impat de modi�ations faites sur les soures. Il onvient don de privilégierles aspets intrinsèques du méanisme d'interation. C'est pourquoi il a été hoisi de onsidérer



104 Propagation guidée en onduit droit ouvert - Appliation à l'entrée d'airomme entrée d'air un onduit droit de longueur �nie raordé diretement sur la fae avant(sortie aoustique) du rouet.L'objetif de e hapitre est ainsi de modéliser le rayonnement aoustique par e onduitdroit dont l'extrémité débouhant à l'atmosphère est assimilée à elle d'un ylindre semi-in�nià paroi rigide et à setion irulaire (onduit non ba�é), selon la représentation de la �gure 5.2.A priori s'intéresser au rayonnement par l'entrée d'air peut paraître super�u par rapport àl'objetif de aratérisation des soures. Néanmoins il onstitue un moyen de omparer desaluls analytiques de rayonnement ave des mesures externes qui pourraient être faites sur leban d'essai du hapitre 2. Il représente le maillon �nal d'une haîne allant des soures jusquàl'observateur dans une on�guration idéalisée.Le point déliat de ette étape est le alul de la di�ration par l'extrémité, qui repose surune formulation analytique exate obtenue par la tehnique de Wiener et Hopf. Les expressionsdu hamp di�raté proposées par Lordi et al. [30℄ ont été hoisies ii pour leur simpliité deprogrammation. Ce hapitre n'a pas la prétention de les redémontrer mais elles sont reprisesdans le paragraphe 5.2 et omparées à d'autres référenes [29, 46, 41℄ ainsi qu'à des alulsnumériques (paragraphe 5.3). Suite à des éarts observés et probablement dus à des erreurs deretransription de la solution d'origine, des modi�ations sont proposées au paragraphe 5.4.5.2 Solution du problème de di�ration par l'extrémité d'unylindreUn mode aoustique se propageant dans un onduit ylindrique jusqu'à son extrémitélibre subit une di�ration donnant lieu à une onde ré�éhie dans le onduit ainsi qu'à unrayonnement à l'extérieur.
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Figure 5.2 � Shéma du ompresseur et son extension par un onduit d'entrée d'air ylin-drique à bords libres ou ba�é.5.2.1 Expressions de Lordi et al.L'expression retenue dans ette étude pour la solution du problème de di�ration est elleproposée par Lordi, Homiz et Rehm [30℄. Soit un mode inident d'ordres (n, j), d'amplitude



5.2 Solution du problème de di�ration par l'extrémité d'un ylindre 105
Anj dont la �utuation de pression aoustique dans le onduit s'érit :

p′(r, θ, z, t) = NnjAnjJn(Knjr)e
i(ωt+knjz+nθ)eikMz (5.1)ave suessivement :

knj =

√
k

2 −K2
nj k =

k

β
z =

z

β
(5.2)

β =
√

1 −M2 J ′
n(KnjR2) = 0 j = 0, 1, 2, ... (5.3)Les valeurs propres Knj sont déterminées à partir de la ondition aux limites f ′nj(R2) = 0.La normalisation est hoisie telle que : ∫ R2

0 f2(r)rdr = 1. La fontion fnj prend don la forme :
fnj(r) = Nnj Jn (Knjr)où Nnj est le fateur de normalisation. La solution fournit l'amplitude des modes d'indies

(n, l) ré�éhis, par l'intermédiaire de oe�ients de ré�exion partiels Rnjl, ainsi que le rayon-nement extérieur en hamp lointain, par l'intermédiaire d'une fontion de diretivité fnj(Θ).On peut remarquer que les modes ré�éhis gardent le même indie angulaire que le modeinident. En e�et, pour des raisons de ontinuité du hamp à l'extrémité du onduit, un modetournant inident d'ordre n produit uniquement le mode tournant ré�éhi de même ordre. Enrevanhe, le mode radial inident d'ordre j donne lieu a priori à une ré�exion sur tous lesmodes radiaux possibles. De plus, les expressions données par ette formulation sont valablesuniquement loin de l'extrémité du onduit, aussi bien pour e qui onerne le hamp intérieurque pour e qui onerne le hamp extérieur.Le hamp de pression aoustique résultant à l'intérieur du onduit, en tenant ompte del'onde inidente ainsi que des ondes ré�éhies s'érit :
p′(r, θ, z, t) = NnjAnje

i(ωt+nθ)eikMz

{
eiknjzJn(Knjr) +

∞∑

l=0

P ∗
njle

−iknlzJn(Knlr)

} (5.4)Ave k = k0/β.
knj =

√
k

2 −K2
nj pour un mode passant (5.5)

knj = k
′
nj = i

√
K2

nj − k
2 pour un mode oupé (5.6)

P ∗
njl =

k −Mknl

k +Mknj

R∗
njl (5.7)(*) désignant le omplexe onjugué.Le fateur du oe�ient de ré�exion du mode (n, j) sur les modes (n, l), Rnjl est dé�ni dela façon suivante :
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Rnjl = −2

Knlknj

Knj(knj + knl)

Jn(KnjR2)

Jn(KnlR2)

×

√√√√K2
njR

2
2 − n2

K2
nlR

2
2 − n2

s0∏

s=s16=j

kns + knj

kns − knj

s0∏

s=06=l

kns + knl

kns − knl

×e
1

2
[S(knl)+S(knj)] (5.8)Dans ette expression, s1 = 0 si n = 0 et s1 = 1 si n > 0. s0 désigne le rang du derniermode radial passant, 'est à dire que pour s > s0, Kns > k. La fontion S sera expliitée plusloin.Par ailleurs, toujours selon la formulation retenue, le hamp aoustique lointain s'érit :

p′(R,Θ, θ, t) = Anje
i(ωt+nθ) e

ikR

R
eikMzF ∗

nj(Θ) (5.9)ave :
F ∗

nj(Θ) =
k(1 +M cos Θ)

k +Mknj

f∗nj(Θ) (5.10)La fontion de diretivité f∗nj(Θ) est donnée par l'expression suivante :
fnj(Θ) = −knjJn(KnjR2)

k cos Θ − knj

√√√√
s0∏

s=1

kns − k cos Θ

kns + k cos Θ

×

√√√√K2
njR

2
2 − n2

πK2
nj

sin Ωn(kR2 sinΘ)

s0∏

s=16=j

kns + knj

kns − knj

×e 1

2
[S(knj)−S(k cos Θ)]e

i
2
[π−Ωn(kR2 sinΘ)] (5.11)ave :

R =
R

β

√
1 −M2 sin2 Θ (5.12)

cos Θ =
cos Θ√

1 −M2 sin2 Θ
sin Θ =

β sinΘ√
1 −M2 sin2 Θ

(5.13)La fontion S est dé�nie par :
S(ξ) =

1

π
Pc

∫ k

−k
Ωn

(
R2

√
k

2 − ω2

)
dω

ω − ξ
± iΩn

(
R2

√
k

2 − ξ2
)

+
∞∑

s=s0+1

log
k
′
ns + ξ

k
′
ns − ξ

− 1

π

∫ i∞

−i∞
Ωn

(
R2

√
k

2 − ω2

)
dω

ω − ξ
(5.14)



5.2 Solution du problème de di�ration par l'extrémité d'un ylindre 107où le symbole Pc signi�e que la première intégrale est à évaluer au sens de la valeur prinipalede Cauhy.En�n, la fontion Ωn est dé�nie de la façon suivante :
Ωn(X) = arctan

(
Y ′

n(X)

J ′
n(X)

)
± π

2
(5.15)ave le signe + si n = 0 et le signe − si n > 0. On peut don remarquer que Ωn(0) = 0 pourtoute valeur de n.La dérivée de la fontion Ωn peut être érite :

Ω′
n(X) =

Y ′′
n (X)J ′

n(X) − Y ′
n(X)J ′′

n(X)

[J ′
n(X)]2 + [Y ′

n(X)]2
(5.16)et, pour des faibles valeurs de X, on a :

Ω′
n(X) ∼ − π

n!(n− 1)!

(
X

2

)2n−1 si n > 0 (5.17)
Ω′

0(X) ∼ πX

2
(5.18)

5.2.2 Adaptation des formulesLa fontion S(ξ) fait intervenir deux intégrales qui néessitent un traitement numérique.La première intégrale (elle dé�nie selon la valeur prinipale de Cauhy) a don été modi�éegrâe à un hangement de variable ω = ku, puis par une intégration par partie, et en�n parun seond hangement de variable u = sin Ψ. La seonde intégrale, quant à elle, a été modi�éepar deux hangements de variables suessifs, ω = ikx puis x = ξu/k. Finalement, la fontion
S(ξ) s'érit de façon équivalente :
S(ξ) =

1

π
Pc

∫ π/2

−π/2
kR2 sin Ψ ln

∣∣∣∣sin Ψ − ξ

k

∣∣∣∣Ω
′
n

(
kR2 cos Ψ

)
dΨ ± iΩn

(
R2

√
k

2 − ξ2
)

+
∞∑

s=s0+1

log
k
′
ns + ξ

k
′
ns − ξ

+
i

π

∫ ∞

−∞
Ωn


R2k

√

1 +

[
uξ

k

]2

 du

(1 + u2)
(5.19)La fontion Ωn peut être déterminée de di�érentes manières. Pour la version atuellementprogrammée sur Matlab 7.0.1, ette fontion est implémentée diretement telle qu'elle estdé�nie ii. Dans e as, cos (Ωn) est disontinu.



108 Propagation guidée en onduit droit ouvert - Appliation à l'entrée d'air5.3 Validation et omparaison et ave d'autres préditions5.3.1 Fontion de diretivitéComparaison ave l'approximation de la membrane ba�éeLe alul exat des oe�ients de ré�exion (Éq. 5.8) et de la fontion de diretivité(Éq. 5.11) est déliat. On peut don le remplaer par une approximation. La solution laplus simple onsiste à reourir à l'approximation dite de la membrane ba�ée pour laquelleon onsidère que le onduit est intégré à un ba�e rigide d'étendue in�nie. On suppose alorsqu'un mode inident rayonne omme une membrane irulaire (ou annulaire) qui vibreraitave la vitesse aoustique axiale de e mode, et on néglige les ondes ré�éhies. On disposed'une expression analytique approhée pour le hamp rayonné, sous la forme [47℄ :
p′nj (R,Θ, t) =

iknj

2πR
Anje

−i(ωt−kR−nθ)π
(
R2

2 −R2
1

)
2


 fnj (r) kr sin ΘJ ′

n (kr sin Θ)
(
R2

2 −R2
1

) (
K2

nj − k2 sin2 Θ
)




R2

R1(5.20)Le tube d'entrée d'air est dans notre as un onduit à setion irulaire, l'équation 5.20est don onsidérée pour R1 = 0. Le module de la fontion de diretivité de la solution exate
f∗nj (Θ) peut ensuite être omparé au modèle du onduit ba�é. Dans toutes les visualisationsde fontions de diretivité qui suivent, le onduit est plaé sur le demi-axe à Θ = 180�.Les résultats (Fig. 5.3) montrent un très bon aord entre l'approximation et la solutionexate du onduit droit tant que l'angle de rayonnement reste notablement inférieur à 90 �. Enrevanhe la solution approhée s'éarte de la solution exate lorsque l'observateur s'approhedu ba�e (Θ = 90 �). De plus, l'approximation de la membrane ba�ée ne donne pas aèsà la propagation sous les angles supérieurs à 90 �. Elle ne peut don être utilisée en lieu etplae de la solution exate que si l'observateur reste en pratique à des angles inférieurs à 75 �.Comparaison ave des aluls numériques ACTRANUne étude numérique a été réalisée parallèlement à la thèse, a�n de valider la méthode etle ode de alul, en ollaboration ave la soiété Vibrate [45℄. Les aluls ont été e�etuésave le logiiel ACTRAN/TM [1℄. Le hamp sonore est érit sur la base d'un éoulementmoyen potentiel et inompressible et résout l'équation de Helmholtz onvetée. Une desrip-tion analytique est programmée pour la propagation modale dans les onduits. Les shémanumérique utilisé omprend des éléments �nis et in�nis, et le modèle est axisymétrique. Pourdes ontraintes d'implémentation numérique, le onduit est a�eté d'une épaisseur très faiblemais non nulle. Son extrémité est bizautée et le maillage y est ra�né (Figure 5.4). Le modèleet le maillage ont été hoisis a�n de représenter au mieux la on�guration du modèle analy-tique. Le domaine de alul s'étend sur plusieurs diamètres dans la partie interne du onduitet se termine par une setion droite où les onditions sont homogènes et où est imposée uneexitation modale. À l'extérieur, le domaine se prolonge au delà du onduit, qui est arti�-iellement terminé par un ulot. Cette partie du domaine a une in�uene négligeable sur lesrésultats.
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(d) n=10 - j=0Figure 5.3 � Module de la fontion de diretivité f∗nj (Θ) pour k0R2 = 18.65 (en dB) -Comparaison entre la théorie de Wiener-Hopf (trait plein) et l'approximation de la onduiteba�ée (pointillés)
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PSfrag replaements

Limite séparant le domained'éléments �nis et les éléments in�nis
Maillage ra�néExitation modale

Parois rigides
Axe de révolution

Figure 5.4 � Dé�nition de la on�guration et des onditions aux limites pour le alul desimulation numérique ACTRANLes omparaisons sont données sur la �gure 5.5 où le niveau en dB est traé pour une am-plitude d'exitation arbitraire mais identique dans les deux aluls. Les résultats analytiqueset numériques sont en très bon aord pour e qui est de la prédition des lobes de diretivitédans tous les as testés.5.3.2 Fateurs de ré�exionComparaison ave des solutions de référeneLors de la programmation de la formulation de Lordi et al. [30℄, des résultats surprenant ontété obtenus, onernant ertains fateurs de ré�exion en amplitude. En e�et, aux fréqueneslégèrement supérieures à la oupure, les amplitudes des fateurs de ré�exion dépassaient 1.Il a été véri�é qu'une autre programmation de la même formulation e�etuée par Lidoineet al. [29℄ menait à un onstat identique. Il semble don que des erreurs de retransriptionrendent la formulation de Lordi et al. disutable telle qu'elle est publiée, pour le aluls desoe�ients de ré�exion.Une omparaison ave d'autres formulations du même problème, disponibles dans la litté-rature, a don été e�etuée. Notamment des résultats omplets on été publiés par A.Snakowska& R.Wyrzykowski [46℄ pour les modes symétriques (n = 0− j = 0, 1, 2..., 5) ave une érituredi�érente de la solution de Wiener-Hopf. Ces résultats ne oïnident pas ave eux obtenus iiselon la formulation plus générale de Lordi et al. [30℄. Néanmoins, ils semblent plus onsistantsar ils respetent les lois de la physique ave des fateurs de ré�exion qui ne dépassent jamais1.Comparaison ave des aluls numériques ACTRAN/TMLes éarts préédemment observés justi�ent un reours au alul numérique pour prédireles oe�ients de ré�exions. Ces derniers sont enore déduits par le ode ACTRAN/TM. Une
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(a) n=0 - j=0 (b) n=2 - j=1

() n=1 - j=3Figure 5.5 � Module de la fontion de diretivité f∗nj (Θ) (en dB) - Comparaison entre lesprédiations analytiques (trait ontinu) et numériques (pointillés)
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(b) Amplitude des oe�ients de ré�exion du mode
(n = 40, j = 0) en fontion de k0R2. Comparaisonave les résultats de Lordi & HomizFigure 5.7 � Comparaison des résultats de la solution Wiener-Hopf ave les référenes [27, 30℄représentées par les symboles (+)
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Phase(�) (b) PhaseFigure 5.9 � Comparaison des fateurs de ré�exion alulés (trait ontinu) ave les résultatsde Snakowska [46℄ (+) (Amplitude (a) et phase (b)) - Mode inident (0, 2) en fontion de
k0R2grande di�érene a enore été observée entre la solution analytique et les résultats numériques(Fig. 5.10) et on�rme une erreur dans les expressions publié par Lordi et al..5.4 Modi�ations dans les formulesLes résultats indiquent que la formulation hoisie oïnide ave d'autres pour des aspartiuliers (ré�exion du mode inident sur lui-même) et s'en éartent dans des as plusgénéraux, e qui laisse supposer des erreurs d'indies. Des tests ont don étés menés pourproposer des orretions sans avoir à reprendre intégralement la formulation (très omplexe)d'origine. Une version orrigée de la formulation de Homiz & Lordi [30℄ est donnée dans eparagraphe sans démonstration.Pour les modes symétriques, la nouvelle expression proposée pour le oe�ient de ré�exion
R0jl est :

R0jl = −2
K0lk0j

K0j(k0j + k0l)
×

√√√√K2
0jR

2
2

K2
0lR

2
2

s0∏

s=06=j

k0s + k0j

k0s − k0j

s0∏

s=06=l

k0s + k0l

k0s − k0l

×e
1

2
[S(k0l)+S(k0j)] (5.21)

s0 désigne, omme préédemment, le rang du dernier mode radial passant. La fontion S nehange pas. La orretion onsiste à aluler tous les produits à partir de s = 0. De plus,le terme Jn(KnjR2)/Jn(KnlR2) doit être supprimé pour que les résultats oïnident ave lesourbes de référene [46℄ ou la validation numérique. L'aord obtenu est alors parfait pourtous les modes symétriques, à de petits éarts près sans onséquene.Des éarts substantiels non résolus persistent pour les modes non symétriques. Les premiersrésultats obtenus après le hangement dans les indiçages sont donnés sur la �gure 5.12. Onremarque que les ourbes sont identiques à une onstante près. Cette onstante peut êtredéterminée pour haque mode ré�éhi, et elle est attribuable à un fateur erroné onstantdans l'expression 5.8. Il semble �nalement que le rapport des fontions de Bessel soit le terme
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(d) n=2 - j=1Figure 5.10 � Module de Rnjl en fontion de k0R2 - Comparaison entre la solution numérique(pointillés) et le alul analytique (trait plein)
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(d) n=0 - j=3Figure 5.11 � Comparaison entre les résultats extraits de [46℄ (roix bleu) et le alul ana-lytique (rouge plein) - Modes (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3) en fontion de k0R2



116 Propagation guidée en onduit droit ouvert - Appliation à l'entrée d'airprinipalement inriminé ar la ré�exion du mode inident sur lui même reste orretementprédite. Les nouveaux résultats après realage sont donnés sur la �gure 5.13. Les oe�ientsde realage Bnl qui doivent remplaer les rapports de fontion de Bessel sont fournis dans letableau 5.1. La formulation des oe�ients de ré�exion est alors la suivante :
Rnjl = −2

Knlknj

Knj(knj + knl)
Bnl ×

√√√√K2
njR

2
2 − n2

K2
nlR

2
2 − n2

s0∏

s=06=j

kns + knj

kns − knj

s0∏

s=06=l

kns + knl

kns − knl

×e
1

2
[S(knl)+S(knj)]mode inident mode ré�éhi (n, 0) (n, 1) (n, 2) (n, 3) (n, 4)

n = 2 - j = 0 1 1.3 1.3 − −
n = 3 - j = 0 1 1.38 1.4 − −
n = 1 - j = 1 0.86 1 1.05 1.08 1.1

n = 1 - j = 3 0.87 1.04 1.03 − −
n = 1 - j = 2 0.87 1.04 1 1.05 1.08

n = 2 - j = 1 0.68 1 1.07 1.08 −Table 5.1 � Coe�ients de realage Bnl
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(d) n=3 - j=1Figure 5.12 � Comparaison entre ACTRAN (pointillés) et le alul analytique (trait plein)- Modes (1, 1), (2, 0), (3, 0) et (3, 1) en fontion de k0R2 - formulation initiale de Lordi et al.
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(d) n=3 - j=1Figure 5.13 � Comparaison entre ACTRAN (pointillés) et le alul analytique (trait plein) -Modes (1, 1), (2, 0), (3, 0) et (1, 3) en fontion de k0R2 - realage ave un terme multipliatif5.4.1 Bilan de puissaneAprès es modi�ations et a�n de onnaître l'erreur faite lors de la détermination desoe�ients de ré�exion et du fateur de diretivité, un bilan de puissane a été évalué. Ils'agit de véri�er que la puissane inidente est bien égale à la somme des puissanes transmise(rayonnée) et ré�éhie. Les aluls sont donnés ii sans éoulement.La puissane est dé�nie de la manière suivante :
W =

∫

(S)
I.ndS (5.22)ave I = p′ × v′∗., p′ étant la pression aoustique et v′, la vitesse aoustique.Pour un mode inident (n, j), les expressions des puissanes inidentes et ré�éhies sontdon les suivantes :

Wi =
2πA2

nj

ρc

∫ r

0
Jn(Knjr)

2rdr (5.23)
Wr =

∞∑

l=l1

∣∣P ∗
jnl

∣∣2 2πA2
nj

ρc

∫ r

0
Jn(Knlr)

2rdr (5.24)La puissane aoustique transmise est alulée par intégration de l'intensité rayonnée surune sphère d'éoute, selon l'expression du hamp lointain. L'intégration est faite de façon



118 Propagation guidée en onduit droit ouvert - Appliation à l'entrée d'airnumérique par la méthode des trapèzes.L'erreur relative est dé�nie omme la puissane résiduelle du bilan rapportée à la puissanede l'onde inidente. Les résultats obtenus grâe à e alul de puissane sont reportés dans letableau 5.2. Fréquene réduite mode (n, j) erreur relative
k0R2 = 0.9735 (0, 0) ǫ = 0.063%

k0R2 = 1.9469 (0, 0) ǫ = 0.567%

k0R2 = 2.9204 (0, 0) ǫ = 1.315%

k0R2 = 3.8938 (0, 0) ǫ = 1.749%

k0R2 = 4.8673 (0, 0) ǫ = 0.906%

k0R2 = 5.8407 (0, 0) ǫ = 1.173%

k0R2 = 9.7345 (0, 0) ǫ = 1.162%

k0R2 = 19.469 (0, 0) ǫ = 1.871%

k0R2 = 19.469 (0, 1) ǫ = 0.625%

k0R2 = 56.99 (0, 1) ǫ = 1.098%

k0R2 = 19.469 (0, 2) ǫ = 0.267%

k0R2 = 19.469 (0, 5) ǫ = 1.894%

k0R2 = 3.89 (1, 0) ǫ = 0.862%

k0R2 = 19.469 (2, 0) ǫ = 0.893%

k0R2 = 5.84 (2, 0) ǫ = 0.686%

k0R2 = 19.469 (5, 0) ǫ = 0.275%

k0R2 = 10.7 (2, 2) ǫ = 1.687%

k0R2 = 11.68 (2, 2) ǫ = 1.218%

k0R2 = 19.469 (2, 2) ǫ = 0.654%

k0R2 = 23.36 (2, 2) ǫ = 0.883%

k0R2 = 56.46 (40, 0) ǫ = 0.679%Table 5.2 � Bilan de puissane - Erreur relative entre la puissane inidente et la somme despuissanes rayonnée et ré�éhie, selon le modèle de Lordi et al. orrigé.On remarque que même à proximité des fréquenes de oupure des modes, l'erreur resteinférieure à 2%, e qui est aeptable ; elle pouvait approher les 7% avant les modi�a-tions apportées à la formulation. Finalement, les modi�ations sur les fateurs de ré�exiondes modes symétriques sont validées par omparaison ave les travaux d'A.Snakowska &R.Wyrzykowski [46℄ (on�rmés aussi par Rienstra [39℄). Les oe�ients donnés par les for-mules de Lordi & Homiz onservent une erreur pour les modes tournants, surtout importanteau voisinage des fréquenes de oupure des modes. Pour l'instant, es erreurs n'ont pas étéorrigées autrement qu'au oup par oup grâe à un realage sur un alul numérique. Uneorretion plus probante demanderait un nouvel examen de la proédure de résolution par latehnique de Wiener-Hopf, travail qui ne faisait pas partie du propos de la thèse. L'impat dee défaut est faible. Les erreurs n'a�etent en e�et que la ré�exion en extrémité du onduitd'entrée d'air et lorsque elle-i est notable, don au voisinage de la oupure d'un mode. Tantqu'un alul omplet de la transmission depuis les soures vers l'extérieur, omprenant desré�exions multiples aux di�érentes interfae, n'est pas mis en appliation, de telles erreurs neportent pas à onséquene. L'e�et majeur de la di�ration par l'extrémité, à savoir la strutu-



5.5 Conlusion 119ration du rayonnement en hamp lointain est orretement prédit par la formulation de Lordiet al.. Le modèle remplit don les objetifs prinipaux attendus dans le adre de ette thèse.5.5 ConlusionL'objetif de e hapitre était de aluler la propagation aoustique dans un onduit droità l'extrémité libre en prenant en ompte un éoulement débitant. L'étude a été menée à partirde la formulation analytique de Lordi et al. [30℄ fondée sur la tehnique de Wiener-Hopf. Aprèsdes omparaisons ave la littérature des doutes sont apparus sur la détermination des fateursde ré�exion, et des aluls numériques omplémentaires ont été menés sur ACTRAN/TM [45℄.Des orretions simples ont été proposées, à l'issue desquelles le résultat est validé pour lesmodes symétriques. La question de la orretion systématique pour les modes tournants resteouverte, mais elle peut être traitée par un alul numérique, à faire une fois pour toutes. Le mo-dèle realé est don utilisable omme dernier maillon d'un haînage ave les modèles proposésdans les autres hapitres, pour représenter la on�guration du ban d'essai du hapitre 2.
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Chapitre 6Vers un modèle global de lapropagation dans un ompresseurCe travail de thèse s'insrit dans une reherhe à plus long terme visant la mise en plaed'un modèle de propagation aoustique à travers un ompresseur entrifuge. La partiularitéde ette étude onsiste en son approhe modale. En e�et, tous les sous-modèles développés etprésentés dans les hapitres préédents sont basés sur le prinipe d'une déomposition modalequi vise à suivre l'évolution d'un mode le long de la géométrie. L'étape suivante onsisteraà oupler les sous-modèles développés. Elle n'a pas pu être réalisée totalement durant ettethèse mais le prinipe du haînage est dérit dans e dernier hapitre, omme une ouverturesur des perspetives ultérieures. À ette oasion, quelques proédures annexes néessairespour dérire la propagation sont dérites.Le modèle omplet devra fournir à l'utilisateur la fontion de transfert entre les soures etle bruit à l'extérieur d'un ompresseur entrifuge, et permettre alors de déterminer, au stadedu prédimensionnement, une on�guration à moindre bruit. Cette démarhe s'entend au sensde l'appliation de la transmission, indépendamment de l'amplitude des soures.6.1 Réapitulatif des sous-modèles développésL'étude onerne la propagation du hamp sonore produit par l'interation rotor/stator.Les di�érents sous-modèles présentés dans les préédents hapitres ou développés lors depréédentes études sont listés i-dessous, haun assoié à une géométrie simpli�ée.� Fig. 6.1(a) : Raordement entre le di�useur et la roue [42℄, visant à dé�nir une exitationaoustique à la périphérie.� Fig. 6.1(b) : Propagation dans les anaux inter-aubes (Chapitre 3)� Fig. 6.1() : Raordement entre la roue et le onduit d'entrée d'air (Chapitre 4)� Fig. 6.1(d) : Propagation dans le onduit d'entrée d'air et rayonnement (Chapitre 5)Chaque sous-modèle a été développé indépendamment et permet dans un premier tempsde omprendre et d'appréhender des phénomènes fondamentaux existant dans des on�gura-tions omplexes. En e�et, le hamp aoustique engendré par les soures de bruit rotor/statorest restruturé par la géométrie des anaux et l'éoulement qui y transite. Ces phénomènes ontété dérits dans le hapitre 3. L'objetif �nal de l'étude est la oneption d'un ompresseur à
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Figure 6.1 � Di�érentes étapes de la propagation modale dans un ompresseur et sous-ensembles géométriques simpli�és pour la modélisation. Les �èhes épaisses représentent lesondes prises en ompte dans la version atuelle du modèle.



6.2 Prise en ompte d'une ogive 123moindre bruit. Les hoix de nombres de pales ou d'aubes qui in�uenent diretement la géomé-trie des anaux peuvent être proposés puis étudiés a�n d'agir si possible sur les modes a�etésd'une transmission maximale. La reomposition du hamp aoustique total a été étudiée dansle hapitre 4. Les e�ets de l'éoulement, de la hauteur et du nombre de anaux ont été obser-vés et impatent l'énergie ré�éhie ou transmise en entrée d'air. Une étude paramétrique, enaord ave l'aérodynamique, permettra don de hoisir la géométrie la plus apte à minimiserle remontée d'énergie aoustique en entrée d'air. La dernière partie est la propagation dansun onduit droit et son rayonnement à l'extérieur (hapitre 5). Le rayonnement aoustiqueà l'extérieur montrerait des lobes de diretivité maximale en fontion des modes dominants.On peut don herher à éviter le rayonnement diret sur les points de maintenane, où unertain niveau de bruit maximum ne doit pas être dépassé.6.2 Prise en ompte d'une ogiveUn haînon supplémentaire peut être ajouté au modèle lors du raordement à l'entrée durouet pour tenir ompte de l'ogive équipant ertains ompresseurs. L'ogive améliore l'éoule-ment et assure une transition géométrique ontinue entre une setion annulaire et une setionirulaire. Les développements donnés par Rienstra et Ovenden [38, 33℄ ont été repris tels quelsà ette �n. Les équations ont été érites au paragraphe 3.3.2. L'e�et d'une ogive est illustréii à travers un exemple [22℄. La setion annulaire est progressivement élargie en onservantle rayon extérieur R2 et en réduisant le rayon intérieur R1 jusqu'à 0. Cet e�et géométriquetend à abaisser les fréquenes de oupure, e qui peut rendre passant un mode initialementoupé. Le mode ontribue alors au hamp aoustique à l'extérieur et doit être pris en ompte.Un mode initialement passant peut, éventuellement, être oupé par l'e�et d'une aélérationde l'éoulement débitant a ontratio de la propagation aoustique. Cependant, dans l'entréed'air du type de ompresseur entrifuge étudié ii, les nombres de Mah ne sont en général passu�sants pour permettre ette on�guration. Il est plus probable qu'un mode oupé deviennepassant du fait de la géométrie. Un résultat qualitatif est montré sur la �gure 6.2. Le rap-port de moyeu du �té annulaire est R1/R2 = 0.5, la fréquene adimensionalisée est hoisie à
k0R2 = 13 et le nombre de Mah en entrée d'air vaut 0.3.Sur la �gure 6.2, le mode (4,2) est imposé ave une amplitude arbitraire en x/R2 = −0.5.Initialement oupé, il devient passant au niveau du repère vertial en x/R2 = 0.1. La transitions'opère su�samment près de la soure pour que le mode ne puisse pas être ignoré dans ladesription du hamp au delà.6.3 Changements de bases modalesLe prinipe du haînage des sous-modèles onsiste à de onsidérer la sortie de l'un ommel'entrée de l'autre. Cette étape n'est pas toujours immédiate, omme lors du raordemententre les anaux inter-aubes et le onduit d'entrée d'air. En e�et, les bases modales sur les-quelles sont projetées les ondes aoustiques ne sont pas les mêmes. C'est pour ette raisonqu'il a été néessaire d'e�etuer quelques véri�ations, à savoir s'il était pratique de projeterune base de osinus sur des fontions de Bessel ou inversement.
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Figure 6.2 � Partie réelle du potentiel aoustique dans l'entrée d'air d'un ompresseur entri-fuge pour un mode oupé qui devient passant au niveau du repère en x/R2 = 0.1. k0R2 = 13.Éoulement vers la gauhe, mode se propageant vers la droite.En e�et, la setion exate d'un anal inter-aubes en entrée de rouet est un seteur angulairequi s'aorde ave des modes en osinus dans la diretion angulaire et des fontions de Besseldans la diretion radiale. Pour les besoins de la résolution au hapitre 3, la même setiona été assimilée à un retangle. Les deux desriptions sont ompatibles dans le sens où lesonditions aux limites en r = R1 et r = R2 peuvent être satisfaits aussi bien par les fontionsde Bessel que par les osinus. En revanhe le raordement sur le onduit d'entrée d'air se faitnaturellement en oordonnées ylindriques ave une formulation sur la base des fontion deBessel.Pour le haînage envisagé, il est don néessaire de projeter la base de fontions osinussur une base de fontions de Bessel, et vie versa.Les équations de projetion sont les suivantes :
cos

(
pπ(R2 − r)

R0

)
=

∞∑

m=0

Amfnim(r),

ni étant �xé par l'ordre du mode azimutal, et
Am =

∫ R2

R1

fnim(r) cos

(
pπ(R2 − r)

R0

)
rdr

Les résultats donnés sur la �gure 6.3 montrent que les fontions osinus peuvent êtreapprohées par une base de fontions de Bessel dès lors que l'ordre du osinus est supérieurà 0, 'est-à-dire que l'amplitude modale n'est plus uniforme dans la setion. Sur la �gure 6.3,seul une dizaine de oe�ients Am ont su�t.
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Figure 6.3 � Comparaison entre les fontions osinus (trait ontinu) et leur projetion surune base de fontions de Bessel (trait pointillé)6.4 Le ouplageLe prinipe de ette étude est de suivre l'évolution des modes réés au niveau du di�useurjusqu'à leur rayonnement à l'extérieur du ompresseur. Cette propagation est shématisée surla �gure 6.4 [23℄. Les ondes sonores prises en ompte dans un premier temps sont représentéesen trait plein, les ondes qui sont pour l'instant ignorées apparaissent en pointillés.Le ouplage entre les sous-modèles est a priori exéuté en utilisant un proessus de as-ade : haque modèle résout les équations de ontinuité d'une interfae et le résultat d'unpremier modèle est pris omme entrée du suivant. Cependant, il faut souligner que haque ra-ordement produit des ondes additionnelles ré�éhies et transmises. En onséquene, haqueinterfae ouple quatre sommes in�nies d'ondes, les ondes se propageant ontre l'éoulementet dans la diretion de l'éoulement et ela des deux otés du raordement. Dans les sous-modèles pris indépendamment, seuls trois systèmes d'ondes inidentes, ré�éhies et transmisessont étudiées. Le haînage omplet demandera un travail supplémentaire pour ré-érire toutesles équations en rajoutant le quatrième groupe d'ondes. Par exemple, le raordement à l'en-trée de la roue a été développé en prenant en ompte un mode unique se propageant dans lesanaux inter-aubes depuis le di�useur (Chapitre 3). Le proédé de raordement fournit lesmodes ré�éhis dans les anaux inter-aubes et les modes transmis dans le onduit d'entréed'air. Les ondes ré�éhies devraient être prises en ompte jusqu'au di�useur où elles seraientà nouveau ré�éhies dans les anaux et transmises à la périphérie. Les ré�exions seondairesdoivent don être ajoutées dans la dé�nition des ondes inidentes du sous-modèle de raor-dement. Toutes es modi�ations ne hangent pas la résolution des équations de départ maisaugmentent seulement la taille et/ou le ontenu des matries à inverser.Pour un meilleur suivi des ondes, les équations peuvent également être résolues par un
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Figure 6.4 � Shéma de la on�guration modélisée : ompresseur entrifuge ave une ogiveet un onduit d'entrée d'air droit. Les �èhes en pointillés ne sont pas onsidérées dans laversion atuelle du modèle.proédé itératif, omme suit :� une première onde inidente est onsidérée sur une interfae en ignorant toute ré�exionvenant d'une autre interfae,� les ondes ré�éhies et transmises à partir de ette première approximation sont dondéterminées,� les ondes seondaires ré�éhies en sont déduites en résolvant les équations à la seondeinterfae.� Ces nouvelles ondes redé�nissent alors les ondes inidente sur la première interfae, etainsi de suite.On s'attend à e qu'un tel proédé itératif onverge rapidement puisqu'il reproduit la hro-nologie de la propagation des modes. Pour un premier ouplage, des approximations peuventêtre aeptées. Typiquement, les modes d'ordre élevé évoluant dans un onduit ylindriquesont onnus pour être fortement ré�éhis en bout de onduit seulement pour une fréquenejuste supérieure à leur fréquene de oupure, alors que dans les autre as, ils sont presqueintégralement transmis. Par onséquent en première instane les ondes ré�éhies par l'extré-mité du onduit d'entrée d'air (�èhes �nes sur la �gure 6.1) peuvent être négligées devantles ondes transmises (�èhes épaisses).Les ouplages entre les sous-ensembles des �gures 6.1(a) et 6.1(b) ainsi que les �gures 6.1()et 6.1(d) restent à mettre en plae. Aujourd'hui, seul le ouplage entre la propagation dansles anaux et le raordement en entrée de rouet est implémenté.



6.5 Exemple de stratégie 1276.5 Exemple de stratégieUn exemple d'appliation est esquissé dans e paragraphe pour le ouplage entre la pro-pagation dans les anaux et le raordement ave l'entrée d'air. La méthode est pour l'instantinomplète mais elle permet de omparer deux arhitetures de ompresseurs entrifuges.L'objetif est de montrer l'impat d'un hangement du nombre d'aubes V du di�useur. Lagéométrie de la roue du ompresseur n'est pas hangée. Bien que les sous-modèles aient leurslimites, l'outil peut être utilisé d'un point de vue omparatif. En e�et, pour rappel, la pro-pagation dans les anaux inter-aubes néglige les ouplages inter-modaux et le raordementmodal ne prend pas en ompte pour l'instant l'e�et de la rotation.Les ondes spirales réées par l'impat des sillages de la roue sur les aubes du stator sontdérites sur une base de fontions angulaires exp (inθ), n étant le mode azimutal foré en deuxdimensions dans l'espae lisse. Si l'on néglige l'e�et de réseau en périphérie en supposant quel'exitation entre en totalité dans le rouet, une première évaluation des modes exités dans laroue peut être obtenue en projetant exp (inθ) sur une base de osinus. La projetion s'éritdon
einθ =

∞∑

m=0

Am cos

(
mBθ

2

)et
Am =

B

(π(1 + δ0m))

∫ 2π/B

0
einθ cos

(
mBθ

2

)
dθLes deux on�gurations onsidérées pour l'exemple sont :� B = 17 - V = 19. Le mode prinipal foré par l'interation rotor/stator est le mode

−2, la fréquene de passage des pales est 9350 Hz. La fréquene de propagation dans lerepère relatif est hangée par l'e�et Doppler, elle vaut FPP − 2 ∗Ω/60 = 8250 Hz pourune rotation Ω de 33000 tr/min. Seul le mode plan se propage alors dans le anal. Aprèsprojetion sur la base osinus, l'amplitude relative du mode plan est A0 = 0.91 − 0.35i.� B = 17 - V = 21. Le mode prinipal foré par l'interation rotor/stator est maintenantle mode −4, la fréquene de passage des pales est toujours 9350 Hz. La fréquene depropagation dans le repère relatif vaut FPP −4∗Ω/60 = 7150 Hz pour la même vitessede rotation du rouet Ω = 33000 tr/min. De nouveau, seul le mode plan se propage dansle anal. Cette fois, son amplitude relative est A0 = 0.67 − 0.61i.Le mode plan est alors propagé pour les deux on�gurations dans les anaux selon lemodèle du hapitre 3. La projetion des fontions osinus sur une base de fontions de Besselest ensuite appliquée pour déterminer les amplitudes des modes inidents selon la desriptionen oordonnées ylindriques. Les artographies de pression �utuante sont données en�n dansl'entrée d'air sur les �gures 6.5(a) et 6.5(b) après résolution des équations de raordement.Sur es �gures, on remarque que les modes exités en priorité du oté de la périphériesont retrouvés omme modes dominants en entrée d'air. La on�guration 1 ave 17 pales et 19aubes semble être la moins bruyante après propagation dans les anaux, bien que l'amplitudede l'exitation soit plus importante que pour la on�guration 2. Cependant, ette on�gu-ration donne la possibilité au mode (0, 1) de se propager également dans les anaux alorsque la on�guration 2 permet uniquement au mode fondamental de se propager. Une possibleonversion modale, non simulée ii, peut don remettre es onlusions préliminaires en ause.
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(a) 1ère on�guration B = 17 - V = 19 (b) 2ème on�guration B = 17 - V = 21Figure 6.5 � Champ de pression aoustique en entrée d'air pour deux on�gurations à om-parer. L'éhelle de ouleur (niveaux arbitraires) est identique.6.6 ConlusionCe hapitre dressait l'ébauhe du ouplage néessaire entre les modèles partiels pour abou-tir à un modèle omplet. Chaque modèle doit enore être amélioré indépendamment mais leouplage d'ores et déjà réalisé rend possible une omparaison entre des on�gurations deompresseurs entrifuges. Une étude supplémentaire est néessaire pour poursuivre ette miseen plae. Des études paramétriques pourront ensuite être e�etuées pour prendre en omptel'impat des hangements géométriques sur la propagation aoustique des soures de bruitrotor/stator d'un ompresseur entrifuge.



ConlusionL'objetif de e travail de thèse était de mettre en plae un outil d'aide au pré-dimensionne-ment aoustique des ompresseurs entrifuges subsoniques développés par Liebherr AerospaeToulouse. En e�et, les arhitetures atuelles des systèmes de onditionnement d'air sont enphase d'évolution pour des raisons éonomiques mais également environnementales. Cetteremise en question des arhitetures fait également évoluer les soures de bruit réées par lessystèmes. Les ompresseurs entrifuges deviennent alors une soure de bruit prépondérante ausol lors des opérations de maintenane. Plus préisément, la soure de bruit dominante dansun ompresseur entrifuge est due à l'impat des sillages du rotor sur les aubes du stator. Lesondes aoustiques alors réées peuvent se propager le long de la géométrie du ompresseur enremontant l'éoulement jusqu'à l'entrée d'air pour rayonner à l'extérieur.Le premier objetif de e travail a don onsisté à on�rmer que les soures de bruitrotor/stator rayonnent bien à l'extérieur. Un essai a été mis en plae dans e but. Il om-prend une virole tournante équipée de mirophones plaée à l'extrémité d'un onduit droiten entrée d'air. La virole permet de réupérer les �utuations de pression en paroi et aprèspost-traitement les modes angulaires propagés depuis le ompresseur vers l'extérieur. Selonles onditions de fontionnement du ompresseur, les modes réupérés en entrée d'air sontdi�érents. Cependant, pour des vitesses de rotation prohes du point de dimensionnementaérodynamique du ompresseur, les modes réés par la soure de bruit rotor/stator sont lai-rement présents lors des mesures réalisées. Cet essai a don permis de valider l'hypothèse dedépart.Le bruit produit par les soures se propage alors dans les anaux inter-aubes. La géométrieest omplexe et y dérire la propagation aoustique peut s'avérer déliat par des méthodesanalytiques. Les anaux sont don simpli�és pour mener à bien la mise en plae d'un ou-til permettant de omprendre le omportement des ondes aoustiques dans un ompresseur.Di�érentes méthodes analytiques ont été approhées, le hoix �nal s'est porté sur une mo-délisation modale pour les onduits ourbés à setion variable retangulaire. Un éoulementtenant ompte de la giration y est ajouté. La validation de e modèle par omparaison ave unlogiiel ommerial montre l'importane des ouplages inter-modaux lors de la propagationaoustique dans de telles géométries, ouplage non pris en ompte dans le modèle développé.Les ondes aoustiques se reomposent ensuite à la sortie des anaux. Un modèle de raor-dement modal entre les anaux inter-aubes et le onduit d'entrée d'air est développé à partirdes travaux de la théorie des réseaux életromagnétiques. L'outil est déliné en deux puisen trois dimensions selon deux tehniques équivalentes et validées par un bilan de puissane.Cette méthode permet de prendre en ompte un éoulement débitant ou un éoulement tan-



130 Vers un modèle global de la propagation dans un ompresseurgentiel. La ombinaison des deux éoulements est un point atuellement ouvert et néessitedes développements supplémentaires.Pour �nir et pouvoir déterminer le rayonnement aoustique des ompresseurs entrifugesà l'extérieur, le hoix a été de mettre en plae un outil de propagation en onduit droit àextrémité libre. En e�et, les ompresseurs entrifuges sont généralement équipés de gamellesd'entrée d'air dont la géométrie varie selon l'enombrement dans l'avion. A�n de déterminerune fontion de transfert propre au ompresseur, un onduit droit a été supposé en lieu etplae. L'étude est menée à partir de la tehnique de Wiener-Hopf. Cette formulation analytiquebien onnue a été mise en doute à propos des fateurs de ré�exion. Des orretions simplesont été proposées, le résultat est maintenant validé pour les modes symétriques. La questionreste ouverte pour les modes tournants.Dans la dernière étape, les modèles ont été partiellement ouplés a�n de pouvoir déter-miner une fontion de transfert globale. La fontion de transfert globale permettra de lasserles di�érentes géométries possibles pour dé�nir un ompresseur � à moindre bruit �. Cettedernière étape n'a pas pu être �nalisée dans sa totalité, mais les premiers résultats partielssont enourageants.PerspetivesBien que les sous-modèles proposés permettent d'ores et déjà de omprendre la propagationaoustique dans toutes les géométries traitées, des études supplémentaires sont néessairespour �naliser le travail.En e�et, la propagation dans les anaux inter-aubes ne prend atuellement pas en ompteles ouplages inter-modaux qui s'avèrent très importants lorsque la ourbure est forte. Ilfaut don déterminer la possibilité d'ajouter e ouplage à la méthode atuellement hoisie.Aujourd'hui, le alul permet de propager indépendamment haque mode dans la géométriedes anaux simpli�ée. De plus, la torsion des anaux est atuellement négligée. La possibilitéd'ajouter e paramètre aux développements analytiques est envisageable moyennant de lourdsaluls, si l'on a reours à l'approhe multimodale.Dans leur état atuel, les raordements modaux ne donnent pas la possibilité de ouplerla rotation des anaux ave une vitesse débitante. Une extension des onditions de ontinuitéentre les deux domaines reste à mettre en plae.Le ouplage global des modèles reste à �naliser. Il sera e�etué au ours des prohains moisau sein de Liebherr Aerospae Toulouse. Par ailleurs, de nouveaux essais sur des ompresseursentrifuges auront lieu a�n de valider et outil et de le rendre utilisable au stade de pré-dimensionnement aérodynamique et aoustique.Une étude supplémentaire sur les ompresseurs entrifuges multi-étages peut être intéres-sante, a�n de déterminer si les soures de bruit des étages supérieurs peuvent remonter jusqu'àl'entrée d'air mais ette extension semble di�ile sur des bases analytiques.



Annexe ADé�nition des oe�ients denormalisation des fontions de BesselLa normalisation est hoisie telle que :
∫ R2

R1

f2(r)rdr = 1. (A.1)Les oe�ients Nnp, cos (τnp) et sin (τnp) ont été hoisis de telle sorte qu'ils permettent d'éviterles disontinuités. Ils valent :
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Annexe BCaluls des produits salaires
B.1 Calul de la première intégraleSi µ 6= ±l :

∫ 2π
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)
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= 0Si µ = ±l 6= 0 :
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B.2 Calul de la seonde intégraleSi αsR 6= ±µB
2 :
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B.2 Calul de la seonde intégrale 135Si αsR = 0 & µB
2 6= 0 :

∫ 2π
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Annexe CÉriture des équations de ontinuitéde la pression et du déplaementrelatif axialLes onditions herhées sur l'interfae entre l'entrée d'un réseau de anaux et un milieu enéoulement oblique doivent être ompatibles ave la onservation de l'énergie. On ne onsidèredon auun e�et dissipatif sur les ondes aoustiques. Soit η la fontion dé�nissant l'évolutionde l'interfae située en x = 0 au repos, on érit don x = η (z, t). On introduit la fontion gdé�nie telle que g = x− η (z, t). Conernant le �uide en amont (dans les anaux), on a :
dg

dt
= 0

∂g

∂t
+ Vsgradg = 0 (C.1)ave Vs, la vitesse totale du �uide dans les anaux. Pour le �uide en aval (dans le onduitd'entrée d'air),
dg

dt
= 0

∂g

∂t
+ Vgradg = 0 (C.2)ave V, la vitesse totale du �uide dans le onduit d'entrée d'air.L'équation C.1 devient :

−∂η
∂t

+ Vsn − Vsz

∂η

∂z
= 0L'équation C.2 devient quant à elle :

−∂η
∂t

+ Vn − Vz
∂η

∂z
= 0On peut maintenant dé�nir les vitesses Vs et V .



138 Ériture des équations de ontinuité de la pression et du déplaement relatifaxialLa omposante normale de la vitesse du �uide dans les anaux vaut Vsn = v′sn
, sa om-posante tangentielle est égale à Vsz = v′sz

. Pour le �uide dans le onduit d'entrée d'air, laomposante normale vaut Vn = v′n et la omposante tangentielle, Vz = v′z − ΩR0.On peut alors érire :
−∂η
∂t

+ v′sn
− v′sz

∂η

∂z
= 0

−∂η
∂t

+ v′n − v′z
∂η

∂z
+ ΩR0

∂η

∂z
= 0Après avoir simpli�é les termes d'ordre 2, et en ombinant les deux dernières équations,on trouve :

v′sn
= v′n + ΩR0
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∂zDe plus, η =
∫
v′ndt = 1

−iωm
v′n, on a don :
v′sn

= v′n + ΩR0
∂
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(
1

−iωm
v′n

)Les vitesses normales du �uide dans les anaux et à l'extérieur peuvent être érites de lamanière suivante :
v′n = gradφt.x
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)Il s'agit maintenant de déterminer ωm :
dη

dt
= v′n

=
∂η

∂t
− ΩR0

∂η

∂zave η = −v′n/iωmOn en déduit don la valeur de ωm :
ωm = ω + ΩR0αs



139Finalement,
v′sn

= v′n + ΩR0
−1

iωm
iαsv

′
n

= v′n
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)L'équation symbolisant la ontinuité des déplaements peut maintenant être érite pour
m = 0 :
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)Plusieurs simpli�ations sont possibles. Tout d'abord les hangements de variable z = R0θet a = 2πR0/B, puis le produit de l'équation obtenu par cos (µBθ/2) et l'intégrale entre 0 et
2π/B onduisent pour x = 0, à
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Les nouvelles équations de ontinuité, sont alors :
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)où ωm = ω + ΩR0αs et Λµ
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reste dé�ni par l'équation 4.7.Ces résultats sont repris dans le paragraphe 4.2.4.
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Annexe DLois de onservation de la masse et dela quantité de mouvement au passaged'une surfae de disontinuitéD.1 IntrodutionL'ériture des onditions de raordement de pression et de vitesse normale, ou de pressionet de déplaement aoustique à l'interfae entre les anaux de la roue et l'entrée d'air ne donnepas de résultats orrets lorsque l'on onsidère la ombinaison d'une vitesse débitante et dudé�lement des anaux orrespondant à la rotation. D'après Bruneau [6℄, on dispose d'équationstraduisant les lois de onservation de la masse et de la quantité de mouvement au passaged'une surfae de disontinuité qui peuvent être reprises pour répondre à notre problématique.Elles sont don exposées ii, en tant qu'élément pour aider à étendre les équations lassiquesde raordements.Considérons un petit volume de ontr�le qui englobe une interfae sur laquelle la vitessemoyenne du �ux hange de diretion (Fig. D.1).PSfrag replaementsa i r t
V (1)

V (1)

V (2)

V (2) nN −ΩR0

z

x

Figure D.1 � Surfae de ontr�le élémentaire pour l'établissement des onditions de saut surune surfae de disontinuité �uide



142 Lois de onservation de la masse et de la quantité de mouvement au passaged'une surfae de disontinuitéD.2 Équations sur le hamp moyenLes parties latérales de la surfae de ontr�le sont alignées ave la vitesse moyenne et lessetions d'entrée et de sortie du �ux alignées ave l'interfae. Si l'on essaie d'appliquer leslois fondamentales de la dynamique en faisant tendre vers zéro le volume de ontr�le, on doitonsidérer que le hangement brusque de diretion de vitesse se fait par l'intermédiaire d'unpassage à la limite, via un oude de ourbure progressive dont on fait tendre le rayon vers zéro.Cette ourbure n'est pas physique sans l'ajout d'une fore équivalente à une injetion latéralede quantité de mouvement. on onsidère don une fore donnée de omposante F selon z.Le théorème intégral de la quantité de mouvement s'érit don, en omettant tout e�etvisqueux :
∫

Σ
ρ(V · n)V dΣ = −

∫

Σ
PNdΣ + FEn notant V j

x,z les omposantes de vitesse projetées sur les deux axes, on obtient le systèmed'équations :
ρ(2)V (2)

x
2 − ρ(1)V (1)

x
2

= P (1) − P (2)

ρ(2)V (2)
x V (2)

z − ρ(1)V (1)
x V (1)

z = F̃où F̃ est une fore appliquée par unité de surfae. De plus, V (1)
z = 0 et le bilan de masse àtravers la surfae de ontr�le vaut ρ(2)V

(2)
x = ρ(1)V

(1)
x .On a don :

P (2) − P (1) + ρ(2)V (2)
x (V (2)

x − V (1)
x ) = 0

ρ(2)V (2)
x V (2)

z = F̃On note que la fore F̃ s'annule lorsque la omposante V (2)
z est nulle, 'est-à-dire lorsqu'iln'y a pas de déviation du �ux, et lorsque la omposante V (2)

x est nulle, 'est-à-dire lorsque le�ux est rasant et seulement présent dans le demi-espae noté (2).D.3 Équations aux perturbationsAppliquons à présent le théorème de la quantité de mouvement et la loi de onservationde la masse en régime instationnaire, un hamp �utuant étant superposé au hamp moyen.Le bilan intégral de quantité de mouvement s'érit :
∫

Θ

∂(ρV )

∂t
dΘ +

∫

Σ
ρ(V · n)V dΣ = −

∫

Σ
PNdΣ + Foù Θ désigne le volume de ontr�le. Le bilan de masse quant à lui vaut :

∫

Θ

∂(ρ)

∂t
dΘ +

∫

Σ
ρ(V · n)dΣ = 0Faisons tendre le volume de ontr�le vers zéro en distinguant le hamp moyen par un indie



D.4 Appliation au réseau de anaux 1430 et en notant le hamp �utuant en minusule. Après linéarisation et après avoir retranhéle bilan sur le hamp moyen du bilan total, on obtient pour la quantité de mouvement :
ρ
(2)
0 v(2)

x V
(2)
0 + ρ(2)V (2)

x V
(2)
0 + ρ

(2)
0 V (2)

x v(2) + p(2)ex

= ρ
(1)
0 v(1)

x V
(1)
0 + ρ(1)V (1)

x V
(1)
0 + ρ

(1)
0 V (1)

x v(1) + p(1)ex + f̃ezoù f̃ est un terme �utuant. L'équation de bilan de masse donne :
ρ
(2)
0 v(2)

x + ρ(2)V (2)
x = ρ

(1)
0 v(1)

x + ρ(1)V (1)
xAprès projetion des équations sur les deux axes x et z et en posant Q0 = ρ0Vx et

q = ρ0vx + ρVx, on a :
Q0(v

(2)
x − v(1)

x ) + q(V (2)
x − V (1)

x ) + (p(2) − p(1)) = 0

Q0(v
(2)
z − v(1)

z ) + qV (2)
z = f̃Dans le as partiulier où la densité moyenne reste onstant, le bilan de masse à traversla surfae de ontr�le ρ(2)V

(2)
x = ρ(1)V

(1)
x se simpli�e et donne V (2)

x − V
(1)
x = 0. Il en déouleégalement l'égalité des pressions moyennes.Conernant les équations de perturbations, il peut y avoir plusieurs façons d'imposer desonditions de raordement dans notre on�guration. Les hypothèses de travail que nous avonspris pour poursuivre le développement sont les suivants :� de part et d'autre de l'interfae, la élérité du son reste identique,� les �utuations de densité (purement aoustiques) sont proportionnelles aux �utuationsde pression p = c20ρ,� on suppose le terme �utuant f̃ nul.On obtient alors les équations qui suivent :

(p(2) − p(1)) + ρ0Vx(v(2)
x − v(1)

x ) = 0

ρ0Vx(v
(2)
z − v(1)

z ) + ρ0V
(2)
z (v(2)

x − v(1)
x ) = 0à partir desquelles on peut généraliser les équations de raordement.D.4 Appliation au réseau de anauxA�n de résoudre le problème posé durant l'étude, on érit les potentiels aoustiques ini-dents, ré�éhi et transmis omme préédemment. Les quantités dont on impose la ontinuitésont don :

p+ ρ0Vxvx et Vxvz + V (2)
z vxL'équation de Helmholtz devient :
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0φ = 0équation pour laquelle les nombres d'onde des solutions fondamentales ont pour expressions :
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β2On herhe maintenant à obtenir p(1), p(2), Vx, V (2)
z , v(1)

x ,v(2)
x ,v(1)

z et v(2)
z . On érit Vx =

Mc0 et V (2)
z = ΩR0. p(1) est la somme des pressions aoustiques inidente et ré�éhie tandisque p(2) est la pression aoustique transmise. De la même façon, v(1)

x est la somme des vi-tesses normales aoustiques inidente et ré�éhie, v(1)
z est la somme des vitesses tangentiellesaoustiques inidente et ré�éhie, v(2)

x est la vitesse normale aoustique transmise et v(2)
z estla vitesse tangentielle aoustique transmise.Ces valeurs ont été alulées de la même manière que dans le orps du manusrit etimplémentés grâe à la tehnique de projetion modale. Les tests e�etués à partir de etteméthode donnent des résultats qui ne sont pas physiques. Il est néessaire pour trouver unesolution à ette problématique d'y travailler spéi�quement.



Annexe ECalul de la puissane et de l'erreurrelativeLe alul de la puissane est érit ii pour l'onde inidente, les puissanes des autres ondessont alulées de la même manière.La puissane d'une onde est dé�nie de la manière suivante [19℄ :
W =

∫

(S)
I.ndS

I =
1

2
Re

{(
p

ρ0
+ U.u

)
×
(
ρ0u + ρ′U

)∗
}

U étant la vitesse de l'éoulement, et :
p = −ρ0

(
∂Φ

∂t
+ UgradΦ

)
u = ∇Φ ρ′ =

p

c20On a don :
I =

1

2
Re

{[
−
(
∂Φi

∂t
+ UgradΦi

)
+ UgradΦi

]
×
[
ρ0gradΦi −

ρ0

c20

(
∂Φi

∂t
+ UgradΦi

)
U

]∗}Ave :
gradΦi =

(
∂Φi

∂x
x

)
,

(
∂Φi

∂z
z

)De plus, par onvention, la dépendane temporelle des hamps est supposée en e−iωt. Onobtient alors :
∂Φi

∂t
= −iωΦiLe veteur normal n est orienté suivant x. I.n a la forme suivante :
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I.n =

ρ0

2
Re

{
ωΦi ×

[(
kni

− ω

c20
U − U2

c20
kni

)
× Φi

]∗}

=
Z0

2
Re
{
k0Φi ×

[(
kni

(
1 −M2

)
− k0M

)
× Φi

]∗}On obtient don après intégration les anaux les expressions suivantes :
Wi =

Z0

2
Re

{
k
[
kni

(
1 −M2

)
− kM

]∗
eikni

x
(
eikni

x
)∗

×
∥∥∥∥
aB si ni = 0
aB
2 sinon ∥∥∥∥

}

Wr =

∞∑

n=0

Z0

2
Re

{
Am

n (Am
n )∗ k

[
−kn

(
1 −M2

)
− kM

]∗
e−iknx

(
e−iknx

)∗
×
∥∥∥∥
aB si ni = 0
aB
2 sinon ∥∥∥∥

}

Wt =

∞∑

s=−∞

Z0

2
Re
{
Bs (Bs)

∗ k
[
Ks

(
1 −M2

)
− kM

]∗
eiKsx

(
eiKsx

)∗
aB
}



Annexe FTehnique de propagationmultimodale - Développement desalulsIi sont développés les aluls permettant d'implémenter la méthode de propagation mul-timodale :Les équations de onservation de la masse et de la quantité de mouvement donnent aprèsadimensionnalisation de P par ρ0c0 et simpli�ation :
Vx = − 1

ik

∂P

∂x
(F.1a)

Vy = − 1

ik

∂P

∂y
(F.1b)

Vs = − 1

ik

1

hs

∂P

∂s
(F.1)

− ikP = − 1

ik

[
∂2

∂x2
P +

∂2

∂y2
P

]
+

1

hs

∂Vs

∂s
− 1

hs

∂hs

∂x

1

ik

∂P

∂x
− 1

hs

∂hs

∂y

1

ik

∂P

∂y
(F.2)De plus, P et Vs sont érits sur la base des fontions propres au onduit (3.3.1 et 3.3.1).Les équations F.1 et F.2 s'érivent alors ainsi :

−ikhs
tΨV =

∂tΨP

∂s
(F.3a)

−iktΨP = −
[
∂2tΨ

∂x2
+
∂2tΨ

∂y2

]
P

ik
+

1

hs

∂tΨV

∂s
− 1

hs

(
∂hs

∂x

∂tΨ

∂x
+
∂hs

∂y

∂tΨ

∂y

)
P

ik
(F.3b)Il ne reste plus qu'à projeter es équations sur la base des fontions propres. Les alulsnéessaires pour obtenir le résultat souhaité sont lourds mais ils ne présentent pas de problèmepartiulier. Les aluls sont développés dans la suite.Tout d'abord pour l'équation F.3a, la projetion sur les modes propres donne :
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∫∫

xy
−ikhs

tΨVΨdxdy =

∫∫

xy

∂tΨP

∂s
Ψdxdyou enore :

E1 =

∫∫

xy
−ikhsΨmnΨm′n′V sdxdy =

∫∫

xy

∂Ψm′n′P

∂s
Ψmndxdy (F.4)De plus,

∫∫

xy

∂Ψm′n′P

∂s
Ψmndxdy =

∫∫

xy

∂ΨmnPΨm′n′

∂s
dxdy

︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫∫

xy
Ψm′n′P

∂Ψmn

∂s
dxdy

︸ ︷︷ ︸
I2Le théorème de Leibniz donne l'égalité suivante :

∫ ri

re

∂pΨα

∂s
dr =

∂

∂s

(∫ ri

re

pΨαdr

)
− r′i [pΨα]ri

+ r′e [pΨα]reD'après la manière dont est dé�ni Ψmn(x, y) dans notre problème (Éq. 3.3), l'intégrale I1peut être développée de la manière suivante :
I1 =

∫ xi(s)

xe(s)

∫ yi(s)

ye(s)

∂

∂s

[
PAmn cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)

×Am′n′ cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)]
dxdy

= AmnAm′n′

∫∫

xy

(
P ′ cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)

× cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
+ P

∂

∂s

[
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)

× cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)])
dxdy

= AmnAm′n′

[
P ′ ×

∫

x
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dx

×
∫

y
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
dy

+ P ×
∫

x

∂

∂s

[
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)]
dx

×
∫

y
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
dy

+ P ×
∫

x
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dx

×
∫

y

∂

∂s

[
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)]
dy

]De plus,



149
∫

x
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dx =

(xi(s) − xe(s))

(2 − δm0)
δmm′En appliquant le théorème de Leibniz, L'intégrale I1 devient ainsi :

I1 = AmnAm′n′

[
P ′ × (xi(s) − xe(s))

(2 − δm0)
δmm′ × (yi(s) − ye(s))

(2 − δn0)
δnn′

+ P ×
∫

x

∂

∂s

[
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)]
dx× (yi(s) − ye(s))

(2 − δn0)
δnn′

+P × (xi(s) − xe(s))

(2 − δm0)
δmm′ ×

∫

y

∂

∂s

[
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)]
dy

]

= P ′ × (xi(s) − xe(s)) (yi(s) − ye(s)) + P ×AmnAm′n′
(yi(s) − ye(s))

(2 − δn0)
δnn′

×
[
1

2

(
x′i(s) − x′e(s)

)
δmm′ (1 + δm0) − x′i(s) + x′e(s) (−1)m+m′

]
+ P ×AmnAm′n′

× (xi(s) − xe(s))

(2 − δm0)
δmm′

[
1

2

(
y′i(s) − y′e(s)

)
δnn′ (1 + δn0) − y′i(s) + y′e(s) (−1)n+n′

]

=
dP

ds
× S + P

[(
x′i(s) − x′e(s)

)
(yi(s) − ye(s)) + (xi(s) − xe(s))

(
y′i(s) − y′e(s)

)]

+Amm′P (yi(s) − ye(s)) δnn′

(
x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

)

+Ann′P (xi(s) − xe(s)) δmm′

(
y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

)ave S = (xi(s) − xe(s)) (yi(s) − ye(s)).Il s'agit maintenant de développer et de simpli�er l'intégrale I2. Pour ela, il faut d'abordaluler la dérivée de Ψmn par rapport à s :
∂Ψmn

∂s
= Amn

[
mπ

(
x′i(s) (xi(s) − xe(s)) − (xi(s) − x) (x′i(s) − x′e(s))

(xi(s) − xe(s))
2

)

×− sin

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)

+ nπ

(
y′i(s) (yi(s) − ye(s)) − (yi(s) − y) (y′i(s) − y′e(s))

(yi(s) − ye(s))
2

)

×− sin

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)]L'intégrale I2 s'érit don :
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I2 = P ×AmnAm′n′

[
mπ

∫

x

x′i(s) (xi(s) − xe(s)) − (xi(s) − x) (x′i(s) − x′e(s))

(xi(s) − xe(s))
2

×− sin

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dx

×
∫

y
cos

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
dy

+ nπ

∫

y

y′i(s) (yi(s) − ye(s)) − (yi(s) − y) (y′i(s) − y′e(s))

(yi(s) − ye(s))
2

×− sin

(
nπ

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
cos

(
n′π

yi(s) − y

yi(s) − ye(s)

)
dy

×
∫

x
cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
cos

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dx

]Il est néessaire de aluler l'intégrale I3 suivante :
I3 =

∫ xi(s)

xe(s)

x′i(s) (xi(s) − xe(s)) − (xi(s) − x) (x′i(s) − x′e(s))

(xi(s) − xe(s))
2

×− sin

(
mπ

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
× cos

(
m′π

xi(s) − x

xi(s) − xe(s)

)
dxCette intégrale se alule sans grande di�ulté, on trouve :

I3 =





(
x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

)
m

π(m2−m′2) si m 6= m′

−x′
i(s)−x′

e(s)
4πm si m = m′L'intégrale I2 est don égale à :Si m 6= m′ et n 6= n′.

I2 = 0Si m 6= m′ et n = n′.
I2 = P ×Amm′

(
x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

) m2

m2 −m′2
× (yi(s) − ye(s))Si m = m′ et n 6= n′.

I2 = P ×Ann′

(
y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

) n2

n2 − n′2
× (xi(s) − xe(s))Si m = m′ et n = n′.
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I2 = −P

4

[(
x′i(s) − x′e(s)

)
(yi(s) − ye(s)) (2 − δm0) +

(
y′i(s) − y′e(s)

)
(xi(s) − xe(s)) (2 − δn0)

]L'équation F.4 peut maintenant être érite sous la forme suivante :Si m 6= m′ et n 6= n′.
E1 = I1 − I2

=
dP

ds
× S + P × S

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+
y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)

]
+Amm′P × S × δnn′

× x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)
+Ann′P × S × δmm′

y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)Si m 6= m′ et n = n′.
E1 = I1 − I2

=
dP

ds
× S + P × S

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+
y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)

]
+Amm′P × S × δnn′

× x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)
+Ann′P × S × δmm′

y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)

− P × S ×Amm′
x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)

m2

m2 −m′2Si m = m′ et n 6= n′.
E1 = I1 − I2

=
dP

ds
× S + P × S

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+
y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)

]
+Amm′P × S × δnn′

× x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)
+Ann′P × S × δmm′

y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)

− P × S ×Ann′
y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)

n2

n2 − n′2Si m = m′ et n = n′.



152 Tehnique de propagation multimodale - Développement des aluls
E1 = I1 − I2

=
dP

ds
× S + P × S

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+
y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)

]
+Amm′P × S × δnn′

× x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)
+Ann′P × S × δmm′

y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)

− S
P

4

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
(2 − δm0) +

y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)
(2 − δn0)

]On a don :
dP

ds
= −ikVsB − (D − E)Pen posant :

B =
1

S

∫∫

xy
hsΨmnΨm′n′dxdy

D = 0 si m 6= m′ et n 6= n′

= Amm′
x′e(s) (−1)m+m′ − x′i(s)

xi(s) − xe(s)

m2

m2 −m′2
si m 6= m′ et n = n′

= Ann′
y′e(s) (−1)n+n′ − y′i(s)

yi(s) − ye(s)

n2

n2 − n′2
si m = m′ et n 6= n′

=
1

4

[
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
(2 − δm0) +

y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)
(2 − δn0)

]

+
x′i(s) − x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+
y′i(s) − y′e(s)

yi(s) − ye(s)
si m = m′ et n = n′

E = Amm′δnn′ × x′i(s) − (−1)m+m′

x′e(s)

xi(s) − xe(s)
+Ann′δmm′

y′i(s) − (−1)n+n′

y′e(s)

yi(s) − ye(s)Le même prinipe de développement est employé pour l'équation F.3b. On projette etteéquation sur les modes propres du onduit, on trouve :
∫∫

xy
−ikΨmnΨm′n′Pdxdy =

∫∫

xy
−
[
∂2Ψm′n′

∂x2
+
∂2Ψm′n′

∂y2

]
PΨmn

ik
+

1

hs

∂Ψm′n′Vs

∂s
Ψmn

− 1

hs

(
∂hs

∂x

∂Ψm′n′

∂x
+
∂hs

∂y

∂Ψm′n′

∂y

)
PΨmn

ik
dxdyDe plus,
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∂2Ψmn

∂x2
= −

(
mπ

xi(s)−xe(s)

)2
× Ψmn (F.5)

∂2Ψmn

∂y2
= −

(
nπ

yi(s)−ye(s)

)2
× Ψmn (F.6)Les équations i-dessus (F.6) donnent :

∫∫

xy

1

hs

∂Ψm′n′Vs

∂s
Ψmndxdy =

∫∫

xy
−ikΨmnΨm′n′P +

1

hs

(
∂hs

∂x

∂Ψm′n′

∂x
+
∂hs

∂y

∂Ψm′n′

∂y

)
PΨmn

ik

−
[(

mπ

xi(s) − xe(s)

)2

+

(
nπ

yi(s) − ye(s)

)2
]

Ψm′n′PΨmn

ik
dxdyAve les mêmes notations que préédemment, on obtient :

dVs

ds
=

1

ik
(KB + C)P − (D −E)VsAve

C =
1

S

∫∫

xy

(
∂hs

∂x

∂Ψm′n′

∂x
+
∂hs

∂y

∂Ψm′n′

∂y

)
Ψmn

K =
(
k2 − µ2

mn

)
δmm′δnn′

µ2
mn =

[(
mπ

xi(s) − xe(s)

)2

+

(
nπ

yi(s) − ye(s)

)2
]Si on ne onsidère pas l'héliité du onduit, les intégrales B et C peuvent être aluléesanalytiquement, elles sont égales à :

B = δmm′δnn′ +
AmnAm′n′

Rπ2

δnn′

2 − δn0
(xi(s) − xe(s))

(
1 − (−1)m+m′

)(m2 +m′2

m2 −m′2

) si m 6= m′

= δnn′ − AmnAm′n′

4R

δnn′

2 − δn0
(xe(s) + xi(s)) si m = m′

C =
AmnAm′n′

R (xi(s) − xe(s))

m2

m2 −m′2

δnn′

2 − δn0

(
(−1)m+m′ − 1

) si m 6= m′

= 0 si m = m′
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