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Résumé

Dans les centrales nucléaires et thermiques, certaines installations sont sujettes a des cou-
plages acousto-mécaniques pouvant nuire fortement a leur bon fonctionnement. La compréhen-
sion et la prédiction de ces couplages multi-physiques nécessitent le développement de modeles
numériques de tres grande précision. Ces modeles sont si coliteux a résoudre qu’il n’est pas en-
visageable de les utiliser dans des boucles de controle ou encore d’optimisation paramétrique.
Dans ce manuscrit de these, le but est d’exploiter un nombre limité de calculs colteux pour
construire un modele numérique qui soit de tres faible dimension. Ces modeles numériques
réduits doivent étre capables, en temps réel, de reproduire ces calculs haute-fidélité mais aussi
d’extrapoler ces résultats a d’autres points de fonctionnement plus ou moins proches. L’évo-
lution de petites perturbations compressibles au sein d’un écoulement complexe moyenné est
modélisée a partir des équations d’Euler linéarisées dont la nature hyperbolique complique
I’application des méthodes de réduction classiques. Les principales problématiques théoriques
et numériques qui émergent lors de la construction du systéeme réduit par méthode de pro-
jection sont alors exposées. En particulier, les problemes fondamentaux de la préservation
de la stabilité et du controle de I'énergie des systemes réduits sont largement développés et
une nouvelle méthode de stabilisation est proposée. Leur sensibilité paramétrique est aussi
discutée. Les modeles réduits stables sont ensuite intégrées dans un code de calcul industriel
pour prendre en compte des géométries complexes. De plus, la présence de solides dont les
parois peuvent étre fixes ou mobiles est abordée. En particulier, les petits déplacements de
paroi sont modélisés avec une loi de transpiration. Cette condition aux limites est intégrée
dans le formalisme du controle de facon a lever la difficulté induite par sa non homogénéité.
Finalement, les modeles réduits sont exploités pour prédire en temps réel la réponse des sys-
temes a une loi de controle arbitraire. Par exemple, la fréquence et 'amplitude du chargement
peuvent varier. Le code de calcul réduit ainsi développé a pour principale vocation de rendre
possible des expertises aéroélastiques a faible cotit.

Mots clés : Modeles réduits - Décomposition orthogonale propre - Ecoulements compres-
sibles - Transpiration - Stabilité - Symétriseur



Abstract

In nuclear and thermal power stations, some installations produce acoustics/mechanics cou-
pling which may cause important damage and bad operating performances. Prediction and
understanding of these physical phenomena need the development of high-fidelity numerical
models which are prohibitive to solve. Therefore, these models cannot be used for control or
even parametric optimization applications. In this work, the goal is to use some high-fidelity
solutions for building reduced-order models which are able to calculate again these solutions
but in real-time, and also to predict solutions for other close configurations. Modeling of
compressible disturbances in a complex mean flow is given by hyperbolic linearized Euler
equations which create some difficulties to perform classical reduction methods. Theoretical
and numerical problems are then introduced when a projection method is applied. In par-
ticular, the conservation of stability and the control of energy of reduced-order models are
studied and a new stabilization procedure is proposed. Parametric sensitivity is also discus-
sed. Afterwards, stable reduced-order models are developed in an industrial code to consider
complex geometries. Furthermore, modeling of solids with fixed or vibrating walls are taken
into account. Particularly, small vibrations are modeled thanks to a transpiration law. This
boundary condition is implemented in the framework of linear control theory to apply reduc-
tion methods. Finally, reduced-order models are tested to predict solutions in real time. For
instance, frequency and amplitude of the loading can change. The developed reduced order
model should be used for aeroelastic industrial problems with more realistic costs.

Keywords : Reduced-order models - Proper orthogonal decomposition (POD) - Compres-
sible flows - Transpiration - Stability - Symmetriser
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte et motivations

Il existe dans certaines installations des centrales électriques (turbines, tuyauteries, vannes,
etc) des mécanismes physiques complexes causés par la compressibilité des fluides gazeux ou
liquides transportés. Certains de ces phénomenes physiques peuvent s’expliquer par I'appari-
tion de couplages acousto-mécaniques variés et plus ou moins forts. Il peut par exemple s’agir
d’interactions entre

e des fluctuations acoustiques et des fluctuations aérodynamiques (respectivement hydro-
dynamiques) et on parle alors de problemes aéroacoustiques (respectivement hydroa-
coustiques) ;

e des fluctuations acoustiques et des vibrations des structures et on parle alors de pro-
blemes vibroacoustiques;

e des fluctuations acoustiques et des fluctuations thermiques et on parle alors de problemes
thermoacoustiques.

Ces phénomenes physiques peuvent étre a ['origine d’un mauvais comportement vibratoire des
structures et causer une fatigue prématurée des différentes installations et circuits des cen-
trales. Par exemple, le bruit hydraulique généré par une pompe centrifuge devient une source
hydroacoustique qui peut exciter de maniere importante les lignes de tuyauterie qui se mettent
alors a vibrer anormalement. Des endommagements importants peuvent aussi étre rencontrés
lorsque ces couplages multi-physiques deviennent instables. C’est le cas des instabilités de type
aéroélastiques ou encore thermoacoustiques. Par exemple, les ailettes basse pression des tur-
bines peuvent étre sujettes a des instabilités de type flottement (flutter) pouvant aller jusqu’a
la génération d’un cycle limite, conséquence des non-linéarités. Concernant les problemes ther-
moacoustiques, des vibrations de forte amplitude ont déja été observées pour certains régimes
de fonctionnement dans les centrales thermiques. Les lois de fonctionnement adoptées dans
les brileurs de chaudiere sont en effet susceptibles d’augmenter le risque d’avoir des couplages
entre la combustion et 'acoustique du foyer. Enfin, la présence d’obstacles ou de singularités
dans les écoulements (coudes, soupapes, vannes) engendrent inévitablement des zones de tur-
bulence qui sont sources de bruit aérodynamique et de vibrations. Les niveaux acoustiques et
vibratoires résultants peuvent largement dépasser les seuils de tolérance fixés voire ceux de
dimensionnement ce qui crée des problemes d’une part pour la protection des travailleurs et
d’autre part pour la tenue des installations. Dans certaines situations critiques, il peut méme



2 Ch.1 Introduction générale

étre nécessaire de stopper le fonctionnement de l'installation. C’est la raison pour laquelle, il
est crucial de développer des outils permettant de mieux comprendre tous ces phénomenes,
de les prédire et de les controler afin d’améliorer les performances des installations tout en
évitant des génes et/ou des dangers.

La compréhension et la prédiction de tels phénomeénes physiques ne peuvent s’effectuer
qu’a partir d’essais sur site, d’essais sur maquettes ou a partir de simulations numériques.
Les essais sont cependant tres ou trop couteux, difficiles a mettre en place si on souhaite tes-
ter une grande quantité de configurations (variation du régime d’écoulement ou modification
structurale par exemple). De ce fait, la simulation numérique est l'outil idéal pour réaliser
virtuellement toutes ces expérimentations. Le probleme qui se pose alors est que la complexité
des phénomenes physiques mis en jeu requiert des modeles mathématiques qui nécessitent
des ressources informatiques tres importantes. En effet, si on souhaite reproduire avec le plus
de fidélité possible le comportement local des écoulements compressibles, cela demande de
résoudre les équations aux dérivées partielles de Navier-Stokes non-linéaires. Les capacités
informatiques actuelles ne permettent pas de résoudre directement de telles équations car la
gamme des échelles spatio-temporelles a prendre en compte dans ’absolu est bien trop large.
Les phénomenes physiques qui nous intéressent ici font notamment intervenir des fluctuations
acoustiques qui en général sont de faibles amplitudes. Afin de simplifier le modele de Navier-
Stokes non-linéaire, les équations d’Euler linéarisées ou plus généralement de Navier-Stokes
linéarisées sont bien adaptées pour modéliser fidelement 1’évolution de ces perturbations com-
pressibles. Dans le modele linéarisé d’Euler, les effets thermiques et visqueux sont négligés
pour I’évolution des perturbations. Cela n’est pas trop réducteur pour traiter une bonne par-
tie des phénomenes cités plus haut. Ces deux modeles présentent le grand avantage d’étre
linéaires ce qui simplifie notablement les solutions. Le modele numérique, permettant d’ef-
fectuer les différentes simulations informatiques, est obtenu en discrétisant ces équations qui
sont pour le moment formulées dans un espace de dimension infinie. La discrétisation spatiale
des équations aux dérivées partielles s’obtient par I'intermédiaire des méthodes classiques de
différences finies, d’éléments finis, de volumes finis ou encore de Galerkin discontinu sur toutes
les directions non analytiques. En effet, en présence de géométries simples, il est parfois pos-
sible de faire des hypotheses simplificatrices sur certaines directions privilégiées qui n’ont alors
presque plus besoin d’un traitement numérique. Dans le cas général ou les géométries sont
complexes, ces méthodes de discrétisation permettent de construire un systeme d’équations
différentielles ordinaires (le modele ne dépend plus que du temps) de dimension finie.

La dimension du modele discret construit est de 'ordre de grandeur du produit du nombre
de grandeurs physiques par le nombre de points de maillage. Si on souhaite par exemple si-
muler I’évolution de perturbations & I'aide de six grandeurs physiques (la masse volumique,
le vecteur vitesse et la pression typiquement) dans un cube discrétisé par mille points sui-
vant chaque direction spatiale, le modele discret sera constitué de 6 * (10%)3 soit six milliards
d’inconnues. Il est clair que le cotit de calcul engendré par la simulation d’un modele nu-
mérique d’une telle dimension risque d’étre important si on souhaite réaliser des prédictions
paramétriques, optimiser la géométrie de la configuration de calcul pour améliorer certaines
performances, ou encore controler tout simplement les phénomenes physiques mis en jeu. Ce
simple exemple, portant sur la dimension du modele discret, montre que de telles expertises
numériques restent difficilement accessibles. Dans ces conditions, on aimerait construire un
modele numérique réduit dont la dimension serait nettement inférieure a la dimension du
modele discret sans trop simplifier la complexité de la dynamique modélisée. Par exemple, s’il
est possible de se ramener a un systeme de quelques dizaines ou centaines d’inconnues tout au
plus, on peut méme espérer rendre accessible ces expertises numériques en temps réel. Sur la
figure 1.1, on a représenté ou se situent les modeles numériques d’ordre réduit dans les diffé-
rentes étapes qui vont de 'identification du phénomene physique étudié vers sa modélisation
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FIGURE 1.1 — Du phénomene physique a sa modélisation numérique réduite.

numérique réduite et ses applications.

1.2 Enjeux scientifiques et industriels

La réalisation d’une expertise numérique sur un systeme physique dans un délai d’attente rai-
sonnable par rapport au cahier des charges de I’'étude, est d'une importance capitale dans le
monde industriel. La construction de modeéles numériques, dits réduits, est un défi scientifique
et industriel essentiel qui n’est pas nouveau en conception mécanique et aussi dans d’autres do-
maines tres différents comme la micro-électronique. Le développement de tels modeles réduits
est en soi tres ambitieux. Il s’agit d’un sujet de recherche qui restera certainement un sujet
scientifique de prédilection ces prochaines décennies dans de nombreux domaines techniques.
L’idée de chercher a diminuer la dimension de ’espace discret, obtenu a 'aide des méthodes
de discrétisation classiques citées plus haut, repose sur la constatation qu’il existe souvent des
espaces de plus faible dimension permettant de bien représenter la réponse du systeme a l'aide
de quelques fonctions de base définies sur I’ensemble du domaine de calcul et concentrant donc
I’essentiel de l'information dynamique du systeme. Il est important de noter que c’est cette
nature globale des fonctions de base qui permet de réduire la dimension de fagon considérable.
En effet, dans les modeles discrets non réduits, les fonctions de base sont en fait définies au
voisinage de un ou quelques points géométriques. Ce qui a pour conséquence de générer des
modeles numériques dont la dimension est finalement de 'ordre de grandeur du nombre de
points géométriques. Les fonctions de bases locales et globales se distinguent par leur nature.
Alors que les fonctions de base locales sont souvent de nature algébrique (bases polynomiales
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par exemple), les fonctions de base globales sont plutot de nature physique. Autrement dit,
les bases globales s’appuient sur des solutions physiques du modele non réduit.

Comme on I’a mentionné, la construction de modeles réduits n’est pas un sujet nouveau
en mécanique. Par exemple, en dynamique des structures linéaires, le principe des méthodes
de réduction de modele repose sur le constat qu’en général seuls les modes de vibrations
basses fréquences sont utiles a la connaissance des déplacements. D’un point de vue mathé-
matique, les structures peuvent souvent étre modélisées avec des modeles mathématiques dont
les opérateurs discrets associés sont symétriques et définis positifs. Ces propriétés mathéma-
tiques fondamentales permettent d’exploiter les premiers modes propres numériques de ces
opérateurs pour construire des modeles réduits dont la dimension sera exactement égale au
nombre de modes basses fréquences utiles. Dans le contexte industriel, on utilise les méthodes
de sous-structuration. Il s’agit de prédire le comportement vibratoire global d’une structure
complexe a partir de la connaissance des modes propres des sous-structures qui la composent.
C’est une application intéressante car les structures complexes sont souvent constituées de
pieces mécaniques fabriquées par différents équipementiers. Il est alors souhaitable pour ’en-
treprise qui assemble toutes les pieces d’exploiter les modes propres associés a chaque piece
mécanique pour en déduire le comportement global. I’autre application importante concerne
la modification structurale. Lorsque les structures sont soumises a des niveaux de vibration
indésirables, on cherche a modifier les propriétés vibratoires en ajoutant ou en enlevant de la
matiere en des points stratégiques de la structure. Etre capable de prédire numériquement le
comportement vibratoire global de la structure suite a une modification arbitraire représente
donc une application tres puissante.

En dynamique des fluides linéaires, le probleme est tres différent. Il n’existe pas encore
d’applications révélées dans le monde industriel, qu’il s’agisse des modeles incompressibles ou
compressibles. Cela s’explique essentiellement par le fait que les opérateurs discrets ne sont
plus symétriques ni définis positifs et que les modeles discrets sont de dimension bien plus im-
portante qu’en dynamique des structures. A cela s’ajoute aussi le probleme des conditions aux
limites, et ce d’autant plus s’il s’agit de modeles fluides compressibles. Ces trois contraintes
limitent fortement ’application des méthodes modales couramment exploitées en dynamique
des structures. Parmi les multiples méthodes de réduction développées par le passé dans les
différents domaines de la science, il semble que ce soit 'exploitation des modes POD (Proper
Orthogonal Decomposition) associée a une projection de Galerkin qui s’est imposée en mé-
canique de fluides. Les modes POD sont construits a partir de la décomposition orthogonale
propre d'un ensemble de réponses particulieres du modele discret non réduit. Malheureuse-
ment, les deux principaux problemes rencontrés avec cette approche sont

e l'obtention d’'un modele réduit stable permettant d’effectuer des simulations en temps
réel sur de longues périodes;

e l'obtention d’un modele réduit permettant d’effectuer des simulations en temps réel sur
des configurations paramétriques différentes de celles qui ont servi a sa construction
(inconsistence paramétrique du modele réduit).

Ces dernieres années, il y a eu plusieurs tentatives d’application dans le contexte de 1'aé-
roélasticité avec les équations d’Euler linéarisées mais les problemes de stabilité des modeles
réduits persistent toujours ce qui limite considérablement I'intégration de ces méthodes dans
un code industriel. Par ailleurs, I'extrapolation paramétrique du modele réduit construit reste
tres problématique.
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1.3 Organisation du mémoire et objectifs

Ce mémoire est composé d’une introduction, de cinq grands chapitres et d’'une conclusion. Le
chapitre qui suit cette introduction est consacré a un état de ’art des méthodes de réduc-
tion numérique pour les modeles linéaires discrets. Les propriétés essentielles des différentes
approches y sont précisées en respectant le formalisme matriciel de la théorie du controle.
L’objectif est de pouvoir discuter des méthodes exploitables pour réduire les modeles fluides
linéarisés. Le troisieme chapitre est dédié aux équations d’Euler linéarisées. Il s’agit du modele
retenu dans cette these pour représenter 1’évolution de petites perturbations compressibles au
sein des écoulements. La construction des équations d’Euler linéarisées y est présentée en
motivant le choix des inconnues physiques. Les principales propriétés du modele mathéma-
tique sont introduites. En particulier, nous développons une analyse énergétique des équations
en mettant en évidence les termes qui peuvent étre a 'origine d’une croissance énergétique
transitoire. Cette analyse nous a permis ensuite de proposer une légere modification mathéma-
tique des équations d’Euler linéarisées afin de controler simplement cette croissance pour une
grande classe d’écoulements de base. Dans le quatrieme chapitre, on introduit succinctement
les méthodes de discrétisation exploitées dans la these. Nous proposons dans ce chapitre de
construire le modele numérique haute-fidélité sous forme matricielle de maniere a appliquer
facilement les principes de réduction de modele dans le chapitre qui suit. Les principaux types
de solutions numériques sont présentés et discutés en insistant sur les aspects numériques
susceptibles d’étre limitant pour ’application rigoureuse des méthodes de réduction. Ces trois
premiers grands chapitres introduisent toutes les briques nécessaires d’'une part a la construc-
tion de modeles réduits numériques pour les équations d’Euler linéarisées et d’autre part a
la compréhension des difficultés numériques qui émergent lorsqu’une matrice réduite est for-
mée. Le but du cinquieme chapitre est d’introduire les différentes problématiques numériques
associées a la construction d’un systeme dynamique réduit. Nous proposons de comparer les
seules méthodes existantes capables d’assurer la stabilité tout en étant applicables dans notre
contexte. Une nouvelle méthode est introduite dans le but d’améliorer les problemes de stabi-
lité qui émergent lorsque des modeles réduits instationnaires sont construits. Ces différentes
études numériques, basées sur une généralisation de la méthode Proper Orthogonal Decompo-
sition, ont donné lieu a la rédaction d’un article soumis dans une revue a comité de lecture qui
fait 'objet de la premiere partie du chapitre. La seconde partie est consacrée au développe-
ment d'une méthode capable d’améliorer en temps réel la stabilité et 'optimalité des systemes
réduits construits. Le probleme de la sensibilité des modeles réduits a partir des méthodes de
type POD est ensuite brievement introduit. Enfin, le chapitre qui précede la conclusion est
dédié au développement des systemes réduits en présence de géométries complexes. En effet,
dans un contexte industriel, il est important de pouvoir prendre en compte des géométries
arbitraires de maniere a réaliser des expertises sur des structures complexes. Il s’agit aussi
de pouvoir prendre en compte des domaines de calcul constitués de solides dont les parois
peuvent étre fixes ou mobiles. Pour conclure, nous présentons quelques exemples ou ’on fait
varier en temps réel la loi temporelle imposée au chargement considéré a l’aide du modele
réduit.



Chapitre 2

Méthodes de réduction pour les systéemes
dynamiques linéaires : état de ’art

Introduction

Dans ce premier chapitre conséquent, les principales techniques pour construire un systeme
dynamique réduit linéaire sont introduites. La théorie de la réduction des systemes linéaires
est particulierement bien établie dans le cadre de la théorie du controle [11]. C’est pourquoi
les différentes méthodes sont présentées en respectant les notations et le langage du controle.
De plus, le cas linéaire est particulier puisqu’on bénéficie des deux représentations temporelle
et fréquentielle. C’est la raison pour laquelle, il existe souvent deux versions des méthodes
de réduction linéaire : une version temporelle et une version fréquentielle. Les différentes
méthodes de réduction sont présentées de maniere tres générale dans un premier temps. Elles
sont ensuite analysées et comparées en s’appuyant principalement sur des exemples issus de
la dynamique des structures et des fluides. Enfin, nous pourrons sélectionner les méthodes de
réduction exploitables dans notre contexte.

2.1 Systemes étudiés

2.1.1 Systeme standard

En théorie du controle, le systeme linéaire standard étudié s’écrit sous la forme

x(0) = xo
(X)<¢ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.1)
y(t) = Cx(1)

Dans ce formalisme mathématique, le vecteur x € R™ représente les états du systeme. Il
est appelé vecteur d’état (state vector en anglais) en théorie du controle. En mécanique,
le vecteur d’état contient toutes les grandeurs physiques inconnues (pression, déplacement,
vitesse, température, masse volumique...). La matrice A € R™*™ représente en général la semi-
discrétisation spatiale des équations aux dérivées partielles (acronyme EDPs) qui modélisent
le phénomene physique étudié. Le vecteur u € R? est dénommé vecteur d’entrées (input vector
ou forcing inputs en anglais). Le terme Bu(t) avec B = [by, ..., b,] € R™"*? est le terme source
ou second membre du modele. Il correspond par exemple aux forces extérieures ou a des forces
de controdle (contraintes imposées, champs de pression, gravité, forces aérodynamiques...). Le
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vecteur y € RP est dénommé vecteur des sorties (output vector). Le terme y = Cx(t) avec
C € RP*"™ représente les grandeurs physiques d’intérét qui sont observées. En mécanique, il
peut s’agir de I'observation de la solution au niveau de quelques capteurs, de caractéristiques
particulieres de I’écoulement ou de la structure. Ce systeme est dit autonome car les matrices
A, B et C sont supposées indépendantes du temps. Il est du premier ordre et continu en
temps. Enfin xg est la condition initiale. En anglais, on parle de standard state space system
ou encore de systeme LTI (Linear Time Invariant system). Ce type de systéeme modélise le
comportement des systemes linéaires controlés par des entrées/sorties. Pour préciser la nature
du systéme, on parle respectivement de systeme SISO, SIMO, MISO ou MIMO (S : Single,
M : Multi, I : Input, O : Qutput) suivant le nombre d’entrées-sorties du systeme. Par exemple :

e sip =g =1 le systeme est appelé SISO ;

e sig=1et p>1lesysteme est appelé SIMO ;
e sip=1et g>1lesysteme est appelé MISO ;
e sip>1etqg>1lesysteme est appelé MIMO.

La solution temporelle de ce systeme est établie en appliquant la méthode de variation des
constantes. Elle s’écrit

y(t) = Cx(t) =C [exp(tA)xo +/0 exp((t — 7)A)Bu(r)dr|. (2.2)

Pour rappel, la notation exp(tA) exprime ’exponentielle de la matrice tA. Elle est définie par
la série absolument convergente

exp(tA) =TI, +> EA". (2.3)
i=1

L’exponentielle de matrice satisfait notamment les propriétés suivantes :

exp(t1A) exp(teA) = exp((t1 +t2)A) (2.4)

%(exp(tA)) = Aexp(tA) =exp(tA)A (2.5)

si. AB=BA, exp(tA)exp(tB) = exp(t(A +B)) (2.6)
exp(PAP™!) = Pexp(A)P! (2.7)

ou t] et to sont des réels et P est une matrice inversible. La solution d’un probleme aux valeurs
initiales non controlé (Bu(t) = 0) s’exprime alors simplement sous la forme

y(t) = Cexp(tA)xo. (2.8)

2.1.2 Formulation fréquentielle et fonction de transfert

En vertu des propriétés de la transformation de Laplace, la solution du probleme controlé
(2.1) s’exprime aussi de la maniere suivante :

y(s) = C(sI, — A)"'Bu(s) + C(sI, — A) 'xq = H(s)i(s) + C(sI, — A)'xy  (2.9)

ou H(s) € RP*™ est la fonction dite de transfert et s est la variable complexe de La-
place. Elle représente la réponse du systeme controlé lorsque la condition initiale est nulle.
La notation chapeau * indique qu’il s’agit de la transformée de Laplace de la variable
(¥(s) = [y~ exp(—st)y(t)dt). La solution d’'un probleme aux valeurs initiales sans second
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membre s’exprime simplement
%(s) = (sI,, — A)"'xq. (2.10)

La fonction de transfert s’évalue dans le domaine fréquentiel avec s = jw et w € R ou dans
I’espace de Laplace avec s = o + jw et a € R. Chaque coefficient de la matrice de transfert
peut étre exprimé par une fonction rationnelle qui & son tour peut étre factorisable suivant
ses poles et ses zéros. Rappelons que p € C est un pole de H si lims_,,||H(s)|| = oo et
que z € C est un zéro de H si lims_,,||H(s)|| = 0. Les poles et les zéros de H sont soit
réels soit complexes conjugués deux a deux. Des diagrammes de Bode sont souvent employés
pour représenter graphiquement le comportement fréquentiel du systeme. La représentation
fréquentielle d’'un systeme dynamique linéaire est treés pratique puisque les calculs portant
sur la dérivée temporelle sont remplacer par de simples calculs algébriques sur la variable de
Laplace.

2.1.3 Autres systemes

La semi-discrétisation spatiale des EDPs spatiaux-temporelles linéaires peut aboutir a d’autres
formes de systeme matriciel. Il ne s’agit pas d’en faire I'inventaire ici. Les deux exemples qui
suivent sont souvent rencontrés et peuvent se ramener formellement au systéeme standard donc
a toute la théorie en découlant.

Systeme LTI généralisé

Un grand nombre de modeles physiques discrétisés spatialement peuvent se ramener a des
systemes sous la forme plus générale :

x(0) = xo
Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2.11)
yt) = Ox(t)

La matrice E € R™ " est en général appelée matrice de masse. Lorsque la matrice E est régu-
liere, il suffit de I'inverser pour se ramener au systeme standard (2.1). Parfois E est singuliere
et on parle alors de systeme descripteur (descriptor system) ou encore de generalized state
space system. Les systemes descripteurs représentent certainement la forme la plus générale
pour décrire des modeles physiques linéaires. Le traitement mathématique et numérique de
ces systemes est cependant plus compliqué.

Systeme du second ordre

Bien souvent, les EDPs linéaires modélisant les structures (plaques, coques, poutres...) sont
du second ordre en temps. La semi-discrétisation spatiale de ses modeles par une méthode
d’éléments finis aboutit a des systeémes qui s’écrivent sous la forme

qgog = qQ

L)

M(t) + Dq(t) —I—qKq = quf(t) (212)
y(t) = Laq(t)

avec M la matrice de masse, D la matrice d’amortissement et K la matrice de raideur. Lorsque
le terme source Pf(¢) est nul, le systeme est dit libre. Sinon, il est dit forcé. Le systeme LTI
généralisé est retrouvé en posant x(t) = (q(t),q(t)). Dans ce cas les matrices sont données

parE:<1\0/I —%V)’A:<\]7:\)7 %),Bz(ﬁ)etCz(E).LamatriceWest



2.2 Changement de base et propriétés 9

arbitraire mais non singuliere. Elle peut étre choisie de maniere a conserver la symétrie du
probleme par exemple. Dans le domaine de Laplace, le systeme du second ordre s’écrit

(s) = Bu(s)+qo+squ
(s) = La(s)

La fonction de transfert s’exprime alors H = L[s?M + sD + K|~ !B.

{ [sM + sD + K] (2.13)

<> O

Dans la suite de la these, nous chercherons toujours a se ramener au systéme standard (2.1)
dans la mesure du possible, de maniere a bénéficier des justifications théoriques du formalisme
du controle.

2.2 Changement de base et propriétés

2.2.1 Changement de base

Prenons le systeme LTI (2.1) et posons le changement de base x = Tx avec T une matrice
réguliere indépendante du temps. Multiplions ensuite le systeme par 'inverse de la transfor-
mation T7!, le systéme s’exprime dans cette nouvelle base

(S){ ;28 z g;erBu(t) (2.14)

avec A = T-LAT, B = T !B et C = CT. Posons maintenant
LA
T=[®,..,8,) et T '= : (2.15)
lIlT

n

ol les ®; sont les vecteurs colonne de la matrice T et les ¥; sont les vecteurs lignes de T~ 1.
Le produit T~'T donne

vle, ... vle, ... wle,
vr'e, .. wle, ... 0Ty, (2.16)
v, ... vl ... vl®,

hors par définition on a T~!T = I,,. Par conséquent, les deux ensembles de vecteurs (®1, ..., ®,,)
et (¥y,...,¥,) sont biorthonormaux puisque par identification \IliT‘I>j = 0;; avec 0;; le sym-
bole de Kronecker. La biorthogonalité de deux ensembles est une propriété mathématique
importante a retenir. Un tel changement de base s’apparente & un changement de coordon-
nées exact du systeme étudié dans lequel I'information dynamique sera répartie ou concentrée
différemment. Par ailleurs, ce changement de variable n’affecte pas les entrées et les sorties.

2.2.2 Propriétés élémentaires du systéeme

Les propriétés dynamiques et numériques du systeme LTT sont intimement liées aux propriétés
de la matrice A. On suppose pour simplifier que la matrice est a coeflicients réels.
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Symétrie et positivité

La matrice A est dite symétrique si elle est égale & sa transposée c’est-a-dire si A = AT, Les
matrices symétriques sont importantes en théorie et en pratique. Le théoreme fondamental
de lalgebre linéaire fournit deux propriétés remarquables dans la représentation modale du
systeme :

e la transformation T vérifie T~! = T7 ce qui implique que ¥; = ®; pour tout i et que
la famille (@1, ..., ®,) est orthonormale;

e les valeurs propres \; sont toutes réelles.

La matrice symétrique A est dite définie positive (respectivement définie négative) si pour
tout x non nul, le produit scalaire x” Ax est strictement positif (respectivement strictement
négative). Cette définition s’étend & toute matrice réelle en considérant leur partie symétrique.
On dit alors que A est définie positive si pour tout x non nul, le produit scalaire x* (A +
AT)x est strictement positif. Les valeurs propres d'une matrice symétrique et définie positive
(respectivement définie négative) sont réelles strictement positives (respectivement strictement
négatives). Les matrices symétriques et définies positives (acronyme SDP) admettent une
factorisation remarquable dite de Cholesky : il existe une unique matrice triangulaire inférieure
L & élements diagonaux strictement positifs telle que A = LLT. Si A n’est que semi-définie
positive, alors certains éléments diagonaux de L sont nuls. Les propriétés mathématiques
remarquables que conferent les systemes symétriques et définis positifs sont particulierement
recherchées lorsqu’un modele physique est établi.

Stabilité du systeme

La stabilité est définie par rapport a la réponse libre du systeme (systéme non-controlé). On
dit que le systéme est stable si la solution x(¢) pour u = 0 et pour toute condition initiale reste
bornée quand ¢t — oco. La stabilité du systeme peut étre analysée directement a partir de sa
représentation modale. Pour que la matrice A soit stable, il suffit que toutes les parties réelles
de ces valeurs propres soient strictement négatives. Cela reste encore valable si la partie réelle
s’annule a condition que toute valeur propre a partie réelle nulle soit simple. Par exemple, si
la matrice A est définie négative alors le systeme est stable. Les matrices stables sont aussi
dénommeées matrices de Hurwitz. Lorsqu’il existe des valeurs propres a partie réelle strictement
positive, la matrice est dite instable.

Passivité du systéme

Le systeme est dit passif s’il ne peut pas générer d’énergie. En d’autres termes, ’énergie
du systéeme ne peut pas augmenter. En théorie, la passivité se vérifie a 'aide de I'une des
propriétés équivalentes suivantes portant sur la fonction de transfert :

H est analytique sur  C* := {s € C,R(s) > 0} (2.17)

H(5) =H(s), VseC (2.18)
ou - dénote la conjugaison du complexe.

H(s)+H(s)T >0, VseCT (2.19)

Ces propriétés caractérisent la positivité de la partie réelle de la fonction de transfert H pour
toute partie réelle positive de la variable de Laplace s. La passivité est une caractéristique
plus forte que la stabilité. L’énergie d’un systeme stable peut en effet tres bien croitre sur des
temps courts.
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Préconditionnement du systéme

Il est parfois possible d’améliorer les propriétés numériques du systeme en lui appliquant une
matrice réguliere P telle que

Px(t) = PAx(t) + PBu(t). (2.20)

La matrice P est appelé préconditionneur du systeme. La construction d’un préconditionneur
vise a améliorer le conditionnement numérique d’une matrice. Sans rentrer dans les détails,
disons simplement que 1'objectif final d’un préconditionnement est d’obtenir une matrice PA
qui :

e soit moins sensible aux divers perturbations numériques ;
e accélere la convergence des algorithmes numériques.

Ces améliorations sont en grande partie dues a la modification du spectre du produit PA par
rapport au spectre de A. L’application d’un tel préconditionneur implique de devoir travailler
sur le systeme LTI généralisé. Malheureusement, la construction d'une telle matrice P n’est
pas aisée en général.

2.3 Meéthodes de construction d’un systéme réduit linéaire

2.3.1 Problématique

Reprenons le systeme LTI (2.1). L’objectif est de construire un systeme LTI réduit de la
forme :

A,x,(t) + Byu(t)

(Er){ y();) _ Cox(t) (2.21)

tel que r < n avec x, € R" la variable d’état réduite et A, € R"™" la matrice réduite.
La dimension des entrées u et des sorties y reste inchangée. Le systeme réduit est toujours
un systeme LTI mais de dimension nettement inférieure & celle du systéme non réduit. La
problématique peut aussi étre formulée en travaillant dans ’espace fréquentiel avec la fonction
de transfert. L’introduction des méthodes de réduction de modele est en effet aussi motivée par
le constat qu’il n’est pas concevable de calculer la fonction de transfert H pour des problemes
de grande dimension car cela reviendrait a résoudre une infinité de systemes linéaires de tres
grande taille (pour chaque pulsation). La formation de la fonction de transfert est en fait
limitée a des modeles qui peuvent s’exprimer de fagon analytique. Etant donnée la matrice de
fonction de transfert H(s), il s’agit de construire une matrice de fonction de transfert H, (s),
qui soit proche de H(s). Le principal avantage de travailler directement avec la fonction de
transfert repose sur le fait qu’on peut définir plus naturellement une distance ||.| entre la
fonction de transfert du modele non réduit et celle du modele réduit. En effet, les matrices
H,(s) et H(s) sont de méme dimension. La définition d’une telle norme pour la fonction de
transfert est une maniere d’estimer ’erreur commise lorsqu’un systeme réduit est construit.
On peut ainsi évaluer et garantir la qualité du modele réduit relativement a la norme définie.
Bien entendu, la qualité d’approximation du systeme réduit dépend aussi du choix de la norme
considérée. De plus, la qualité d'un modele réduit peut étre appréhendée a I’aide de différents
criteres :

e critere classique : ||H(s) — H,(s)]|;
e critére relatif : |[H™'(H(s) — H.(s))];

e critere de pondération fréquentielle : |[W1(H(s) — H,(s))W2| avec W1 et Wy des
matrices de pondération.
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Tout l'enjeu de la réduction de modele linéaire est donc d’étre capable de construire une
fonction de transfert H, qui minimise idéalement a la fois la dimension du systeme réduit
(2.21) et Perreur commise avec la fonction de transfert H(s) & l'aide d’un critére et d’une
norme appropriés.

Regardons maintenant plus en détails comment construire le systeme réduit (2.21).

2.3.2 Construction du systéme réduit

Le principe général des méthodes de réduction de modele repose sur I'existence d’une trans-
formation T = [®4,...,®,] qui répartit ou concentre 'information dynamique du systéme
(2.1) différemment. Idéalement, il s’agit de trouver une matrice T capable de concentrer
I'information dans le sous-espace V,. € R"*" constitué des r premieres fonctions de base glo-
bales [®1,...,®,| de cette transformation. Ces r fonctions de base, maximisant I'information
du systeme, sont aussi souvent appelées modes en mécanique. La construction d’une telle
transformation représente la premiere étape du processus de réduction. Nous verrons ulté-
rieurement les principales techniques existantes pour la construire. A partir du moment ou la
transformation T est connue, une deuxieme étape est nécessaire pour réduire la dimension du
systeme. C’est cette deuxieme étape qui indique comment procéder pour construire le modele
réduit. Le principe de base de construction repose sur la décomposition de x en deux parties :
x = VX, + VX On distingue alors deux principales techniques suivant 'approximation
retenue :

e la méthode de troncature : x,,, = 0 et X, = 0;
e la méthode de résidualisation : x,, # 0 et X, = 0.

Ces deux approximations sont introduites dans la suite.

2.3.2.1 Construction par méthode de troncature

Supposons 'existence d’'une transformation T maximisant I'information dynamique du sys-
teme sur ses premieres colonnes. Le changement de base associé est x = Tx. Il s’agit en
premier lieu de décomposer le vecteur x et la matrice T en deux parties : une partie retenue
et une partie non retenue. Posons donc x = (xr,xnr)T et T = [V,,V,,] avec x, € R" le
vecteur d’état réduit retenu, x,, € R"™" le vecteur d’état non retenu, V,, € R"* ™" les
colonnes ou fonctions de base non retenues et V,. € R™*" la matrice rectangulaire contenant
les fonctions de base globales retenues sur chaque colonne. La transformation x = Tx est
décomposée comme suit :

X(t) = TZ = [V, V] ( ;n((tt)) ) — Vo3 (t) + Virxon(t) = Voxo(t) + €(t)  (2.22)
ou € représente I'erreur d’approximation ou encore le résidu a minimiser. Le principe de tron-
cature repose sur l’élimination du résidu €(t) dans cette décomposition. Cette hypothese re-
vient & supposer que V,x,(t) est une approximation de x(t) c’est-a-dire que x(t) ~ V,x,(t).
L’influence de € est donc négligée. Désormais le sous-espace V,. de T sera appelé espace d’ap-
proximation. A partir de la, la construction du systeme réduit par méthode de troncature est
fondée sur deux étapes :

e la substitution de "approximation des inconnues x ~ V,x, dans le systeme non réduit
(2.1) ou de maniere équivalente & la projection des inconnues sur 1’espace d’approxima-
tion ;

e la projection du systeme d’équations pour lever sa surdétermination.
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Apres la premiere étape de substitution, le systéme s’exprime :

X(O) = VTXT()
V,x,.(t) = AV,x,.(t)+ Bu(t) (2.23)
y(t) = CV,x.(t)

Le systeme d’équations portant sur V,x,(t) € R™ " est surdéterminé. Autrement dit, ce
systeme contient plus d’équations que d’inconnues. Afin de lever cette surdétermination, il
est nécessaire d’introduire un espace de projection W, = [¥,..., ¥, ] € R"™" de maniere a
obtenir un systeme carré inversible possédant autant d’inconnues que d’équations. Le systeme
surdéterminé et projeté sur le sous-espace W,. s’exprime :

Wix(0) = WIV,x.

WIV.x,.(t) = WIAV,x.(t) + WIBu(t) (2.24)
y(t) = CV,x,(t)

ou de maniere équivalente en supposant que le produit W;:F V., € R™" est bien inversible :
X0 = (W, V)" 'Wx(0)

E04 5lt) = (WIV,) 'WTAV,x, (1) + (WI'V,) "W Bu(t) (2.25)
y(t) = CV,x.(t)

Par identification avec le systeme réduit (2.21), on pose A, = (WI'V,)"'WTAV, B, =
(WIV,)"'WIB et C, = CV,. La matrice (W V,)"'WZ est parfois appelée pseudo-inverse
de Moore-Penrose. La double projection effectuée dans la méthode de troncature (sur ’espace
d’approximation V, puis sur l'espace de projection W,.) a différentes dénominations suivant
le choix des deux sous-espaces V,. et W,

e Si W, = V,, l'espace d’approximation est identique a ’espace de projection. La pro-
jection est dite de Galerkin. On parle aussi de transformation congruente. De plus si
V;:FVT = I, les modes ®; sont orthonormaux et il s’agit d’une projection de Galerkin
orthonormale. Dans ce cas les matrices réduites s’écrivent simplement

A, =VIAv,, B,=VIB. (2.26)

e Si W, # V.., laprojection est dite de Petrov-Galerkin ou oblique. De plus si WXV, = I,
les modes ®; et ¥, sont biorthonormaux entre eux et il s’agit d'une projection de Petrov-
Galerkin biorthonormale. Les matrices réduites s’écrivent simplement

A, =WIAV,, B,=WI!B. (2.27)

Afin de distinguer les modes des deux sous espaces V, et W,., les modes de V, sont dits
directs ou modes de projection a droite, et les modes de W, sont dits adjoints ou modes
de projection a gauche. L’espace V,. est parfois appelé sous-espace primal et I'espace W,
sous-espace dual. La biorthogonalité ou l'orthogonalité des deux espaces W, et V, permet
de lever le probleme lié & Iinversion du produit matriciel W!'V,. et donc de s’assurer d’un
meilleur conditionnement de la matrice réduite. La méthode de troncature est illustrée dans
le schéma 2 ci-dessous a 'aide des produits matriciels, en supposant la biorthonormalité des
deux espaces de projection, afin de mieux visualiser le passage d’un systeme de dimension n
a un systeme de dimension 7.
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o >

Troncature-Projection

) I | ) . I I

Réduction
Systeme linéaire
réduit de dimension =
r<<m

Schéma 2 : Illustration matricielle de la méthode de troncature

Systeme linéaire non
réduit de dimension
n

La concentration matricielle de 'information dynamique du systeme dans la base T peut étre
analysée de la maniere suivante. Dans la base T, en posant respectivement

T
TI(\‘/;) T_IZ(VV\‘,I%), (2.28)

la matrice transformée A s’exprime

~ WIAV, WTAV
A=T'AT = S e > 2.29
( WI AV, WI AV, ( )
Cela suggere, dans le cas général, que si une projection de Petrov-Galerkin orthonormale
est employée, le terme WZAVT s’identifie a la matrice réduite A,. De ce fait, dans la base
T, l'information dynamique du systeme est concentrée dans le quart nord-ouest de la ma-
trice transformée. Dans cette approche, la récupération de la matrice réduite s’exécuterait en

introduisant la matrice de projection

H:(Ié" g) (2.30)

avec I, la matrice identité d’ordre r, et en formant le produit

IIx = II(A% + Bu(t)) (2.31)
. B WIB

avec B = < Br:r ) = ( Wn{er ) Le calcul explicite du produit donne
%, = A,x, + WEAV,,x,,, + Byu (2.32)

Il reste a négliger le terme Wf AV . x,,, pour rendre univoque le systeme. Ce dernier terme
s’interprete comme le résidu du systeme dynamique portant sur la variable réduite x,.. Le prin-
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cipal inconvénient de la méthode de troncature est la non conservation de 1’état stationnaire

(H(0) # H,(0)).

2.3.2.2 Construction par méthode de résidualisation

Nous avons vu dans la méthode de construction par troncature précédente qu’il s’agit d’éli-
miner le terme x,,(t) apres avoir effectuer le changement de base. Dans la procédure de
résidualisation, ce n’est plus la composante X(¢) qui est tronquée mais sa dérivée x(t). Apres
cette troncature, le systeme transformé devient :

(5) = (R A ) () (e )
0 Am'r Anrm" Xnr Bm’ (2.33)
C.

y = ( Cnr) r

an

L’équation simplifiée 0 = A, Xy + AprnrXnr + Bnru(t) permet d’éliminer la composante
X, dans ’équation non simplifiée et résoudre désormais :

{ X, = A,x,+B,u (2.34)

y = C,x,+D,u

avec A, = A, — A,y

7«~~ ,j,,lntAnU« (parfois appelé complément de Schur de A),B, = B, —
AmTA;rlmBm«, C.=0C, — CmAngWAmr et D, = —CmA;,,lmBm«. La principale propriété
de la méthode de résidualisation est la conservation de 1’état stationnaire. En effet, la fonction
de transfert réduite vérifie H,(0) = H(0) = CA~'B. Malheureusement, la méthode n’est
pas exploitable pour les problemes de tres grande dimension car elle nécessite le calcul et le
stockage de I'inverse d’un des 4 blocs de la matrice étudiée. Dans la communauté du controle,
cette méthode est dénommeée singular perturbation method ou encore residualization method.
En dynamique des structures, la méthode de résidualisation s’apparente aux méthodes de
condensation matricielle. La plus célebre d’entre elles est la méthode de Guyan [124] (Guyan
reduction). Dans le cas stationnaire, les méthodes de condensation matricielle sont des tech-
niques de réduction exactes dans le sens ol aucune approximation n’est faite. C’est un cas
particulier de la méthode de résidualisation. Le principe de la méthode de Guyan dans le cas
statique est le suivant. Partant du systeme matriciel Kx = £, il s’agit tout d’abord d’identifier
une transformation T dont 'objectif est de réordonner I’ensemble des coordonnées en deux
sous-ensembles de coordonnées x,, et X, appelés respectivement ensemble de noeuds maitres
et ensemble de noeuds esclaves. Apres application de cette transformation, le systéme est
réécrit sous la forme

(e e ) (e )=(% ) 23

La solution des équations en x,, et x. est obtenue en appliquant le complément de Schur. La
manipulation des blocs matriciels fournit dans un premier temps

Kimxm = fn — Kpexe (236)
xe = KM, — K 'K.nx,. (2.37)

Il reste ensuite a effectuer la substitution de ’expression de xX. dans x,,, ce qui donne le
systeme réduit

KX, =f., avec K, = (Kunmn—KnK ' Ken), £ =, - KK f.. (2.38)

Le principal intérét des méthodes de condensation réside dans la construction d’'une matrice
réduite qui gouverne seulement les degrés de liberté d’intérét. La dimension de la matrice
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réduite est directement reliée au nombre de coordonnées conservé.

La méthode de Guyan est aussi employée pour les problemes instationnaires. Désormais, le
systeme du second-ordre conservatif est considéré. Les matrices de masse M, de raideur K
ainsi que le vecteur force f sont une nouvelle fois partitionnés en une partie maitre et une
partie esclave. Le choix d’une telle partition représente la principale difficulté de la méthode.
En général, les noeuds ou coordonnées sont sélectionnés comme maitres s’ils sont associés a
une forte inertie. Une autre hypothése classique retenue est qu’aucune force n’est appliquée
aux coordonnées esclaves. Le systeme peut ainsi s’écrire sous la forme

- + = . 2.39
( M M )\ Ken Kee )\ a 0 (2:39)
On néglige ensuite les matrices d’inertie M., et M., (cette étape motive la terminologie static
reduction). Le second ensemble d’équations devient alors

Kenam + Keeqe = 0= g = _Ke_elKemqm (2'40)

Cette derniere expression peut étre utilisée pour éliminer la partie esclave de telle maniere
que

am | _ I _
( o ) = ( KoK, >qm =T, qpm. (2.41)

La matrice de projection T est enfin utilisée pour construire le systeme réduit sous la forme
Mrélm + Ker = fm (242)

avec M, = T;FMTT et K, = T%FKTT les matrices de masse et de raideur réduites. La mé-
thode de Guyan instationnaire combine donc la méthode de résidualisation avec le concept
de la réduction de Guyan statique. De plus, I'introduction de la transformation T, permet
d’interpréter ’approche comme une méthode de troncature. Bien que la méthode soit exacte
pour les problemes stationnaires, le fait de négliger deux sous-matrices d’inertie dans le cas
instationnaire n’implique une réponse exacte qu’a fréquence nulle. Par conséquent, il n’est plus
possible de négliger les deux matrices d’inertie des que la fréquence de I'excitation augmente.
Il s’agit du probleme général rencontré avec les méthodes de résidualisation. De plus, une telle
projection n’a pas de raison de conserver les fréquences propres du systeme original. Néan-
moins, la méthode est bien appropriée pour les modeles de sous-structuration. Les méthodes
de sous-structuration [209] cherchent & analyser le comportement dynamique d’une structure
complexe a partir de la connaissance des comportements particuliers des sous-structures dont
elle est constituée. Le principal challenge (et la principale difficulté!) de ces méthodes réside
dans le traitement de la jonction des sous-structures c¢’est-a-dire le couplage de leurs interfaces
communes. Les méthodes de sous-structuration different par le choix de la transformation T
utilisée et des techniques d’assemblage des sous-structures (méthode a interface bloquée, mé-
thode & interface libre, méthode mixte).

2.4 Meéthodes de construction des espaces réduits

Nous présentons dans cette section les principales méthodes de réduction linéaire dont 1’objec-
tif est la construction de la transformation T = [V, V,,,| permettant de répartir ou concen-
trer I'information dynamique du systéme dans un espace de dimension réduite r < n. La
construction d’une telle transformation représente la premiere grosse difficulté de la théorie
de la réduction de modele. L’analyse de la littérature fait apparaitre quatre grandes familles
de méthodes visant a construire ce type de transformation :

e les méthodes modales basées sur la représentation modale du systeme
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e les méthodes équilibrées basées sur la représentation équilibrée du systeme ;

e les méthodes d’identification basées sur le développement asymptotique de la fonction
de transfert ;

e les méthodes empiriques basées sur la connaissance de solutions du systeme.

2.4.1 Méthodes de réduction modale

2.4.1.1 Représentation modale

La matrice A est supposée diagonalisable avec n valeurs propres (g, ..., A,) distinctes pour
simplifier. Par hypothese, il existe donc une transformation T telle que la matrice T"'AT = A
soit diagonale avec

A0 0 - 0
0 X 0 - 0

A =diag(M\y, .., 0)=| 0 0 A3 0 (2.43)
0 0 0 - A

Dans la représentation modale, les modes ¥, et ®; sont couramment appelés modes propres
en mécanique. La représentation modale du systeme est donnée par ’expression :

{ x = ‘/})f(t) + Bu(t) (2.44)
y = Cx

Le principal avantage de cette représentation réside dans le fait que les équations sur les
composantes du vecteur x sont découplées, simplifiant de maniere drastique ’obtention de la
solution du probleme. De plus, rappelons que la représentation modale fournit directement
les propriétés de stabilité du systéme. Plus précisément, posons A; = R(\;) + jS(N\;). La
partie réelle R(\;) correspond au taux de croissance associé au mode ®; tandis que la partie
imaginaire w; = ()\;) décrit le comportement temporel des amplitudes du mode associé. Un
mode ®; est dit :

e stable si R()\;) < 0, le mode est atténué;

e instable si R(A;) > 0, le mode est amplifié;

e neutre ou marginal si $()\;) = 0, le mode ne croit ni ne décroit ;
e oscillant si w; # 0

e stationnaire si w; = 0.

On pose maintenant C =[¢1,...,G) et B = [by,...,b,]T avec ¢ les colonnes de C et b, les
lignes de B. Dans la représentation modale du systeme, la fonction de transfert s’exprime

n
~ r'L

H(s) = H(s) = C(sI, - A) "B =) po—y

i=1

(2.45)

avec r; = (C<I>i)(\Il;fFB) = ¢;b; les résidus et ); les poles de la fonction de transfert. L’égalité
H(s) = H(s) rappelle que la fonction de transfert est invariante par changement de base.
Si |[R(N\;)| = 0, le systéme dynamique s’emballe lorsque une pulsation s = jw se rapproche
d’une pulsation propre | (A;)| du systeme. Il s’agit du phénomene de résonance physique
qui est a l'origine de nombreux problemes sur tous les systeémes mécaniques. A partir de
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la connaissance de la représentation modale, le systeme réduit peut étre construit soit par
troncature, soit par résidualisation. On parle alors respectivement de méthode de troncature
modale ou de méthode de résidualisation modale. La résidualisation modale n’est pas utilisable
pour les problemes de grande dimension. Dans la représentation modale, le systeme s’écrit

()= (a0 it

Notons que toutes les matrices ne sont pas diagonalisables. En toute rigueur, toutes les
matrices sont jordanisables. Autrement dit, elles admettent une décomposition sous forme de
Jordan. Pour ne pas compliquer le formalisme théorique, nous nous limitons ici aux matrices
diagonalisables. Les méthodes de calcul des modes propres et des valeurs propres sont itératives
car il n’existe pas de méthodes exactes simples pour les problemes de dimension strictement
supérieure a 4 en vertu du théoreme d’Abel. Une bonne revue des méthodes itératives est
proposée par exemple par Saad [231].

2.4.1.2 Méthode de troncature modale

Dans l'espace fréquentiel, la méthode de troncature modale repose sur la conservation de
certains poles (A1, ..., \;) et résidus (ry,...,r,) associés de la matrice de transfert H (voir par
exemple [76, 77, 267]). La fonction de transfert est approchée par la somme tronquée :

H(s) =Y — (2.47)

s— N\
i=1 v

Si les parties réelles des valeurs propres ne sont pas nulles, la qualité de 'approximation
effectuée est estimée a ’aide de I'expression

" &b
Z S—Ai

i=r+1

n

[
} < Z RO (2.48)

H(s) = Hr(8)[|oo =

i=r+1

Le terme ||¢;b;|| représente la norme d’une matrice dans le cas général des systemes MIMO. Le
choix de la norme est arbitraire par équivalence des normes en dimension finie. Cette inégalité
est importante car elle donne une indication sur le choix des modes a conserver dans la
troncature. En effet, elle suggere que la réponse du systeme dépend fortement de I'interaction
entre les poles et les résidus. D’un point de vue numérique, il serait nécessaire de tester tous
les modes pour connaitre leurs importances relatives. Cela peut représenter un inconvénient
notable lorsqu’on cherche a réduire des systemes controlés de tres grande dimension. Dans la
méthode de troncature modale, I’espace V. est donc constitué des r modes propres associés
aux r plus grandes valeurs propres (A1,...,A;). Ces r modes sont les r premieres colonnes
de la transformation modale T. L’espace W, est quant a lui formé des r premieres lignes de
la transformation modale inverse T—!. Par rapport & la construction du sous-espace W,., on
distingue deux cas. Si la matrice est réelle symétrique le théoreme fondamental de I'algebre
linéaire montre que T~! = T7T. 1l est alors naturel de choisir une projection de Galerkin
orthonormale puisque W, = V, et VI'V,. = I,.. Ce choix s’étend théoriquement 2 la classe plus
générale des matrices dites normales c’est-a-dire vérifiant AAT = AT A. C’est par exemple le
cas des matrices antisymétriques (A7 = —A) ou orthogonales (AAT = I,,). Notons au passage
que les valeurs propres des matrices antisymétriques sont imaginaires pures. En revanche, si
la matrice n’est pas normale, I'existence d’une base orthogonale n’est plus assurée en général.
Par conséquent, V, n’a pas de raison d’étre orthonormale impliquant T~ # T7 a priori. Se
pose alors la question du choix pour W,.. L’approche naturelle consiste a calculer directement
Iinverse de la transformation modale T et d’identifier ses r premieres lignes. La seconde
approche est basée sur 'exploitation d’'une propriété remarquable entre la matrice A et sa
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transposée conjuguée AT (AT = AT si A est réelle). Par définition, les valeurs propres \; de
la matrice A associées aux vecteurs propres ®;, satisfont :

AdD;, = \®;. (2.49)

Les modes propres ®; sont aussi dits modes propres directs. De méme, les valeurs propres &;
de la matrice AT associées aux vecteurs propres W, satisfont :

AT, = ¢0,;. (2.50)

Les modes propres ¥; sont aussi appelés modes propres adjoints. On montre par ailleurs que
& = \; ou \; dénote le complexe conjugué de \;. Combinons maintenant les deux équations
(2.49) et (2.50) comme suit :

UTAD, — &/ATY; = \ U] D, — ;0] T, (2.51)

En utilisant la propriété de symétrie du produit scalaire sesquilinéaire standard, il reste fina-
lement :

(X — &) ¥ ®; = 0. (2.52)
Deux cas se présentent :
o sii#j, \i—¢& #0donc OT®; =0;
o sii=j, UT®; #0.

Ces deux relations définissent la biorthogonalité des deux ensembles [®1, ..., B, ] et [Py, ..., ¥,,].
Autrement dit, un vecteur propre de la matrice A7 est orthogonal & tous les vecteurs propres
de la matrice A, sauf a celui qui a une valeur propre conjuguée. Ces deux familles peuvent
étre de plus normalisées de telle sorte qu’elles soient biorthonormales entre elles. Par consé-
quent, une projection de Petrov-Galerkin biorthonormale peut étre employée, 'espace W,
étant donné par r modes propres de AT et 'espace V, étant donné par r modes propres de
A de méme indice. Une derniere approche est d’utiliser le pseudo-inverse de Moore-Penrose.
Connaissant 'espace V,. non orthonormal, 'espace W, = V,.(VI'V,)~! est introduit, formant
des sous-espaces biorthonormaux. Cependant W, ne s’identifie pas au sous-espace dual conte-
nant les modes propres adjoints. De ce fait, 'utilisation du pseudo-inverse n’aboutit pas a une
diagonalisation du systéme non symétrique et ne conservera pas les propriétés de stabilité du
systeme non réduit.

2.4.1.3 En dynamique des structures

Rappelons tout d’abord que les problemes structures sont formulés tres souvent sous la forme

(2.12) :
Mé(t) + Dq(t) + Kq = £() (2.53)

La plupart du temps, les méthodes modales sont basées sur le calcul des modes propres du
systeme conservatif homogene

K® = w’M® (2.54)

avec w? les valeurs propres. Il s’agit d’un probléme aux valeurs propres généralisé. Une idée
classiquement retenue pour ce type de probléeme est de construire une base modale M-
orthonormale ce qui évite d’inverser la matrice de masse M. La méthode générale pour
résoudre un probleme aux valeurs propres généralisé consiste a effectuer au préalable une
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factorisation (QZ des deux matrices M et K. La factorisation (QZ est une généralisation de la
factorisation de Schur plus connue. Pour rappel, la factorisation de Schur de la matrice A est
donnée par A = UTUT avec U unitaire et T triangulaire. La factorisation QZ est une facto-
risation de type Schur pour deux matrices. Par exemple, la décomposition QZ de M et K est
donnée par M = QT ,Z et K = QT Z avec Q et Z unitaires, Ty et T triangulaires. Une
telle décomposition découple les équations et facilite la résolution du probleme aux valeurs
propres généralisé. Les matrices M et K étant idéalement définies positives et symétriques, les
valeurs propres sont bien positives et elles traduisent les fréquences propres du systéme dyna-
mique conservatif. Les valeurs propres s’interpretent directement comme les racines carrées des
pulsations propres de la structure. L’emploi des méthodes modales en dynamique des struc-
tures est motivé par le constat que bien souvent seuls les modes de vibration basses fréquences
sont nécessaires a la connaissance des déplacements. Physiquement, la troncature modale cor-
respond a la restriction des modeles de structure sur une gamme donnée de fréquences. Par
conséquent, la représentation des vibrations d’une structure par troncature modale est affectée
par la non prise en compte de ’ensemble des composantes fréquentielles. Pour limiter les effets
de la troncature modale, il peut étre nécessaire d’identifier des modes jusqu’a une fréquence
plus importante que la plus grande fréquence associée a I'excitation de la structure. Si f est
la fréquence maximale associée aux fréquences caractéristiques de la dynamique analysée, une
troncature modale poussée a 1.5f devrait donner de meilleurs résultats. C’est le critere de
Rubin. Rappelons aussi que la méthode de troncature ne conserve pas 1’état stationnaire.
Des corrections statiques et/ou quasi-statiques sont tres souvent rajoutées pour cette raison.
Les méthodes modales sont régulierement couplées avec les techniques de condensation matri-
cielle (méthode de Guyan) et de sous-structuration. Les méthodes de condensation permettent
de représenter seulement les degrés de liberté d’intérét. Les méthodes de sous-structuration,
quant a elles, permettent de prédire le comportement vibratoire globale d’une structure com-
plexe a partir du comportement vibratoire de ses différentes sous-structures. La méthode de
Craig-Bampton est certainement la technique la plus populaire pour réaliser les jonctions des
modes propres des différentes sous-structures [74, 75, 165]. Ces approches sont bien plus per-
formantes que la méthode de Guyan. D’autres méthodes performantes assimilées ont aussi
été proposées. Citons la méthode Improved Reduced System (acronyme IRS) proposée par
O’Callahan [109, 197] ou encore la méthode System Equivalent Reduction Ezpansion Process
(acronyme SEREP) [196]. Pour terminer, la compréhension du comportement dynamique des
structures réelles nécessite de prendre en compte le terme d’amortissement ce qui introduit la
résolution d’un probléeme aux valeurs propres du second ordre

(—w?M + jwD + K)® = 0. (2.55)

Une tres bonne revue des méthodes modales pour les systemes quadratiques a été proposée par
Tisseur et Meerbergen [265]. De plus, les problémes aux valeurs propres du second ordre sont
motivés avec de nombreux exemples issus de la mécanique des structures, de la vibroacoustique
et des fluides. En dynamique des structures, les problemes quadratiques sont d’un grand intérét
pour les systémes amortis. Une structure est en effet caractérisée dans le cas général par ses
propriétés de masse, d’amortissement et de raideur. Par exemple, le traitement des structures
en mouvement de rotation nécessite de prendre en compte la force de Coriolis représentée
par le terme Gq avec G une matrice antisymétrique. Ces systémes gyroscopiques peuvent
de plus poser des problemes de stabilité. Afin d’analyser 'influence de ’amortissement, il est
par ailleurs particulierement intéressant de comparer les modes propres du systeme dissipatif
avec ceux du systeme conservatif. Ces problemes restent une voie de recherche importante en
dynamique des structures.
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2.4.1.4 En dynamique des fluides

En mécanique des fluides, on s’intéresse au spectre de I'opérateur de Navier-Stokes linéarisé
incompressible afin d’analyser le comportement d’un écoulement stationnaire ou moyen pré-
calculé. Le but de ce type d’analyse est de comprendre les mécanismes d’instabilité causant la
transition des écoulements laminaires vers les écoulements turbulents. L’analyse de la stabi-
lité temporelle des écoulements joue donc un role important pour comprendre les mécanismes
fondamentaux a ’origine des tourbillons, etc. Pour ce faire, on considére une fluctuation har-
monique en temps du de ’écoulement autour d’une solution stationnaire u. Le vecteur vitesse
et la pression sont décomposées de la maniere suivante :

u(x,t) = a(x) + edu(x, t) = a(x) + ea(x)e 7! (2.56)

Cette décomposition est introduite dans les équations de Navier-Stokes non linéaires. Le mo-
dele linéarisé est obtenu facilement en éliminant tous les termes contenant des puissances de
€ strictement supérieures a 1 et en supposant que le champ moyen ou stationnaire vérifie les
équations non linéaires. La dynamique des perturbations de pression et vitesse (dp,du) est
régie par le modele continue :

d 0 sju\ [ av+Va+A/Re V su (2.57)
0 0 op ) V- 0 5p '

avec Re le nombre adimensionnel de Reynolds, Id 'opérateur identité, V 'opérateur gradient
et A Dopérateur laplacien. En accolades sont indiqués les opérateurs discrets associés. C’est
un tres bon exemple de systeme descripteur. La matrice E n’est en effet pas inversible a cause
du terme de divergence nulle. Barbagallo et al. [24] ont récemment proposé une procedure
pour résoudre cet aspect du probleme. Il est important de noter que l'opérateur linéarisé
n’est pas symétrique (opérateur associé non auto-adjoint) et est susceptible d’étre instable
suivant la nature de I’écoulement moyen. Le calcul des modes propres d’un tel systéme est
bien plus complexe que les systeémes rencontrés en dynamique des structures. Il est nécessaire
de calculer les modes adjoints en particulier. De plus, la dimension du probleme est souvent
bien plus importante. Les approches matricielles deviennent rapidement tres contraignantes.
En particulier, une factorisation de type QZ est rarement envisageable. Pour répondre au
défaut de la formulation matricielle et notamment du stockage de la matrice, des méthodes
(matriz-free method) émergent [4, 20]. Ces techniques basées sur 'intégration d’un terme
de pseudo-temps sont tres prometteuses. La stabilité des écoulements est un vaste domaine.
De plus, une terminologie spécifique est utilisée en fonction des hypotheses effectuées sur
I’écoulement de base :

e si deux directions de I’écoulement sont homogenes (écoulements paralleles) ou pério-
diques, on parle de stabilité locale et les modes propres sont dits locaux;

e si une seule direction de I’écoulement est homogene, on parle de stabilité biglobale et les
modes propres sont dits biglobaux;

e siaucune direction de I’écoulement n’est supposée homogene, on parle de stabilité globale
ou triglobale et les modes sont dits globaux ou triglobaux suivant les équipes travaillant
sur ces notions.

Il s’agit ici de stabilité temporelle, il s’ajoute aussi la notion de stabilité spatiale. Le livre
de Schmid et Henningson [241] introduit ces différents concepts. Il existe de nombreux ré-
sultats théoriques pour la stabilité locale ot émergent notamment les concepts importants
d’instabilité convective et d’instabilité absolue [65, 143]. Les deux autres types de stabilité ne
sont apparues que tres récemment avec 'amélioration de la capacité de calcul informatique
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[163]. Une revue des problemes de stabilité biglobale et triglobale a été proposée par Theo-
filis [259, 260]. L’analyse de la stabilité globale a récemment été étendue aux équations de
Navier-Stokes linéarisées en régime compressible par Robinet [220], Brés et Colonius [51] et
Mack et Schmid [181]. Le spectre des équations de Navier-Stokes compressible linéarisées est
cependant particulierement compliqué a analyser en raison des différentes échelles physiques
présentes ou des multiples interactions modales possibles (acoustique, entropique et tourbillo-
naire). C’est un sujet de recherche tres ouvert. Dans toutes ces problématiques de stabilité,
les modes propres ne sont pas forcément utilisés pour construire un modele réduit. Tres sou-
vent, le calcul se limite a I'identification des modes les moins stables qui sont généralement en
nombre restreint dans les cas traités [5, 19]. Dans le contexte des écoulements compressibles, le
calcul des modes propres est certainement mieux posé pour les systemes fermés (écoulements
internes) en raison des conditions aux limites de type paroi. Par exemple, Caraeni [57] exploite
les modes propres de I'opérateur discret associé aux équations d’Euler linéarisées pour prédire
les fréquences de résonance dans une chambre de combustion.

L’apparition des modeles réduits fluides fondés sur les modes propres a été motivée par
la volonté de controler les écoulements et les systemes aéroélastiques. La réduction modale
pour traiter les systemes aéroélastiques instationnaires a émergé au début des années 90 avec
notamment les travaux de Mahajan et al. [182]. Hall [128] propose de construire un modele
réduit aérodynamique a partir des modes propres d’'un modele fluide parfait incompressible et
irrotationnel (vortex lattice model). L’approche a aussi été étendue au modele fluide potentiel
linéarisé par Florea et Hall [99] puis au modele de couche limite (visqueuse) [100] et enfin aux
équations d’Euler linéarisées par Romanowski [221, 222]. Par ailleurs, les modeles réduits se
sont révélés bien plus performants en ajoutant des corrections statiques et quasi-statiques [261]
(non conservation de I’état stationnaire dans la méthode de troncature modale). Une revue de
ces différents travaux a été proposée par Dowell et al. [81]. Notons que Sarkar et al. [235] ont
récemment reconsideré le modele vortex lattice model en appliquant la méthode SEREP. Dans
toutes ces études, la dimension du probleme n’est malgré tout pas trés importante (< 10000).

Dans le contexte du controle des écoulements, Allan [7] est I'un des précurseurs de la réduc-
tion modale appliquée au controle des équations de Navier-Stokes incompressible linéarisées.
11 calcule les modes propres directs dans le cas d’un systéme fermé (cavité entrainée) et semi-
fermé (couche cisaillée entre deux plaques). Par contre, les matrices réduites construites ne
sont certainement pas diagonales car les modes propres adjoints ne semblent pas avoir été cal-
culés. Par la suite, Gadoin et al. [111] ont proposé d’introduire directement les modes propres
directs et adjoints dans le modele non linéaire afin de construire un modele réduit non linéaire.
La méthode a été appliquée aux cas du phénomene de convection dans une cavité fermée en
s’appuyant sur les équations de Navier-Stokes incompressible non isotherme (approximation
de Boussinesq). Cette méme procédure a été reprise récemment par Akervik et al. [4, 6] puis
Ehrenshtein et Gallaire [82] mais dans le but de controler des écoulements. Barbagallo et al.
[24] ont cependant rappelé la difficulté a choisir les bons modes propres dans le contexte du
controle en exploitant 'inégalité (2.48). De plus, ils montrent I'importance physique des modes
stables lorsqu’un modele réduit est construit. En effet, construire un modele réduit seulement
a partir des modes instables (modes les plus énergétiques) n’est pas suffisant. Une revue de
ces différentes problématiques a été récemment proposée par Sipp et al. [251].

2.4.2 Meéthodes de réduction équilibrée

Les méthodes de réduction équilibrée sont spécifiques aux systemes controlés. Il est nécessaire
d’introduire au préalable les notions d’observabilité et de commandabilité.
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2.4.2.1 Notions de controdlabilité et d’observabilité

Le systéme LTI (2.1) est dit observable si et seulement si la matrice [C; CA;...; CA® 1] est de
rang n. Il est dit controlable (ou commandable) si et seulement si la matrice [B, AB, ..., A® 1 B]
est de rang n. Donnons une interprétation succincte de ces deux notions clefs. Dans le cas
de la commandabilité, étant donné un état initial x(to) et un état final x(¢;) arbitraire du
systeme, il existe toujours un signal d’entrée u (une commande) qui appliquée au systeme
sur l'intervalle de temps [to,t¢] permet de rejoindre I'état final partant de 'état initial. La
controlabilité dépend des excitateurs. En ce qui concerne ’observabilité, I’observation des en-
trées u et des sorties y du systeme sur [tp,t¢] permet de retrouver I’état initial du systeme
x(tg). L’observabilité dépend des capteurs ou plus généralement des lois linéaires observées.
Les deux conditions sur le rang des matrices définies plus haut sont aussi appelées criteres de
Kalman. Pour caractériser et quantifier ces deux notions, on définit les matrices gramiennes
de controlabilité G. € R™ ™ et d’observabilité G, € R™*™ par :

ty
G. = / exp(At)BBT exp(ATt)dt (2.58)
t

0

ty
G, — / exp(ATHCTC exp(At)dt (2.59)
to

Si ty est fini, on dit que le gramien est fini sinon on dit qu’il est infini. Ces matrices sont
symétriques semi-définies positives par définition. Elles constituent les briques élémentaires
de la représentation équilibrée du systéme. On montre que les gramiens sont solutions des
équations différentielles de Lyapunov suivantes :

gc - Agc + gcAT + BBT
Lo = o 260
_go = ATgo + goA + CTC
{ go(tf) 0 (2.61)

En particulier, les gramiens finis sont définis lorsque ¢ty — 0o si la matrice A est de Hurwitz.
Elles sont alors solutions des équations matricielles algébriques :

AG.+G.AT +BBT =0 (2.62)
et
ATG,+G,A+CTCc=o. (2.63)

Notons pour terminer que les gramiens de controlabilité et d’observabilité sont équivalents
dans le cas particulier ot la matrice A est symétrique et BB? = CCT'. Si toutes les inconnues
sont controlées et observées (B = C = 1,,), il est intéressant de remarquer que les gramiens
se réduisent a

t t
G.= / " exp(AL) exp(ATH)dt, Gy — / " exp(ATt) exp(At)dt. (2.64)
t

0 to

L’équivalence des deux gramiens est alors assurée si la matrice A est normale (AAT = ATA)
puisque dans ce cas les deux exponentielles de matrice exp(ATt) et exp(At) commutent. Enfin
il est important de souligner que le gramien d’observabilité reste important méme lorsque tous
les états sont observés i.e. y = x ou C = I, et d’autant plus lorsque la matrice A n’est pas
symétrique.
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2.4.2.2 Représentation d’état équilibrée

Un systeme est dit équilibré s’il existe une transformation T telle que :

ocr 0 O --- 0

0 oo 0 --- 0

T _ m-T -1 _p_ 0 0 o 0
Tg.T' =T 'Gg, T =T = 3 (2.65)

o o0 0 --- o,

ou gy > 09 > 03 > ---0, > 0 sont appelées valeurs singulicres de Hankel, ac = TG TT
et G, = T TG, T7! sont les gramiens transformés. Il s’agit donc de chercher une base dans
laquelle les gramiens seront égaux, autrement-dit une transformation qui diagonalise simulta-
nément les deux gramiens (G.G, = TG.G,T1). L’écriture du systeme dans une telle base est
appelée représentation équilibrée. De nouveau, posons x = TX la forme équilibrée s’exprime
alors :

X(t) = AX(t)+ Bu(t) (2.66)
y(t) = CX(t) (2.67)

avec A = T-LAT, B = T-1B, C = CT. Les modes de la transformation équilibrée T
sont appelés modes équilibrés. A partir de la transformation équilibrée, le modele réduit peut
étre obtenu une nouvelle fois soit par troncature (méthode de troncature équilibrée) soit par
résidualisation (méthode de résidualisation équilibrée). La résidualisation équilibrée [97, 172]
n’est pas exploitable pour les problemes de grande dimension.

2.4.2.3 Méthode de troncature équilibrée

La méthode de troncature équilibrée a été introduite par Moore [188]. Le principe de la mé-
thode est d’obtenir la fonction de transfert réduite H,(s) en éliminant dans l’espace d’état
associé a la représentation d’état H(s) les sous-espaces qui seraient peu observables et/ou peu
commandables. 11 s’agit en d’autres termes d’éliminer, de tronquer les modes simultanément
peu observables et peu controlables. En effet, dans la base équilibrée, les fortes directions
d’observabilité et de controlabilité coincident. De cette maniere, seuls les états les plus contro-
lables et les plus observables sont retenus. Quantitativement, cette idée provient du fait qu’on
observe souvent une décroissance rapide des valeurs singulieres de Hankel. On peut alors s’at-
tendre a obtenir un modele réduit de tres faible dimension, s’il est effectivement possible de
tronquer les modes équilibrés associés aux plus petites valeurs singulieres de Hankel ou de
maniere équivalente a ne retenir que les modes associés aux plus grandes valeurs singulieres.
Dans la méthode de troncature équilibrée, ’espace V. est donc constitué des » modes équili-
brés associés aux r plus grandes valeurs singulieres de Hankel (o71,...,0,). Ces r modes sont
les r premieres colonnes de la transformation équilibrée T. L’espace W, est quant a lui formé
des r premieres lignes de la transformation équilibrée inverse T—!. Dans le cas tres particu-
lier ou les gramiens de controlabilité et d’observabilité sont égaux, la transformation T est
orthogonale ce qui implique que T~' = T7. Les méthodes équilibrées sont importantes car
elles fournissent une erreur L bornée entre la fonction de transfert du modele non réduit et
celle du systeme réduit. Elles conservent en outre la stabilité du systeme original. La qualité
de 'approximation équilibrée peut étre évaluée a I'aide des expressions suivantes :

n
IH — H,[lo :=sup[H-H,[l2 <2 ) o (2.68)
weR i=rt1
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Iy(6) = yr(@)ll2 <2 Y aillu®)l2 (2.69)

i=r+1

2.4.2.4 Calcul des modes équilibrés

Par définition, la transformation équilibrée est construite en calculant les n éléments propres
GcGo®i =\ ®; (2.70)

avec 0; = \/\;. Ce probleme aux valeurs propres n’est jamais résolu directement car il n’ap-
parait pas comme un probléeme symétrique (sauf si les gramiens sont égaux). Les méthodes
équilibrées se distinguent principalement par la maniere de calculer les deux gramiens et les
modes équilibrés associés. Tout d’abord, les gramiens infinis sont, rappelons-le, solutions des
équations de Lyapunov algébriques. Il s’agit donc de résoudre de telles équations. Il existe une
littérature tres abondante concernant I'estimation de la solution des équations de Lyapunov.
Les équations de Lyapunov admettent une unique solution en supposant que la matrice A
est de Hurwitz. Puisque les gramiens sont symétriques, ils sont solutions d’un systeme de
n(n+1)/2 équations linéaires & n(n+ 1)/2 inconnues. Les différentes techniques de résolution
dépendent de la dimension et du caractere creux de la matrice A impliquée :

e si n = O(10%), la méthode de résolution la plus naive des équations algébriques de
Lyapunov repose sur le produit de Kronecker qui permet de traduire les équations de

Lyapunov en un systéme linéaire. Cette méthode naive a une complexité en n°.

e si n < 10%, on utilise souvent l’algorithme de Bartels-Stewart qui débute par une dé-
composition de Schur de la matrice A.

e si n < 10°, on utilise des méthodes itératives basées sur les espaces de Krylov [147,
148, 149, 203] ou encore basées sur 1’ Alternate Direction Implicit [113, 166, 173, 202]
(acronyme ADI)

e sin > 10% les gramiens sont estimés & partir d’intégration temporelle.

L’algorithme classique de construction de la transformation équilibrée nécessite d’intro-
duire la décomposition aux valeurs singulieres (SVD : Singular Value Decomposition) d’une
matrice carrée ou rectangulaire. La SVD d’une matrice B € C™*"™ est définie par la factori-
sation

B =UXV* (2.71)
avec U € C"™*"™ telle que UU* =1,,, V € C™*" telle que VV* =1, et
1 0
D= Ok (n—t) (2.72)

0 Pk
Om—txk | Om—kx(n—k)

Les u;, appelées valeurs singuliéres, sont des scalaires réels strictement positifs ordonnés de
fagon décroissante : g > --- > up > 0. Cette factorisation matricielle existe toujours. Notons
au passage que la SVD d’une matrice symétrique définie positive est identique a sa représenta-
tion modale. Nous pouvons maintenant présenter les principales étapes menant a la formation
des modes équilibrées :

e calculer les gramiens de controlabilité G. et d’observabilité G, en résolvant les deux
équations matricielles de Lyapunov ;
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e calculer les décompositions de Cholesky des gramiens G. = LCLZ et G, = LOLZ ;

e calculer la SVD de LIL,, obtention de la factorisation LIL, = USV? avec UTU =1
et VIV =1;

e former la transformation équilibrée T = L,VE~1/2 et son inverse T~! = £/ 2Tl

e tronquer la transformation équilibrée, V,. est formée des premiéres colonnes de T et W,
est formée des premieres lignes de T—!

Cette méthode est parfois dénommée Square Root Balanced Truncation. Les méthodes équi-
librées ont aussi été étendues pour les systemes descripteurs [253], du second ordre en temps
[59, 63, 204]. Notons au passage que Stykel [253] a proposé de réduire le modele de Stokes
semi-discrétisé. Pour des dimensions tres importantes, ce sont les gramiens finis qui sont ex-
ploités. Ils sont estimés a partir de simulations dynamiques. C’est la raison pour laquelle, ils
sont parfois appelés gramiens empiriques (idée qui remonte aux travaux de Lall et al. dans le
contexte du contrdle non linéaire [155, 157]). Le gramien fini de contrélabilité est approché
par une méthode de quadrature numérique

ty
G. = / exp(At)BBT exp(ATt)dt (2.73)
to
nt
~ Y a;exp(At;) BB exp(ATt;) (2.74)
i=1
avec «; les poids de quadrature. Les réponses directes x(t) = exp(At)B sur [tg,ts] sont

solutions des g problemes aux valeurs initiales

Xi = AXZ‘ .
{xi(()) _ Be ° 1<i<yq (2.75)

avec Be; = b; les vecteurs colonnes de la matrice B. La matrice

X = [yaiexp(At1)B, ..., on exp(Aty:)B] (2.76)

est ensuite formée. On montre finalement que G.(t5) ~ XX”. De méme pour le gramien fini
d’observabilité, les réponses z(t) = exp(ATt)CT sur [to, tf] sont solutions des p problemes aux
valeurs initiales

il' = ATZ,L' .
{ZZ’(O) _ CTei , 1<i<p (2'77>

La matrice des réponses du probleme dual
Z = [/ exp(ATtl)CT, o/ Qg exp(ATtnt)CT] (2.78)

est ensuite formée et on montre que Gy(t5) ~ ZZ". A partir du moment oi les deux ensembles
de solutions X et Z sont connus, le calcul des modes équilibrés est similaire a la méthode Square
Root Balanced Truncation présentée ci-dessus . L’algorithme débute par contre directement
par la SVD de la matrice ZTX = UXV7 car les gramiens approchés XX et ZZ” ne sont
d’une part pas nécessaires pour ’obtention des modes et d’autre part impossible a stocker [160]
(ce sont des matrices denses de grande dimension!). Les deux espaces de projection équilibrée
sont donnés respectivement par V,, = XV 21_1/2 (modes directs) et W, = ZU; 21_1/2 (modes
adjoints) avec V1 et Ujp constituées des r premieéres colonnes respectives de V et U. La
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biorthogonalité des deux espaces V,. et W, découle de la SVD de ZTX puisque

Z’X =usv? = (x/VPuTzhyxvizY) =1, (2.79)

wZT v,

r

Cette méthode d’estimation empirique des gramiens devient trop cotiteuse si le nombre d’en-
trées et de sorties est important (systemes MIMO). Rowley [223] propose une méthode de
projection (output projection method) pour les systémes présentant un nombre important de
sorties (par exemple C = I,,). Il utilise les modes les plus controlables pour calculer les modes
les plus observables. La méthode de Rowley a été formalisée en dimension infinie par Singler
[250]. Dans le contexte du controle des écoulements, la méthode équilibrée empirique est appli-
quée pour réduire la contribution stable des écoulements [3, 21, 24, 146]. En effet, ’hypothese
fondamentale de la méthode équilibrée est la stabilité asymptotique du modele haute-fidélité.

2.4.2.5 Cas des systémes instables

L’hypothese fondamentale d’application des méthodes équilibrées est la stabilité asymptotique
de la matrice non réduite A (matrice de Hurwitz). En effet, les gramiens infinis ne sont pas
définis pour des systemes instables. Cette hypothese est a priori légitime pour les modeles
physiques linéaires. Les systémes potentiellement instables se rencontrent lorsqu’on traite
des systemes linéarisés autour d’un point d’équilibre dans le but d’analyser par exemple sa
stabilité. Mais alors peut-on utiliser les méthodes équilibrées dans ce cadre? Le principe
général est de séparer les états stables des états instables. Dans la représentation modale, le
systeme s’écrit

)= () (280

ou X, caractérise les états instables et x; les états stables. La méthode de réduction équilibrée
est alors appliquée seulement sur la partie stable du systeme [63, 119, 192, 286] :

T
d(as ) _( WAV, 0 as (2.81)
dt X’lL O Au Xu
ou ag sont les états réduits stables, V, et W,. sont les sous-espaces constitués des modes
équilibrés directs et adjoints respectivement.

2.4.2.6 Approches fréquentielles

Les approches temporelles sont de bonnes approximations du systeme pour les problemes large
bande en terme de contenu fréquentiel. Mais elle ne permettent pas en soi de minimiser I’erreur
sur une bande de fréquences particuliere. Dans de nombreuses applications, il serait pourtant
souhaitable de réduire l'erreur si on se limite & une petite gamme de fréquences d’intérét.
Suivant les applications recherchées, il peut étre important d’avoir un bon modele & certaines
fréquences spécifiques, pas nécessairement a fréquence nulle (s = 0) ou encore a fréquence
infinie (s = 00). Les méthodes équilibrées ont été étendues a la représentation fréquentielle
dans ce but. Le principe de la méthode Frequency-weighted balanced Reduction (acronyme
FWBT) est de minimiser l'erreur entre la fonction de transfert originale et la fonction de
transfert réduite en rajoutant un poids aux entrées-sorties. Cela revient a minimiser I’erreur
a l'aide d’un critere relatif de la forme

[[Hy (s) (H(s) — Hr(s))Ha(s)]. (2.82)
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La principal difficulté d’'un tel critere est de réussir a construire les poids Hy et Hy [84, 85,
268, 276, 285]. En pratique, la FWBT est utilisée sans poids en exploitant la représenta-
tion fréquentielle des gramiens sur une bande fréquentielle souhaitée [w1,ws]. L’avantage de
cette méthode est donc d’étre plus flexible sur la conservation de certaines fréquences. L’idée
d’utiliser un critere relatif est intéressant, en particulier pour tenter de combiner la méthode
modale avec la méthode équilibrée par I'intermédiaire d’une pondération par les fréquences
propres [285]. En exploitant le théoréme de Parseval, les gramiens temporels infinis s’écrivent
respectivement dans I'espace fréquentiel :

1 [o.¢]
Gof — 27r/ (joI, — A)'BB” (—jwl, — AT) 'dw (2.83)

1 oo
Gos = 5- / (—jwL, — AT)1CTC(jwl, — A) ' dw (2.84)

De maniere analogue a I'introduction des gramiens finis dans le domaine temporel, sont définis
les gramiens finis dans le domaine fréquentiel comme la restriction des deux gramiens ci-dessus
a une bande de fréquence [wy,ws| d’étude. Les méthodes équilibrées fréquentielles procedent
de la méme fagon que dans le domaine temporel. Pour les problémes de grande dimension,
une procédure analogue au domaine temporel peut étre appliquée. Cette fois-ci, pour chaque
fréquence d’intérét, des systémes linéaires du type (jwl, — A)x, = b; et (jwl, — AT)z, = c;
sont résolus. Les gramiens finis sont alors approchés dans le domaine fréquentiel par :

m

Lo —1pRT(_: TY=1 7, ~ 1 r
gcf—gﬁ/m ik = )BT (il = AT ) gt (2:85)
Gop = — [ (mjul, — AT)ICTC(juT, — A)ldw ~ Em iz, (2.86)
I o e e 0T =1 2 e ‘

Cette approche a été proposée par Willcox [281] pour réduire le modele d’Euler linéarisé discret
dans le contexte de 'aéroélasticité. Bui-Thanh et Willcox [54] 'ont par la suite étendu aux
systémes présentant beaucoup d’entrées et de sorties (systemes MIMO) en s’inspirant de la
méthode de projection proposée par Rowley. Récemment, Dergham [80] propose d’appliquer la
méthode aux équations de Navier-Stokes incompressible. L’approche fréquentielle est motivée
par le fait qu’elle reste utilisable méme pour les systémes non asymptotiquement stables, sans
avoir besoin de soustraire au préalable les modes neutres et/ou instables. Ces travaux sont
tres prometteurs. Le principal coiit associé a cette approche est la résolution de nombreux
systemes linéaires, dépendant du nombre de fréquences pour chaque entrée et pour chaque
sortie. Le nombre de systemes linéaires a résoudre peut donc devenir assez important.

2.4.3 Meéthodes de réduction par identification
2.4.3.1 Principe

La méthode repose sur l'identification des premiers coefficients des développements en série
de Laurent de la fonction de transfert H. Ces développements en série de Laurent different
par le choix du ou des points s autour desquels la fonction de transfert est développée. Par
exemple, un développement de Taylor de H dans un voisinage de sg donne :

k

H(s) = Y H(k)(so)(s_l;o) (2.87)
k=0 '

> s — S k
- kzonk(so)(kﬂ(’). (2.88)
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Les 7 sont appelés moments de H autour du point sg € C. A partir de la connaissance
du développement en série de la fonction de transfert, 'approximation par identification est
fondée sur deux étapes :

e la troncature de la série de Laurent, ainsi calculée, & un indice r;
e l'identification des coefficients ;. de la série jusqu’a 'indice r.

Apres ces deux étapes de troncature et d’identification, la fonction de transfert réduite H, est
simplement donnée par la somme finie

" S — S k
B (s0) = 3 matoo) U200 (2.89)
k=0 ’

Par exemple :

e Autour de s = 0, la méthode d’identification est aussi connue sous le nom d’approxima-
tion de Padé et

ne(0) = CA™* 1B, k>o0. (2.90)

e Autour de s = sg, on parle d’approximation shifted Padé et

Me(s0) = C(sol, — A)*'B, k>0. (2.91)

e Autour de s = 00, le probleme résultant est nommé partial realization et

H(oo) = mi(o0)s ! (2.92)
k=0
avec
. = CA*B. (2.93)

De plus, les moments sont souvent appelés parametres de Markov de la fonction de
transfert.

e Autour de [ points sg, la méthode est connue sous le nom d’interpolation rationnelle et

00 00 s — Sk)kj .
H(sp,...,s)= Y ... anj(sk)(m, 1<j<li (2.94)
k1=0 k=0 J
avec
ni,(s1) = C(spLy — A)"M'B, k; >0, 1<j<L (2.95)

L’erreur d’approximation commise est directement connue au point de développement de
la série par définition. Elle s’identifie exactement a I'erreur de troncature de la série au point
de développement soit » oo 11 nks'. La puissance de la méthode repose sur la conservation
des 7 moments du systeme original. Notons au passage que les moments sont des matrices de
la dimension de la fonction de transfert. En particulier, si le systeme est un SISO, les moments
sont des scalaires et la fonction de transfert est approchée par un polynome de la fonction de
transfert (si s # 0o). Notons enfin que les moments font intervenir I'inverse de la matrice A
si s est fini. En pratique, on distingue les méthodes de moments explicites et implicites. Une
méthode d’identification est dite explicite si elle est basée sur le calcul direct (ou "explicite”)
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des moments 7. Il s’agit donc essentiellement de travailler la fonction de transfert. La méthode
explicite la plus célebre est la méthode Asymptotic Waveform Evaluation (acronyme AWE)
(64, 208]. Elle identifie & la fois les moments et les parametres de Markov. Elle n’est plus tres
utilisée a cause de son mauvais conditionnement numérique [22]. Les méthodes d’identification
les plus répandues sont implicites. Elle repose sur la construction des espaces d’approximation
V., et de projection W,.. Dans ce dernier cas, la réduction peut étre effectuée au niveau du
systeme LTI. Les méthodes de moment implicites reposent sur l’exploitation des espaces de
Krylov. Etant donnés une matrice A € C"*" et un vecteur non nul x, on appelle sous-espace
de Krylov de dimension r < n, un espace généré par ’action de A sur x de la forme suivante :

Kr(A,x) = {X, Ax, A%x, ..., Ar_lx} (2.96)

Les vecteurs A’x sont appelés vecteurs de Krylov. La définition de I’espace de Krylov dans les
méthodes de moments doit étre adaptée en fonction du développement de Taylor choisi de la
fonction de transfert. Par rapport aux coefficients de Taylor, il est en effet naturel d’identifier
et d’introduire les espaces de Krylov suivants :

e dans le cas d'une approximation de Padé

K)N(ALB)={A'B,A’B,...,A"B} (2.97)

e dans le cas d'une approximation shifted Padé

K ((soln—A) 1, B) = {(sol, — A)"'B, (sol, — A)?B,...,(sol, — A)""B} (2.98)

e dans le cas d’une partial realization

KX(A,B) = {B,AB,A’B,..., A" 'B} (2.99)

A partir de la définition de ces différents espaces de Krylov (dont la définition dépend du
choix de la ou des fréquences autour desquelles le développement de Taylor est effectué), il
s’agit de construire le sous-espace primal V,.. L’espace primal V, ne s’identifie pas directement
aux espaces de Krylov. En effet, les vecteurs de Krylov ne sont pas orthogonaux entre eux
et possedent méme la propriété facheuse de devenir de plus en plus colinéaires entre eux
lorsque la dimension r augmente. Un modele projeté directement sur la base des vecteurs
de Krylov aurait donc un tres mauvais conditionnement numérique. Afin de contourner ce
probleme, le principe des méthodes de moments implicites repose alors sur la construction
d’un sous-espace orthogonal a ’espace de Krylov construit. Cela conduit au célebre algorithme
d’Arnoldi qui utilise une procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Les étapes de
I’algorithme d’Arnoldi sont & adapter en fonction du choix de 'approximation ou de maniere
équivalente de 'espace de Krylov associée. Notons qu’en pratique une orthonormalisation de
Gram-Schmidt modifiée est toujours employée car il est bien connu que ’algorithme de Gram-
Schmidt classique est instable numériquement [36] (les vecteurs construits ne sont pas assez
orthogonaux entre eux). La procédure d’Arnoldi peut étre améliorée en considérant 1’espace
de Krylov adjoint (output Krylov space) Kj(A~T, A=TC) si la matrice n’est pas symétrique
et / ou si on veut prendre en compte les sorties.

La littérature sur 'enrichissement des méthodes d’identification est tres vaste [22, 42, 49,
50, 105, 106, 107, 112, 121, 123, 162, 245, 275, 284]. Il s’agit essentiellement d’améliorer la
préservation de la stabilité, de la passivité, de la précision, de les adapter a des problemes de
dimension plus ou moins importante ou encore de les étendre aux systemes MIMO. Citons
notamment (liste non exhaustive) :
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e Méthode one-sided Lanczos [158] pour les problemes symétriques, méthode two-sided
Lanczos pour les problemes non symétriques : plus précise que la méthode d’Arnoldi;

e Méthode Padé via Lanczos (acronyme PVL) : améliore la méthode AWE en conservant
la stabilité numérique [95], étendue aux MIMO [104] (méthode MPVL)

e Méthode Passive Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm (acronyme PRIMA) :
préserve la passivité [198], apparentée aux méthodes two-sided Arnoldi, dual rational Ar-
noldi ou encore lalgorithme Efficient Nodal Order Reduction (acronyme ENOR) [247];

e Méthode SVD-Laguerre [153];
o Multipoint rational interpolation [121];
e TIterative Rational Krylov Algorithm (acronyme IRKA) [228]

e Adaptive-Order Rational Arnoldi (acronyme AORA) : extension de ’approximation ra-
tionnelle [103];

Les méthodes d’identification sont intimement reliées aux méthodes de calcul des valeurs
propres et des modes propres de la matrice A. Les méthodes itératives de calculs des éléments
propres sont en effet pratiquement toutes basées sur ’exploitation des espaces de Krylov [11] :

e two-sided Lanczos algorithm ;
e Arnoldi algorithm ;
e rational Arnoldi algorithm ;

o implicitly restarted Arnoldi algorithm.

Lorsque l'accent est mis sur la conservation des basses fréquences, la méthode d’Arnoldi
est appliquée avec 'approximation de Padé (développement de Taylor autour de la fréquence
nulle). Les différentes étapes de 1’algorithme sont les suivantes (on se limite au cas d’un systeme

SISO) :
e se donner un vecteur b1 5

e résoudre le systeme linéaire A¢; = by ;

e obtention du premier vecteur d’Arnoldi ®1 =

®15

e résolution du systeme linéaire Ags = P ;

par normalisation de la solution

P11
|1l

e obtention du second vecteur ® par orthonormalisation de Gram-Schmidt (¢2 L ®1);
e poursuite de ’algorithme par résolution de A¢, = ®p_1;

e obtention a chaque étape des ®; par poursuite de I'orthonormalisation
(Pr L (P, Pr—1); (2.100)

e obtention de I’espace réduit orthonormal V, = [®1,--- , ®,];

le systeme réduit est construit a ’aide d’une projection de Galerkin dans cette approche
(W, =V,).

Les modes ®; sont parfois appelés modes d’Arnoldi. Cette procédure peut étre remplacée
par une SVD de l'espace de Krylov. La procédure nécessite de résoudre r systemes linéaires.
Si lalgorithme est généralisé au cas de systemes MISO (B = [by, - ,by]), la procédure
nécessitera a chaque étape m résolutions de systéme linéaire, soit un total de r x m résolutions
de systeme linéaire ce qui peut rapidement devenir cotuteux.
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Coté structure, la méthode d’Arnoldi s’apparente a la méthode de Ritz [283] et est équiva-
lente a la méthode de Lanczos (matrices symétriques). Durant la procédure, une M-orthonor-
malisation est effectuée ainsi ’espace V, vérifie V,TMVT = I,. Elle fournit une meilleure
approximation des effets statiques et dynamiques d’un systéme par rapport aux méthodes de
Guyan. Elle conserve I’état stationnaire qui correspond au premier systeme linéaire résolu.
Elle vise a améliorer les méthodes modales qui sont parfois trop cotuteuses, et prennent mal
en compte I'excitation. Le challenge de la méthode réside parfois dans le choix du chargement
représentative initial by. Coté fluides, Willcox [282] a appliqué la méthode d’Arnoldi aux équa-
tions d’Euler linéarisées dans le contexte de ’aéroélasticité. Le principal défaut de la méthode
d’Arnoldi (pour 'approximation de Padé) réside dans le fait que la fonction de transfert est
localement tres bien estimée seulement autour de la fréquence nulle. Bien qu’on puisse s’at-
tendre a ce que le modele réduit reste fiable pour les basses fréquences, ce n’est pas toujours
le cas. Le schéma 4, tiré de la theése de Markovinovic [184], illustre bien le comportement des
méthodes d’identification des moments.

Transfer Function
“Point Matching” versus “Moment Matching”
Point matching: & (s)

can be very inaccurate in
between points

matching:
accurate around expe

point, but inaccurate on
wide frequency band

Schéma 4 : Comparaison moment matching et point matching

D’une fagon générale, dans les méthodes des moments, la fonction de transfert sera localement
bien estimée autour des fréquences de développement. Afin d’améliorer 'approximation de
Padé par Arnoldi, Lassaux et Willcox [159] ont ensuite proposé d’étendre la méthode d’Arnoldi
en considérant plusieurs fréquences de développement (multi-point Arnoldi method) de fagon a
s’assurer que le modele réduit restera fiable pour des fréquences situées en dehors du voisinage
de la fréquence nulle (cf. schéma 4). Dans toutes ces méthodes, la stabilité du modele réduit
n’est malheureusement pas garantie.

2.4.4 Meéthodes de réduction empiriques

Les méthodes de réduction empiriques consistent & exploiter des solutions connues (des échan-
tillons de simulation numérique) du systéeme LTI (2.1) pour construire les espaces réduit V,
et W,.. On distingue essentiellement :

e les méthodes empiriques temporelles dans lesquelles il s’agit d’exploiter des solutions
connues x(t;) ou y(t;) a différents instants ¢; sur un intervalle [to, tf];
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e les méthodes empiriques fréquentielles dans lesquelles il s’agit d’exploiter des solutions
connues X(s;) ou y(s;) a différentes fréquences s; sur un intervalle [—s,, s¢| avec s, une
fréquence de coupure a fixer en fonction de I’étude.

Dans la littérature, les principales méthodes empiriques sont :

1. la méthode de base réduite (Reduced basis method - acronyme RBM) qui consiste a
prendre comme espace réduit V,. directement un ensemble de 7 solutions

X = [x(t1), - ,x(t)] (2.101)
orthonormalisé au préalable ;

2. la méthode de décomposition orthogonale propre (Proper Orthogonal Decomposition
- acronyme POD) temporelle ou fréquentielle qui consiste a construire ’espace ré-
duit 'V, en maximisant I'information dynamique d’un ensemble de m solutions X =
[x(t1), -+ ,x(tm)] dans le domaine temporel ou m solutions X = [%(s1),--- ,%X(sm)]
dans le domaine fréquentiel ;

3. laméthode Eigensystem Realization Algorithm (acronyme ERA) qui consiste & construire
directement la matrice réduite A, a partir de solutions particulieres du systeme LTT.

Nous présentons succintement dans la suite les méthodes POD temporelle et fréquentielle ainsi
que la méthode ERA.

2.4.4.1 POD temporelle

La méthode POD consiste a rechercher le sous-espace V,. pour représenter de fagon optimale
un ensemble de m solutions précalculées x(¢;) du systéme dynamique de dimension n. L’op-
timalité se traduit par la minimisation de l’erreur entre les différentes solutions x(¢;) et les
solutions approchées associées V,x,(t;). Le sous-espace V, est donc solution du probléeme de
minimisation suivant :

m '
4)11?@{1@%21 |x(t) — Z;(x(tk)TQi)tl)i|]2 avec ®I®; =0 1<ij<r (2.102)
— =
avec
T T )
D (k) ®)B =Y xi(tk)®i = Vex, () (2.103)
i=1 =1
et x.(tx) = [xL(tr), -+ ,x"(tx)]". En notant X = [x(t1),--- ,x(t;,)] la matrice des clichés

précalculés, on montre [274] que le probléme de minimisation (2.102) est solution du probleme
aux valeurs propres

XXT®, = \®;, 1<i<r (2.104)

Les modes ®; sont appelés modes POD. La matrice d’autocorrélation XX € R"*" est
symétrique semi-définie positive. Elle est diagonalisable et possede n valeurs propres réelles
positives telles que Ay > Ao... > A, > 0. De plus, les n vecteurs propres associés sont
orthonormaux et XX” = UDUT?. L’espace V, est alors formé des r modes POD associés aux
r plus grandes valeurs propres \;. Etant donné que nous travaillons en dimension finie, il est
équivalent de calculer directement les modes POD a partir de la SVD de la matrice des clichés.
Dans cette derniére approche, X = UXVT donne XX” = UX2UT avec 2 = D. L’espace
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V., s’identifie donc, dans le cas d’'une SVD de X, aux r premieres colonnes de la matrice U.
Enfin, Perreur commise par I’approximation POD est estimée a 1’aide de la relation

> Ix(tr) = Vexe(t)|? = Zux (tr) — V. VIx(t)]|? = Z i (2.105)
k=1

i=r+1

Le terme V,' VI correspond & la matrice de projection optimale. L’énergie impliquée dans la
projection POD est donnée par I'expression

ZHXT (ti)|* = ZHV Vix(t)|? = Z)\ (2.106)

La capacité a réduire la dimension du probleme dynamique initial sera par conséquent forte-
ment liée au taux de décroissance des valeurs propres de la matrice XX”. Plus la décroissance
des valeurs propres sera rapide, plus 'on pourra s’attendre a obtenir une dimension r petite
(pour une précision donnée). Pour les problémes de grande dimension, la méthode décrite
ci-dessus (méthode POD dite directe) n’est pas applicable puisque la matrice XX est dense.
Bien souvent le nombre de clichés est tres inférieur ce qui se traduit par n > m. La matrice
X admet une SVD donc par définition

Il suffit donc de résoudre le probleme aux valeurs propres
XXy = Nips, 1<i<m (2.108)

avec XTX € R™™ pour identifier les modes POD & 1’aide de la relation (2.107) :

L’espace V. est formé des r modes POD associés aux plus grandes valeurs propres A;. Cette
méthode, dénommée snapshot-POD pour la distinguer de ’approche directe, est tres populaire
en dynamique des fluides. Elle a été introduite par Sirovich [252]. L’interprétation des modes
POD reste délicate en dynamique des fluides. En revanche, en dynamique des structures, on
peut montrer sous certaines conditions que les modes POD sont tres similaires voire équivalents
aux modes propres de la structure [94, 211]. On peut s’attendre alors a ce que les modes POD
soient indépendants de ’excitation contrairement a ce qui est observé pour les modes POD
en dynamique des fluides linéarisés.

2.4.4.2 POD fréquentielle

Le principe est identique a la POD temporelle. Cette fois-ci, la matrice des clichés est consti-
tuée de 2m solutions x(s) = (sI,, — A)~'B incluant m solutions & pulsation positive s = jw
et m solutions a pulsation négative s = —jw. L’obtention des réponses X(—jw) ne nécessite
pas la résolution de systemes linéaires puisqu’elles sont solutions complexes conjuguées des
réponses X(jw). En effet, ’exploitation des propriétés du conjugué de la solution & pulsation
positive donne

%(jw) = (jwl, — A)"1B = (jwl, — A)"1B = (jul, — A) B = (—jwl,—A)"'B = (—jw)
(2.110)
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en supposant B réelle. A partir de la connaissance de ces différentes réponses fréquentielles,
la matrice des clichés complexes

X = [&(jwi), - XK (jwm), K(—jwi), - K(—jwm)] (2.111)

est formée. En pratique, Lieu [168] a montré que les modes POD peuvent étre calculés a partir
de la matrice des clichés réelle

X, = [Re(x(jwr)), -, Re(Z(Gwm)), Imx(jwr)), -, Im(XGwm))] (2.112)

ou Re et IJm dénotent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du vecteur asso-
cié. Cette approche ne nécessite pas la considération des solutions a pulsations négatives et
présente de plus 'avantage de travailler avec des nombres réels plutot que des nombres com-
plexes. Les modes POD sont calculés a partir de la matrice X, en suivant la méme procédure
que dans le domaine temporel. Notons enfin que les modes POD obtenus étant réels, il peuvent
étre projetés sur le systéme dynamique LTI, fournissant ainsi directement une matrice réduite
réelle.

La POD fréquentielle a été introduite par Kim [152]. Elle est depuis devenue relative-
ment populaire dans le domaine de l’aéroélasticité, en particulier pour la construction de
modeles réduits basés sur les équations de fluide potentiel linéarisé [86, 87] et d’Euler linéari-
sées [132, 134, 168, 261]. Sarkar et al. [235] comparent la POD avec la méthode SEREP dans
le cas d'un modele incompressible irrotationnel. Ils appliquent une transformation en z au
systéme temporel discret pour récupérer les solutions aux différentes fréquences. Feeny [93]
a récemment proposé la méthode Complex orthogonal decomposition (acronyme COD) qui
est présentée comme une généralisation de la POD temporel au domaine fréquentiel. Aucun
rapprochement avec la POD fréquentielle classique n’est cependant discuté. Il apparait que la
méthode POD fréquentielle est équivalente a la méthode multipoint Arnoldi dans le cas ou un
seul vecteur d’Arnoldi pour chaque fréquence est calculé [159]. Dans la POD fréquentielle, le
choix des fréquences est certainement un point important pour éviter au mieux le phénomene
de Runge (cf schéma 4 point marching method). Dans la méthode d’Arnoldi multi fréquences,
le fait de rajouter des vecteurs d’Arnoldi pour chaque fréquence tend intuitivement & contour-
ner le phénomene de Runge. La recherche d’un compromis entre le nombre de fréquences et
le nombre de vecteurs d’Arnoldi pour chacune des fréquences n’est pas tres évident.

2.4.4.3 Figensystem Realization Algorithm (ERA)

Cette méthode a été introduite par Juang et Pappa [150]. Elle est basée sur la décomposition
en valeurs singulieres de la matrice de Hankel

m(l)  m(2) HJI\([N)
Y m:(2) m:(3) m( - DN - o)
m(N) m(N+1) - m(2N—1)

ou m(i) = CAiA_tlB sont les parametres de Markov du systeme LTI discret

{ x[n + 1] A aix[n] + Bu[n]
yln] = Cxn]

: (2.114)

H;, = [C;CAA;; CAZ,;- - CAN™ représente 'observabilité du systeme discret et Hy =
At At

[B,Ax:B,A%,B, - ,Agt_ 1B] représente la contrélabilité du systeme discret. La dimension

de la matrice de Hankel est d’autant plus importante que le nombre d’entrées et de sorties I’est.
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Les parametres de Markov peuvent ainsi étre identifiés a ’aide de solutions a différents instants
c’est-a-dire m(i) = Cexp((i — 1)AtA)B avec At le pas de temps associé a la discrétisation
temporelle et A la matrice du systeme LTI continu. La construction du systeme réduit de
dimension r est ensuite directement déduite de la décomposition SVD de la matrice de Hankel

3 0 A%

ou l'exposant r indique la partie retenue et l'exposant nr indique la partie tronquée. On
montre [28, 150] alors que la matrice réduite s’exprime

A, =3 12UTHY, 12 (2.116)
m(2) m(3) m(% +1)
o m(3) m(4) . - m( :—i- 2) | (2.117)
m(N+1) m(N+2) - mEN)

La puissance de la méthode ERA réside dans le fait qu’il est possible de construire un
modele réduit a partir de données expérimentales sans la connaissance de la matrice A donc
du modele mathématique du phénomene. Elle est tres utilisée pour l'identification des sys-
témes vibrants par exemple. Elle a été exploitée par Clark et Frampton [67] pour approcher
les forces aérodynamiques généralisées dans le cas d’une plaque plane chargée. Lucia et al.
[176, 177] Pont appliqué pour des problemes d’aéroélasticité. Récemment, Ma et al. [179] ont
montré I'équivalence théorique de la méthode équilibrée empirique et de la méthode ERA.
Contrairement a la POD équilibrée, la méthode ERA ne requiert pas la connaissance du sys-
teme adjoint ce qui évite des simulations supplémentaires. Par contre, cette derniere ne fournit
pas explicitement les modes directs et adjoints ce qui représente un inconvénient notable. En
effet, la matrice réduite est directement identifiée.

2.5 Synthese

2.5.1 Choix d’une classification des méthodes

Classifier les choses n’est pas toujours évident. On peut citer 'exemple de la classification de
la connaissance humaine dans les bibliothéques avec la nomenclature de Dewey (classification
décimale de Dewey) ou encore la classification décimale universelle. La principale difficulté
repose sur la constatation qu’il n’existe pas de méthode universelle pour organiser des notions
car on peut toujours coupler plusieurs catégories par extrapolation d’idées. Par exemple la bio-
informatique regroupe les connaissances a la fois de la biologie et de I'informatique, domaines
bien distincts initialement. Dans notre cas, nous sommes confrontés au méme souci bien que
notre étude soit tres spécifique. Comment classifier les méthodes de réduction 7 En distinguant
les formulations temporelles et fréquentielles, en distinguant les propriétés qualitatives fonda-
mentales des équations, en distinguant le domaine d’application (dynamique des structures,
dynamique des fluides, électronique,...) , etc ? Quel que soit le choix d’organisation, il semble
que nous soyons toujours confrontés a des recoupements a cause de ’existence de méthodes
hybrides ou tout simplement de motivations différentes. En tout état de cause, la typologie des
méthodes de réduction est relativement riche de part ces différentes considérations. Dans la
littérature, quelques classifications des méthodes de réduction ont été proposées [29, 88, 184].
La plus célebre est certainement celle d’Antoulas [11, 12] qui propose de distinguer trois classes
de méthodes
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e les méthodes basées sur la SVD ;
e les méthodes basées sur les espaces de Krylov;
e les méthodes qui combinent les deux approches SVD /Krylov.

Cette classification s’explique par le fait que toutes les méthodes de réduction sont directement
ou indirectement reliées & des SVD et /ou des espaces de Krylov. Pour percevoir ce classement,
il faut cependant regarder assez loin dans la description des différentes méthodes. Dans le
cadre de la these, il nous est tout d’abord paru judicieux de classer les méthodes suivant le
caracteére linéaire, non-linéaire ou paramétré (parametres variables, non fixés) des équations
étudiées. Car il est clair que la faisabilité de réduction dépend en premier lieu de la complexité
mathématique des systemes d’équations envisagés. Le schéma 3 illustre la complexification des
modeles qui est liée au degré des non linéarités et au nombre de parametres variables.

Nombre de
parameétres
variables
A
Complexité
du modéle
physique

Réduction de
| modeéle : état

de ’art
l —.
O e » Ordre de non
vties 12 N linéarité
Paramétres fixés Linéarisé Falb{ext}§nt Fonémrer.n non
non linéaire linéaire

Schéma 3 : diagramme de complexité des modeles

Dans ce chapitre, nous nous sommes limités a décrire les méthodes de réduction linéaires
dans le contexte de la théorie du controle et des systemes LTI. Il nous semble que la réduction
linéaire y est parfaitement établie théoriquement. Nous n’avons pas discuté en revanche la
réduction des EDPs, des systéemes non linéaires ou encore des systemes paramétrés. L’adap-
tation des méthodes de réduction présentées dans ce chapitre pour traiter des EDPs linéaires
ou des systemes paramétrés linéaires sera discutée plus tard. Notons simplement que dans
ce chapitre, tous les parametres physiques étaient supposés fixés (en dehors des parametres
temps et fréquence). Si les techniques de réduction pour les problémes linéaires sont bien
établies, leurs extensions aux modeles non-linéaires et aux modeles paramétrés sont encore
peu développées. Ils sont de nature bien plus complexes. Les méthodes de réduction pour
les systémes non linéaires sont introduites dans 'annexe A. Contrairement aux méthodes li-
néaires, on distingue deux étapes pour réduire les systemes non-linéaires. Une premiere étape
vise souvent a traiter la fonctionnelle non-linéaire pour la simplifier par des linéarisations ou
d’autres développements particuliers. C’est seulement apres cette étape d’approximation des
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non linéarités qu’intervient la phase de réduction numérique. La premiere étape peut cepen-
dant étre trop réductrice et seule une méthode cherchant a réduire directement le systeme
non linéaire garantirait une bonne solution. Par ailleurs, la majorité des approches existantes
sont mal comprises, bien moins maitrisées que dans le cas linéaire. Il faut rappeler que dans
le cadre non linéaire, il n’existe déja pratiquement aucun résultat théorique en dehors de la
réduction! Par conséquent, réduire un modele non linéaire releve plutét d’une heuristique.
D’un autre co6té, le cadre linéaire est bien documenté sur le plan théorique grace aux outils
d’algebre linéaire notamment. Il permet de fournir des pistes pour améliorer et comprendre
les problemes qui risquent d’émerger dans le domaine non linéaire. Il reste aussi d'un grand
intérét sur le plan physique. Nous avons ensuite distingué 4 grandes familles de réduction
consacrées aux méthodes de réduction linéaire :

e les approximations modales ;

e les approximations équilibrées;

e les approximations par identification;
e les approximations empiriques.

Il s’agit maintenant de choisir les méthodes de construction de la matrice réduite A, et des
deux sous-espaces V., et W,..

2.5.1.1 Méthode de construction retenue

La méthode de résidualisation a été introduite dans le but d’améliorer, de corriger le dé-
faut des méthodes de troncature qui ne préservent pas I’état stationnaire du systéme initial.
Cette méthode est exacte a fréquence nulle et conserve par conséquent 1’état stationnaire. On
s'attend a ce qu’elle soit meilleure pour les basses fréquences par rapport a la méthode de
troncature. Historiquement, cela a motivé son emploi en électronique et en dynamique des
structures. Malheureusement, la méthode nécessite d’une part la connaissance complete de la
transformation T donc le calcul de n modes (propres ou équilibrés par exemple) et d’autre part
de calculer et stocker I'inverse d’une sous-matrice. Cette approche n’est donc pas exploitable
pour les problemes de dimension importante, ce qui est le cas dans notre contexte.

D’un autre coté, le principal inconvénient de la méthode de troncature est la non conser-
vation de l'état stationnaire. Par contre, elle est particulierement bien appropriée pour les
problemes de grande dimension car elle nécessite seulement la connaissance d’une partie de
la transformation T (contrairement & la résidualisation), celle qui concentre I'information du
systeme. Afin d’améliorer la troncature, il est classique d’utiliser des méthodes de correc-
tion ou compensation statique (correction a fréquence nulle) voire quasi-statique (correction
a fréquence non nulle). Il s’agit d’intégrer dans le sous-espace V, de la transformation T la
réponse statique (ou plusieurs réponses quasi-statiques). Le nouveau sous-espace construit est
ensuite soit orthonormalisée soit directement projeté. Ces techniques sont appliquées notam-
ment en dynamique des structures pour améliorer la troncature modale ou plus récemment en
dynamique des fluides pour des applications aéroélastiques [261]. Dans ces cas, les réponses
statiques et quasi-statiques sont intégrées avec la famille des modes propres du systeme iden-
tifiés.

En conséquence, nous retenons pour notre étude la méthode de troncature afin de construire
un systeme de dimension réduite. La projection par troncature nécessite en effet seulement la
connaissance de r fonctions de base globales ou modes d’intérét de la transformation. Pour les
problemes de grande dimension, ce sont les approches itératives qui sont privilégiées. Il s’agira
de construire itérativement les » modes utiles des deux espaces V, et W,.. Le principal défi
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réside donc ensuite dans la construction de ces deux espaces. Dans I'idéal, I'erreur commise
par ces deux projections doit étre minimisée :

e minimisation de ’approximation des inconnues
e minimisation de l’erreur commise par la projection du systeme.

Une projection de Galerkin (V, = W,.) présente 'avantage de ne pas nécessiter la construc-
tion de l'espace de projection gauche W, puisque dans ce cas W, = V,.. Cependant, cette
projection est limitée a trois cas essentiellement :

e symétrie de la matrice A pour la représentation modale;

e ¢égalité des deux gramiens de controlabilité et d’observabilité pour la représentation
équilibrée ;

e incapacité a construire un espace W, différent.

Dans notre contexte, la matrice n’étant pas symétrique, nous devrons donc privilégiés des
projections de type Petrov-Galerkin dans la mesure du possible. La méthode de troncature
étant choisie, toutes les méthodes de réduction se distinguent par la construction des deux
sous-espaces V, et W,.

2.5.2 Choix d’une méthode de réduction

Nous avons présenté plusieurs méthodes permettant de réduire la dimension d’'un systeme
dynamique linéaire. Bien souvent, un petit nombre de parametres caractéristiques du sys-
teme dynamique étudié est nécessaire pour le décrire. La performance d’un systeme réduit
réside essentiellement dans la conservation de certains de ces parametres. Le but recherché
des différentes méthodes de réduction présentées est de conserver certaines de ces quantités :

e les méthodes modales retiennent les poles importants;
e les méthodes équilibrées retiennent les valeurs singulieres de Hankel ;
e les méthodes d’identification retiennent les moments ;

e les méthodes empiriques retiennent 'information de solutions particulieres.

Le potentiel de réduction d’un modele linéaire devrait dépendre fortement de la capacité
de ces différents invariants a concentrer 'information dynamique et/ou énergétique. L’estima-
tion théorique du taux de concentration dynamique et/ou énergétique associé a ces différents
parametres reste un sujet de recherche important, en particulier pour la prédiction du taux de
décroissance des valeurs singulieres de Hankel. Les modes associés a ces différentes méthodes
concentrent une quantité d’informations qui peut étre mesurée en fonction de la quantité de
solutions qu’elles peuvent représenter. Dans les méthodes modales, par exemple, les modes
propres sont indépendants des conditions initiales et des seconds membres. Les modes propres
renferment donc une grande quantité d’informations. L’exploitation des modes propres pour
construire un systéme réduit d’une configuration particuliere (une condition initiale et un
terme source fixés) n’est donc certainement pas optimale. D’un autre coté dans les méthodes
équilibrées, si on observe moins d’inconnues et on rajoute un terme de controéle, on peut s’at-
tendre & obtenir un modele réduit bien plus optimal que lorsqu’on observe toutes les inconnues
sans spécifier aucune loi de controle comme c’est le cas pour les méthodes modales. Il y en effet
moins de solutions a couvrir car les méthodes de réduction équilibrée visent a supprimer toute
dynamique qui contribue peu & la relation entrée/sortie du systeme. Malgré tout, les modes
équilibrés sont indépendants de la loi de contréle u(¢). D’un point de vue mathématique, ils
dépendent de l'enveloppe spatiale des entrées (la matrice B) et des sorties (la matrice C).
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A Textréme, la méthode empirique POD construit des modes & partir d’une configuration de
calcul particuliere (une condition initiale et un terme source fixés). Un modele réduit construit
a I’aide des modes POD sera optimal mais I'information dynamique risque fort d’étre limitée
a la configuration de calcul des modes.

Afin de sélectionner la ou les méthodes de réduction, il est nécessaire de se poser quelques
questions. Par exemple, quelles sont les caractéristiques du modele physique numérique qu’on
cherche & réduire 7 Les caractéristiques du modele physique numérique sont directement reliées
aux propriétés de la matrice A. Elles portent essentiellement sur :

e sa dimension et sa densité;
e ses propriétés mathématiques.

La dimension de la matrice A est égale au carré du nombre d’inconnues du probleme physique
modélisé. La densité est la proportion du nombre de coefficients non nuls de la matrice devant
sa dimension. La matrice est dite creuse si le nombre de coefficients nuls est proche de sa
dimension. Dans le cas contraire, elle est dite dense. Les propriétés mathématiques les plus
cruciales de A sont sa symétrie (plus généralement sa normalité), et sa stabilité. Au niveau
de la construction d’un modele réduit, la dimension et la densité de la matrice interviennent
dans le cout de calcul nécessaire a la construction de la base réduite ou plus généralement
des deux sous-espaces de projection. Par ailleurs, les propriétés mathématiques de la matrice
constituent une condition nécessaire pour ’application de certaines méthodes. L’absence d’une
propriété mathématique peut aussi étre a l'origine d’'une augmentation importante des cotts
de calcul. Nous aurons 1'occasion d’illustrer ces propos plus tard. Dans le cadre de la réduction
des systemes LTI, il est clair que les propriétés de la matrice A (symétrique, instable, non
symétrique, creuse, dense, de grande dimension) jouent un réle prépondérant d’un point de
vue théorique, numérique et pratique. En dynamique des structures, les modeles standards
sont souvent creux, symétriques définis positifs et de dimension raisonnable. En dynamique
des fluides, en revanche, les modeéles sont creux, non symétriques, potentiellement instables et
de tres grande dimension (> 10% inconnues).

La qualité ou encore la fiabilité d’'un systéme réduit se mesure en résumé a l’aide de trois
principaux critéres :

1. conservation de la stabilité et de la passivité;
2. erreur globale engendrée bornée et controlable ;
3. cout informatique raisonnable.

Les deux premiers criteres mesurent la qualité numérique du modele réduit. Le troisieme critere
mesure les ressources informatiques a déployer pour pouvoir construire les deux espaces V..
et W, ainsi que la matrice réduite A,. La question essentielle qui se pose maintenant est
de savoir quelles approches sont exploitables en dynamique des fluides sachant que les deux
principales caractéristiques des modeles fluides linéarisés sont :

e la non symétrie de la matrice A ;
e la grande dimension de la matrice A (n > 10000).

De plus, la matrice A est potentiellement instable ce qui peut compliquer considérablement les
aspects théoriques, physiques et numériques. L’ensemble des méthodes de réduction dépendent
finalement du type de réponses précalculées du modele discret non réduit. On peut distinguer
trois types de réponses du systéme non réduit :

e les réponses fréquentielles ;
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e les réponses temporelles ;
e les réponses modales.

C’est le précalcul de ces réponses qui représente le cout de fabrication des deux espaces V.. et
W.,.. Le choix d’'une méthode de réduction nécessite d’analyser les cotits associés au calcul de
ces trois formes de solutions du systeme non réduit, de maniere a trouver le meilleur compromis
suivant 'application recherchée. En d’autres termes, est-il plus cotiteux de :

e résoudre plusieurs systemes linéaires ?
e calculer plusieurs modes propres 7
e simuler plusieurs systemes dynamiques ?

De plus, ces différentes réponses sont-t-elles tout simplement calculables dans notre contexte ?
Il est pour le moment difficile de répondre a cette question. Nous tenterons de donner des élé-
ments de réponse tout au long du mémoire et plus particulierement lorsque nous présenterons
les propriétés mathématiques et numériques du modele physique étudié.

Une fois sélectionnée une méthode de réduction, 'autre grande problématique concerne
la convergence de la solution reconstruite vers la solution du modele non réduit. Dans le
cas linéaire, cette convergence est assurée d’une part si le modele réduit préserve la stabilité
du modele non réduit et d’autre part si 'approximation est consistante. Malheureusement,
lorsque le modele numérique non réduit n’est pas symétrique (ou de maniere équivalente la
matrice A), il existe trés peu de méthodes numériques qui garantissent & moindre cott la
stabilité du modele réduit. C’est I'une des questions essentielles de cette these. D’un point de
vue mathématique, la problématique de la stabilité s’exprime

A stable = A, = WI'AV, stable? (2.118)

Pourquoi est-ce une question délicate ? Il y a essentiellement deux réponses :

e pour les systémes non symétriques, une projection de Galerkin (W, = V) n’assure pas
la stabilité. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer 'exemple suivant. Les valeurs
)
propres de la matrice

A= < 2%1 :; > (2.119)

sont environ égales a —0.1127 et —0.8873 donc la matrice est stable. Si on projette la
matrice sur le vecteur V, = (1,0)7, la matrice réduite est égale a un scalaire a, =
V,AV, = 1. Par conséquent, le modele réduit est instable.

e il est difficile de construire des projections de Petrov-Galerkin car il n’est pas possible
de résoudre directement les équations de Lyapunov algébriques pour les systemes de
grande dimension.



Chapitre 3

Equations d’Euler linéarisées (EELSs)

3.1 Modele physique

Cette section décrit succinctement les équations de la dynamique des écoulements gazeux. Ces
dernieres sont clairement formulées dans le cadre de la théorie des milieux continus tant que le
libre parcours moyen des molécules est suffisamment petit devant la plus petite échelle spatiale
analysée. Nous nous placons dans ce contexte. Par ailleurs, nous nous limiterons aux écou-
lements de fluides parfaits bidimensionnels. Par conséquent, nous négligeons les phénomenes
provoqués par la viscosité, la chaleur ou encore par des effets tridimensionnels.

3.1.1 Principes de conservation

La construction des équations du mouvement d’un fluide parfait - communément dénommé
modele d’Euler - s’appuie sur les principes généraux de conservation de masse, de quantité
de mouvement et d’énergie. Sur un domaine € fixe de I'espace, de frontiere I' et de normale
extérieure n, ces principes postulent que la variation entre deux instants ¢y et ¢y de masse, de
quantité de mouvement et d’énergie dans le domaine est égale au flux rentrant correspondant :

1. Principe de variation de la masse

ty ty
[/ pdx} = —/ /puTndF (3.1)
Q to to I

2. Principe de variation de la quantité de mouvement

[/qudx} ’ :/: (—/Fp(uTn)udF—/FpndF—l—/Qfdx> (3.2)

to

3. Principe de variation de ’énergie

o] = [ (- foarmir finar s [arsas) o

Dans ces équations, p désigne la masse volumique, u = (u,v)” est le vecteur vitesse, f est une
force volumique arbitraire, p désigne la pression et enfin E est I’énergie totale spécifique (par
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unité de masse) définie par
Lo o
E:e+§(u +v%) (3.4)

avec e l'énergie interne et (u? + v?)/2 I’énergie cinétique spécifique. Ce modele est un cas
particulier des équations plus générales de Navier-Stokes qui prennent aussi en compte les
effets visqueux (contraintes de cisaillement) et thermiques.

3.1.2 Formulation locale conservative

Il est plus adéquate de travailler avec les équations locales. Le systeme d’équations intégrales
ci-dessus est valable sur un domaine ) arbitraire. En utilisant la formule de Green

/V-adx-/aTndI‘, (3.5)
Q r

ou V - a représente la divergence d’un vecteur arbitraire a, et en faisant tendre le domaine
Qx]tg, ty] vers 0, ces équations de bilan s’écrivent localement sous la forme conservative

o:M(q) + 0,E(q) + 0,F(q) =0 (3.6)
avec
p gu pU
M@= | 7| B@=| " P F@= | BT (3.7)
pE pulH pvH
H=E+p/p (3.8)

I’enthalpie qui a été introduite pour simplifier les notations et q le vecteur des variables
physiques d’intérét. Dans le cas d’un gaz parfait, ’énergie interne e n’est fonction que de la
température. Elle est donnée par la relation

1
=1 e (39)
Yp
avec ¥ = v — 1 ou y est le ratio des chaleurs spécifiques (v = 1,4 pour un gaz diatomique).
Cette relation permet de fermer le systeme d’équations, c¢’est-a-dire d’obtenir un systeme avec
autant d’équations que d’inconnues. Les équations d’Euler s’expriment alors

p pu pv
puU pu2 +p puv
O pv + 0z puv +0y pv? +p =0.
Lot o +v?) Y+ 2pu(u® +7) Yo+ 2 pw(u? +v?)
LA AP 0TS

(3.10)

C’est un systeme d’équations non linéaires a 4 inconnues. La thermodynamique nous enseigne
que ’entropie des fluides parfaits se conserve sur les trajectoires en dehors de l'éventuelle
présence de chocs. En supposant le fluide divariant (la pression ne dépend que de la masse
volumique et de l’entropie), on en déduit que la variation de la pression est proportionnelle &
la variation de la masse volumique :

dp _Opdp  Opds _ dp

dt — dpdt  dsdt  di (3:.11)



44 Ch.3 Equations d’Euler linéarisées (EELs)

;92 8p . . R . , . .
en ayant posé ¢ = 2, La grandeur ¢ a la dimension d’une vitesse et caractérise la vitesse

locale du son dans le fluide. Cette relation de thermodynamique permet de retrouver direc-
tement ’équation régissant la dynamique du champ de pression a partir de I’équation de
conservation de la masse

dp _ odp

ik i Op + udypp + vayp = * (Oyp + udpp + vIyp) . (3.12)

3.1.3 Choix de la formulation

Le choix des variables physiques dans q n’est pas anodin puisqu’il peut modifier de maniere
non négligeable certaines propriétés du modele. Ce choix dépend des propriétés recherchées
pour le modele mathématique, des grandeurs physiques d’intérét ou encore du caractere creux
du systéme (minimisation du nombre de termes non nuls du modele). Par exemple, 1'expé-
rimentateur préférera choisir des variables physiques mesurables lors des expériences. D’un
autre coté, le mathématicien recherchera le meilleur jeu de variables satisfaisant les meilleures
propriétés mathématiques ou, en étroite collaboration avec le physicien, développera des mé-
thodes permettant de conserver a la fois des propriétés mathématiques et les variables expé-
rimentales. L’informaticien choisirait quant a lui le jeu de variables permettant de minimiser
au plus les couts de calcul (en terme de mémoire et temps). Le choix des variables s’avere
aussi important lorsqu’on cherche a construire des modeles réduits. Donnons tout de suite un
exemple pour le modele d’Euler. Si le modele d’Fuler est écrit en formulation non conservative

avec les variables primitives q = (p, u,v,p)’, on montre que le modele est donné par
oq+Ed.q+Foyq=0 (3.13)
avec
v p 0 0 v 0 p O
e R G P I Ry 3.1
0 vp 0 w 0 0 vwp w

Notons au passage que cette formulation, appelée aussi convective, est pratique pour la
recherche de certaines propriétés mathématiques comme la conservation de 1’énergie ou pour
raisonner au sens des caractéristiques. En revanche, cette formulation présente un inconvé-
nient majeur pour la construction de modeles réduits. Le terme 1/p introduirait des fractions
rationnelles or on cherche a construire en général des systémes dynamiques non linéaires a coef-
ficients constants. Le passage au jeu de variables q = (( = 1/p,u, v, p)T permet de contourner
cette difficulté. En effet, il faut dans un premier temps retravailler I’équation de conservation
de la masse comme suit :

1
Orp + 0z (pu) + 9y(pv) = 0 <= 0¢(1/p) +u0,(1/p) +v0y(1/p) — ;(8$u+ dyv) =0 (3.15)
Le systeme devient alors
8:q + Edyq + F,q =0 (3.16)

avec

u —C 0 0 v 0 —=C 0

10 u 0 ¢ 10 wv» 0 O
b= 0 0 u 0 |’ F= 00 v ¢ (3.17)

0 vp 0 w 0 0 ~vp v
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Cette nouvelle formulation est particulierement intéressante pour les raisons suivantes :

e le modele est formulé a I'aide de variables physiques qui restent d’intérét pour le physi-
cien;

e le modele est relativement creux dans la mesure ou les matrices E et F ne sont pas
pleines [266] ;

e le modele ne laisse plus apparaitre de fractions rationnelles ;
e le modele est quadratique (les non linéarités sont d’ordre 2 au plus) ;

e le modele étant quasi-linéaire (les matrices E et F sont linéaires par rapport a q) cela
simplifie sa linéarisation.

En particulier, la nature quadratique du modele permet de construire un modele réduit qui
sera caractérisé par un systéeme d’équations ordinaires polynomiales d’ordre 2 & coefficients
constants (cf. annexe A). Insistons sur le fait que le choix de cette formulation pour construire
un modele compressible non linéaire réduit est d’une importance capitale. En effet, d’un point
de vue pratique, il est nécessaire d’éviter au maximum les termes cubiques sous peine de
rendre le modele réduit trop cotteux (voire impossible) a construire et a résoudre. En effet,
un terme cubique introduirait des triples sommes. Par conséquent, si les variables nécessitaient
r modes pour étre fidelement représentées, un terme cubique nécessiterait 3 calculs pour étre
évalué. Cette difficulté émerge naturellement pour les fluides compressibles. Ce point a déja
été discuté notamment par Vigo [273], Gloerfelt [118], Bourguet [47] et Placzek [210].

3.2 Linéarisation des équations d’Euler

Afin de modéliser ’évolution de petites perturbations instationnaires compressibles au sein
d’un écoulement donné, les équations d’Euler sont linéarisées. De nombreux éléments motivent
le choix des équations d’Euler linéarisées (acronyme EELs) comme modele de référence dans ce
mémoire. Ce modele est tout d’abord linéaire. Par conséquent, on bénéficie de toute la théorie
de la réduction des systemes linéaires. Par ailleurs, les EELs peuvent étre exploitées dans des
domaines aussi variés que l'aéroacoustique [41], la propagation acoustique environnementale
[38], 'aéroélasticité [126] et la vibro/aéro/acoustique [269], la thermoacoustique [279]. Notons
que dans la littérature, le lien entre I'aéroélasticité et la vibro/aéro/acoustique est rarement
discuté bien qu’elles peuvent utiliser les mémes outils de modélisation. Un début de discussion
peut étre trouvé dans les travaux de Frampton [101, 102, 242]. L’analyse proposée met en
évidence 'importance du couplage fluide-structure pour le rayonnement acoustique jusqu’a la
perte de stabilité aéroélastique du systeme.

3.2.1 Technique de linéarisation

Une perturbation dq de petite amplitude e est introduite dans un écoulement de base q.
L’écoulement de base est en général un écoulement établi supposé stationnaire correspondant
a un état d’équilibre des équations d’Euler non linéaires. Afin d’induire les équations qui
régissent le comportement des perturbations seules, une nouvelle solution q du modele d’Euler
non linéaire est recherchée comme une superposition de ’écoulement de base et de la petite
perturbation, ce qui donne mathématiquement

q(x,t) = q(x) + edq(x, 1) (3.18)

avec X = (z,y) les coordonnées cartésiennes spatiales bidimensionnelles. Expliciter le petit
parametre € présente au moins trois avantages :
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e il permet de repérer les termes de méme ordre;

e il permet d’imposer une amplitude aux fluctuations et de vérifier par exemple jusqu’a
quelle ordre de grandeur le modele linéarisé resterait valable ou en d’autres termes a
partir de quel moment les effets non linéaires ne serait plus négligeables ;

e il permet de se rapprocher de la théorie des développements asymptotiques pour induire
de nouveaux modeles comme par exemple des modeles & faible nombre Mach [213].

Les EELs sont alors déduites en ne conservant que les termes de premier ordre en €. En
effet, les termes d’ordre 0 sont normalement solutions du modele non linéaire donc nuls et les
termes d’ordre strictement supérieur a 1 sont supposés négligeables devant les termes d’ordre
1. En pratique, une méthode de linéarisation différentielle est appliquée. C’est une approche
systématique tres puissante basée sur un développement limité au premier ordre des opérateurs
M, E et F respectivement :

oM

M(q) = M(q) + 8—(_1&1 + O(éq) (3.19)

E(q) = E(q) + ‘Zgaq +0@q) (3.20)

F(q) = F(a) + gg(sq +0@q) (3.21)
Par hypothese,

0,E(q) + 0,F(@) = 0 (3.22)

puisque q est solution stationnaire des équations d’Euler. Les EELs s’expriment finalement a
I’aide du systeme d’équations autonomes

oM OE OF
3.2.2 Application aux variables dq = (dp, pdu, pév, op)”

Illustrons tout de suite comment obtenir les EELs pour le jeu de variables primitives en appli-
quant la méthode différentielle. Notons de facon générale une fonction f(q) = (f1, fo, f3, f1).

of
Par définition, la jacobienne a—(q) s’exprime
q

oh Oh Oh Oh

of _ ot | 9p ou ow op (3.24)

op ou v Op

évaluée en (p,u,v,p). Cette définition est appliquée pour calculer les 3 matrices jacobiennes
oM  OJE OF ) . . . o

——, — et — a partir des 3 matrices respectives du systéme non linéaire (3.10). Les
0q’ 0q 0q

équations linéarisées sont cependant plutot exprimées dans le jeu de variable modifié dq =
(8p, pou, pov, dp)T afin d’éliminer au plus la dépendance en p dans les matrices. Cela donne
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respectivement :
1 0 0 0
OM U 1 0 0
S v o1 0 [, (3.25)
a 1(712 +0%) a v l
2 ¥
U 1 0 0
Th 24 0 1
OE Y
— = uv v a 0 , (3.26)
% 1o o o0 & 1.5 2
—a1( 7 . _ 3_ N TN —q
2u(u + v%) 7+2(u—i-v) uv 5
et
v 0 1 0
OF uv v U 0
e = 02 0 20 1 (3.27)
b 117(222 + %) av ¢ + 1(u2 +392) 1o
2 5 2 5

avec ¢ = 4/ ﬁ Cette méthode fournit directement une formulation linéarisée conservative
P

avec une matrice de masse. De plus, les flux ne dépendent plus que de u, v et €. Si on souhaite
éliminer la matrice de masse en préservant cette formulation conservative, il suffit de poser le

~ OM
changement de variable canonique dq = ?5q. Le systeme s’exprime alors
q

- OB (oM ! - OF /[OM\ ! -
10q <8q 9 q) y(aq 9 q (3.28)
avec
1 0 0 0
OM -1 —U 1 0 0
(3_> = —v 0 1 0 , (3.29)
4 _u? 4 2 o
T - —yu ¥
0 1 0 0
- T=3 5 vl N e -
(‘LE (31\4) 1: 5 m —1:_ 5 v (3 _7)u f_yv g
8‘ a_ —Uuv v U
4199 W2 — 3y + 2) (@2 4 02) —263) (=292 4 By —3)i + 302 4282
= ~ —y0u YU
2y 2y
(3.30)

et
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0 0 1 0
OF [OM\ ! L3 ! ! ’
9 (8(1) = i 5 v% + VTTB —Ju (3—7)v 7
v((Y2 =3y +2)(@® +9%) —2¢%) __ (=29% + 5y — 3)8% 4+ Fu® + 2¢2
2 v 2
(3.31)

Ces deux formulations conservatives avec ou sans matrices de masse sont intéressantes pour
traiter des problemes ol I’écoulement de base ne serait pas suffisamment régulier (présence
de chocs par exemple) et pour appliquer des méthodes numériques adaptées en particulier a
proximité d’une paroi. En aéroélasticité par exemple, ce sont ces formulations qui sont pri-
vilégiées. Les EELs sont cependant plutét formulées dans le jeu de variables conservatives
dq = (0p,6(pu),d(pv),8(pE))T pour les perturbations et q = (p, pu, pv, pE)T pour 'écou-
lement de base. Ce choix présente I'avantage de fournir directement une formulation sans
matrice de masse sans avoir a effectuer un changement de variable. Cependant, il n’est pas
idéal pour traiter le couplage avec la dynamique d’une structure qui nécessite de connaitre
le champ de pression a la paroi. De méme en acoustique, il est plus intéressant de travailler
directement avec le champ de pression. Dans le cadre de la these, ces formulations n’ont donc
pas été exploitées. De plus les flux sont compliqués a manipuler et il est donc plus difficile
d’analyser leurs propriétés mathématiques. Nous avons par conséquent choisi une écriture sans
matrice de masse dans le jeu de variables 6q = (dp, pdu, pév, op). Elle s’exprime comme suit
en formulation non conservative :

o6q + Ed,0q + Fo,0q + Roq=0 (3.32)
avec
uw 1 0 0 v 0 1 0
g (OM\ T (OEN |0 @ 0 1 P (OMY U (OEN [ 0w 0 0
© \ 0q oa) | 0 0 w 0 | 7 \9q oq) | 0 0 v 1
0 ¢ 0 au 00 ¢ v
(3.33)
et

V-u 0 0

0
oM\ ! OE OF w'Va  9,u+V-u By 0
R= <6c‘1> <a“3 <8q> 0 <6q>> | u've D0 V- i+ 9,0 0

0 AyulVi+ 0,2 3ul'Vo + 9,2 AV -
(3.34)

Les notations E et F ont été abusivement reprises pour les flux linéarisés par commodité. Cette
écriture des EELs a pour effet une grande simplification des termes convectifs et introduit un
nouveau terme Rdq. Il est intéressant de constater que la complexité des termes convectifs de la
formulation avec matrice de masse a été d’une certaine maniere transférée dans le terme Rdq.
Cette matrice contient les gradients des deux composantes de vitesse et de célérité locale de
I’écoulement de base. Dans le cas particulier ou I’écoulement de base est uniforme (constant),
R est nulle. Dans le cas contraire, nous verrons par la suite qu’elle peut étre a lorigine
d’une dynamique des fluctuations plus complexe, parfois instable, en fonction de la complexité
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de I'écoulement de référence. C’est la raison pour laquelle la matrice R est parfois appelée
matrice de "réaction” [214]. Les deux éléments qui motivent le choix de cette formulation sont
donc la simplification des termes convectifs (en particulier le creux des matrices E et F) et
I’avenement de cette matrice de réaction. Pour des raisons numériques et informatiques, nous
serons plutot amenés a développer la formulation quasi-conservative, obtenue simplement a
partir de la formulation non-conservative comme suit :

0i0q + 0,(Edq) + 9y(Foéq) + (R — 0,E — 9,F)oq = 0. (3.35)

Dans cette formulation, la matrice de réaction se réduit a

0 0 0 0
- al'va  0,u oyt 0
R:=R-0E-0,F=| 1o 5= Jige 0 (3.36)

La matrice de réaction ne dépend plus que des gradients du champ de vitesse stationnaire.
Notons que les formulations en variables primitives sans matrices de masse sont exploitées
dans le contexte des méthodes hybrides en aéroacoustique.

3.2.3 Nature de ’écoulement de base q

L’écoulement de base q est a priori une solution stationnaire des équations d’Euler vérifiant

pi v
pu? +p puv
Oz puv + 0y pv +p =0 (3.37)
T pa+ Lpu@ + 0?) Y55+ Lpu(@® + o)
37T 772

Notons qu’il n’est pas possible de connaitre mathématiquement par exemple (p, pu, pv, p)! &
partir de la simple connaissance de (p, ﬂ,@,ﬁ)T puisque pu # pu en général. Il s’agit d’une
remarque importante si on souhaite avoir une coincidence parfaite des variables stationnaires
et fluctuantes dans les EELs. Pour terminer, ’écoulement établi n’est pas nécessairement
exactement une solution du modele d’Euler. Il peut tres bien étre issu des équations plus
générales de Navier-Stokes, ce qui revient a supposer que les effets visqueux et thermiques sont
négligeables pour I’évolution des fluctuations compressibles. Par ailleurs, un écoulement établi
n’est pas nécessairement stationnaire. Il peut dépendre du temps, étre périodique par exemple.
Cependant, les écoulements de base seront toujours supposés stationnaires dans le cadre de la
these car la linéarisation du modele non linéaire au voisinage d’'un écoulement instationnaire
aboutirait a un systéme d’équations linéaires non autonome. De ce fait, nous ne pourrions
pas appliquer facilement la théorie de la réduction linéaire. Ce n’est pas forcément une grande
limitation dans la mesure ou dans ce type de procédure les écoulements de base retenus peuvent
étre des écoulements instationnaires moyennés sur un intervalle de temps caractéristique (par
exemple sur plusieurs périodes pour un écoulement de nature quasi-périodique ou permanent
en moyenne).

3.3 Propriétés des EELSs

3.3.1 Hyperbolicité

Les systemes de loi de conservation exprimés sous forme non conservative

0iq+ Ed,q +Foy,q=0 (3.38)



50 Ch.3 Equations d’Euler linéarisées (EELs)

sont dits strictement hyperboliques si la matrice Ev, + Fv, est diagonalisable dans R et si ses
valeurs propres sont distinctes quel que soit le vecteur unitaire v = (v, I/y)T. Si ses valeurs
propres ne sont pas toutes distinctes, le systeéme est simplement dit hyperbolique. On montre
par exemple que le systeme non linéaire d’Euler bidimensionnel est hyperbolique avec pour
valeurs propres

A1 = wucos(f) +vsin(d) — c

A2 = wucos(f)+ vsin(h)

A3 = wucos(f) + vsin(h) (3.39)
Ay = wucos(f) +vsin(h) + ¢

pour tout 6 € [0,27] avec A\; < Ay = A3 < A\4. Le systéme d’Euler n’est pas strictement
hyperbolique puisque qu’il existe une valeur propre double. D’un point de vue physique, les
modeles de nature hyperbolique se caractérisent par des phénomenes de propagation a vitesse
finie. Cette nature physique s’appréhende facilement dans le cas monodimensionnel puisque les
solutions du systeme se ramenent a la résolution d’équations de transport. Les EELs héritent
de cette propriété qualitative bien qu’il ne semble pas étre possible de les exprimer dans
la formulation (3.38) si ’écoulement de base n’est pas uniforme (présence de la matrice de
réaction).

3.3.2 Symétrisabilité

Le concept de symétrisabilité, introduit par Friedrichs [108], est particulierement important
pour les problemes hyperboliques car il permet de fournir des résultats énergétiques sur le
systeme physique et mathématiques (unicité de la solution avec des hypotheéses de régula-
rité suffisante). Les équations d’Euler constituent un bon exemple de systéeme hyperbolique
symétrisable [144, 254, 266]. On se donne un systeme hyperbolique écrit sous la forme générale

oiq+ Ed,q+ Foyq+ Rq = 0. (3.40)

On dit que le systeme (3.40) est symétrisable si il existe une matrice H symétrique définie
positive telle que les matrices HE et HF sont symétriques (mais pas forcément définies po-
sitives). La matrice H est dénommée symétriseur. Le symétriseur H peut étre obtenu par
une méthode d’identification. Il suffit de calculer explicitement les produits HE et HF en
posant H SDP avec des coefficients a déterminer de facon a ce que les matrices HE et HF
soient simultanément symétriques. Si H est un symétriseur de E, notons la propriété im-
médiate HEH™! = ETHH ! = E”. Les EELs écrites sous la forme non conservative sont
symétrisables. Le symétriseur H et son inverse sont donnés par

o’ 0 0 —a? d/a®> 0 0 1
_ 0 1 0 O 1 0 1 0 O
H= 0 01 O , H 0 01 0 (3.41)
-a* 0 0 d 1 00 ¢
1+ a? . , o . ) .
avec d = ——— et & un parametre réel arbitraire non nul. Les matrices HE et HF s’expriment
c
respectivement
a?u 0 0 —a’u a?ev 0 0 —a’v
0 w 0 1 0 v 0 0
HE = 0 0 u 0 , HF = 0 0 v 1 (3.42)
—a?u 1 0 du —a?v 0 1 dv

Puisque la matrice H est symétrique et définie positive, elle admet une décomposition de
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Cholesky H = Q7' Q avec

ac 0 0 —aje 1/ac 0 0 1/¢

[ o 10 o0 1 0 10 0
Q= 0 01 0 » Q= 0O 01 O (3.43)

0 0 0 1/¢ 0 00 ¢

Ses différentes matrices liées au symétriseur vont étre utilisées dans le cadre d’une analyse
énergétique des EELs dans la section suivante.

3.3.3 Stabilité des EELs

La stabilité des EELs est étudiée a ’aide d’une méthode énergétique basée sur I’exploitation
des propriétés engendrées par le symétriseur H. En plus d’avoir la propriété de symétriser les
flux, le symétriseur induit une énergie

= a?e5p% + p*(0u? + Sv?) — 2a%5pdp + dop? '
qui est bien dimensionnée physiquement contrairement & 1’énergie L? puisque
a3 = dq"dq (3.45)

= 0p? + p2(6u® + 0v?) + 6p.

En exploitant la symétrie des matrices H, HE et HF, il est possible de trouver un majorant
de I'énergie [|6q%; o = [, da” Héqdx comme suit :

1d,. o _ 1d .
sailalie = 55 [ 6" Haadx (3.46)
:/me%x (3.47)
0 ot
= —/6qTH(E8$6q+F8y5q+R5q)dx (3.48)
Q
= - / 6q' H(EJ,6q + Fd,6q)dx — / dq" HRéqdx (3.49)
Q Q

-~

(1) (2)

Les termes (1) et (2) s’écrivent ensuite respectivement

(1) :—éAm@JHM®+@®JHM®—&U@mm+%mmwwﬂ%m

1 1
= —5 | éd" (n;HE +n,HF) dqds + 5 / 5q” (9, (HE) + 8, (HF)) 6qdx (3.51)
o0 Q

(3) (4)
et

(2) = —% /Q 6q” (HR + (HR)") 6q + dq” (HR — (HR)") dqdx (3.52)

= _% /Q sq” (HR + (HR)") 6q dx. (3.53)

(5)

La derniere égalité vient du fait que toute matrice peut s’écrire comme la somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice antisymétrique. De plus, une matrice antisymétrique ne produit
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pas d’énergie. Les termes (4) et (5) peuvent maintenant étre regroupés ce qui donne

(4)+(5) = % fo0a” (0.(HE) + 9,(HF) — (HR + (HR)7)) dqdx

= 5 Jod"Q" (Q 7(9:(HE) + 9,(HF) — (HR + (HR)"))Q"') Qdaqdx.

(3.54)
On en déduit finalement une majoration de I’énergie
%H(SqH%IQ < — /BQ 5q” (n;HE + n,HF) dqds + aHéqH%{ﬂ (3.55)
ou o représente le rayon spectral de la matrice
&=Q " (0,(HE) + 9,(HF) — (HR + (HR)") Q" (3.56)
ou formulée autrement
£=Q " (6,(HE) +9,(HF)) Q™" — (QRQ™" + (QRQ™)"). (3.57)

Intégrons maintenant 'inégalité (3.55) sur I'intervalle [to,?f] en ignorant I'intégrale de fron-
tiere, on obtient

tf
I6a(ts)lfra < lI5ato) o + 0/ 16alllr odt. (3.58)

to

Finalement, d’apres le lemme de Gronwall

15a(ty)lfe < exp(ot)|dalto) |- (3.59)

Par conséquent, la stabilité des EELs dépend du signe de o. Si o est négatif, I’énergie diminue
et si o est positif ’énergie augmente. Nous allons maintenant justifier I'intérét de la formulation
en variables primitives sans matrice de masse avec I'introduction de la matrice dite de réaction.
Pour ce faire, nous proposons d’analyser I'influence énergétique des flux et de la matrice de
réaction. Afin de simplifier le raisonnement, nous supposons que €2 est un support compact des
équations ce qui permet d’ignorer la contribution du terme de frontieére (3). Dans le cas des
systemes ouverts, cette hypothese de compacité n’est pas limitante. En effet, puisque les EELs
sont hyperboliques, I’évolution des perturbations est régie par un phénomene de propagation a
vitesse finie. De ce fait, on peut toujours imaginer un domaine physique suffisamment grand de
facon a retarder 'arrivée des perturbations au niveau des frontieres du domaine. Commencons
par calculer la contribution énergétique des flux :

7T —
V-u 0 au _VC
c
7 1 0 V-a 0 0

=TT T
2225 o g v.a-2tYe

c ¢

Les valeurs propres de cette matrice sont respectivement
7Tv_
A2 =V-u, )\3,4=V'1_1i25u_ ‘ (3.61)
c

avec § un parametre qui dépend de a. Par conséquent, il y a au moins trois cas particuliers
d’intérét ou les flux ne contribueront pas a la croissance énergétique des perturbations :
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e les écoulements uniformes : u et ¢ sont constants sur tout le domaine (indépendants de
la position) ;

e les écoulements paralleles de type q = (p(y), a(y),0,p(y)) ;

12 21 2

Dans ces cas, la croissance énergétique serait causée uniquement par les termes de la matrice
de réaction. R peut étre décomposée en trois contributions de la maniere suivante

0 0 0 0 0 0 0 0

- = 0 O,u Oyu 0 ul' Vi 0 0 0

R= Y + 0,5 o, 0 || alvs 0 0 0

Compressibilitd = \'0 0 0 0 0 yulVa+ 9,2 AulVo+9,e2 0
Cinématique Thermodynamique

(3.62)

avec I = diag(1,1,1,7). En effet, en exploitant la solution stationnaire des équations d’Euler,
les termes u! Vi et u? Vo ne dépendent que de la variation de la masse volumique et de la
célérité puisque

_ op 1, o _50p
u'veo = -2 = 29, + 2228 3.63
5 7( y P ) (3.63)
et
u'vVi = —a%p = 1(83662 + ézaif)). (3.64)
P p

Il en découle que la croissance énergétique des perturbations dans un fluide incompressible
et isotherme est seulement due a la contribution cinématique de la matrice de réaction.
Par exemple, la croissance énergétique des perturbations dans un écoulement parallele q =
(p,u(y),0,p) est seulement provoquée par le terme de cisaillement d,u. Cette analyse montre
que ’énergie associée aux EELSs est conservée seulement pour les écoulements de base uni-
forme. L’analyse reste donc limitée mais elle a permis de mettre en évidence la contribution
prépondérante de la matrice de réaction a la croissance énergétique transitoire. Lorsque les
écoulements de base ne sont pas uniformes, il existe toujours une croissance énergétique aux
temps courts. Cette croissance énergétique peut étre infime par exemple dans le cas des écou-
lements de base affines. Malheureusement, il n’existe pas de théorie générale pour décider
de maniere analytique si un écoulement non uniforme arbitraire sera stable (la croissance
énergétique n’est observée qu’a des temps courts) ou instable (les perturbations sont ampli-
fiées indéfiniment) en dehors du cas particulier des écoulements cisaillés. Le comportement
asymptotique de tels écoulements peut parfois étre analysé [46]. Ces derniers représentent par
ailleurs une classe importante d’écoulement a la fois sur le plan théorique et pratique. Dans
la nature, ils peuvent se développer de différentes facons :

e & proximité d’une surface solide (couche limite laminaire) ;

e & la confluence de deux écoulements paralleles de vitesse différente (couche de mélange
en aval d’une plaque de séparation) ;

e en sortie d'une tuyere (jet libre) ou encore d'un éjecteur (jet confiné) ;
e derriere un obstacle (sillage en aval).

La théorie de la stabilité des écoulements monodimensionnels est dénommée théorie locale.
Elle est aujourd’hui bien maitrisée [241]. En particulier, on sait que la condition nécessaire du
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développement d’une instabilité est la présence d’un point d’inflexion dans le profil de I’écou-
lement de base. Il s’agit du fameux théoreme du point d’inflexion de Rayleigh. Par exemple,
I’écoulement de Poiseuille plan et la couche limite sur une plaque plane sont linéairement
stables si les effets visqueux sur les perturbations sont négligés. Notons cependant que ces
écoulements sont instables expérimentalement ce qui suggere 'importance de la viscosité dans
la déstabilisation de certains écoulements. Enfin, insistons sur le fait que le théoreme du point
d’inflexion est une condition nécessaire mais non suffisante d’instabilité. Par exemple, 1’écou-
lement de base de Kolmogorov (u(y) = cos(y)) peut étre stable en fonction de son intervalle
de définition tout en présentant un point d’inflexion [46]. Dans le cas ou I’écoulement de base
serait instable, émergent ensuite les concepts importants d’instabilités absolues et convectives
[143]. Les principaux comportements des perturbations dans un écoulement monodimension-
nel sont représentés sur la figure 3.1.

(a) Stable (b) Instabilité absolue (c) Instabilité convective

FI1GURE 3.1 — Nature des solutions pour des écoulements de base cisaillés

La stabilité des EELs est donc intimement liée a la stabilité de 1’écoulement de base. Une
telle étude reste encore un sujet important de recherche car elle peut apporter des informations
particulierement intéressantes sur le plan physique. Si les perturbations (rugosité de paroi, dé-
fauts de conception provoquant a certains endroits des aspérités...) autour d’un écoulement ne
sont plus atténuées mais amplifiées, cela se traduit physiquement par une modification topo-
logique de I’écoulement menant soit a une nouvelle solution stationnaire, soit a une solution
instationnaire. Ce changement de topologie de ’écoulement est donc un mécanisme physique
non-linéaire. Dans la communauté de la stabilité hydrodynamique, on cherche a étudier par
exemple comment un écoulement peut passer d'un régime laminaire a un régime turbulent
(passage aussi dénommé transition). Cependant, ces problématiques de stabilité d’écoulement
n’émergent pas toujours. Dans le contexte de I'aéroélasticité, par exemple, le modele d’Euler
est souvent utilisé pour calculer I’écoulement de référence autour d’une structure. Or cet écou-
lement de référence est souvent stationnaire. Il est clair que ’hypothese de glissement simplifie
de maniere drastique la physique des écoulements au voisinage des parois puisque le fluide
est simplement supposé glisser le long des parois au lieu d’y adhérer. L’existence méme d’une
solution stationnaire suggere que 1’écoulement a de bonne chance d’étre stable. Cela explique
probablement le fait que le probleme de la stabilité des écoulements soit peu rencontré donc
discuté dans la communauté de ’aéroélasticité du moins tant que le modele d’Euler est uti-
lisé pour calculer I’écoulement de référence. En régime subsonique, les écoulements eulériens
ont une nature quasi-potentielle en dehors des singularités géométriques (bord de fuite d'un
profil par exemple). En supposant que les instabilités d’écoulement émergent essentiellement
par I'intermédiaire du mode tourbillonnaire a faible nombre de Mach, nous pouvons montrer
que les EELs devraient étre stables pour la majorité des écoulements potentiels en ’absence
de source tourbillonnaire. En effet, si ’écoulement stationnaire est supposé isentropique, les
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relations thermodynamiques permettent d’écrire tout d’abord

2
Vp=c2Vp = Vp _ Ve . (3.65)

p gt

En prenant maintenant le rotationnel des deux équations qui régissent 1’évolution du champ
de vitesse dans le systeme (3.13), on obtient

0w + u0pw + vOyw + w(Ozu + Oyv) =0 (3.66)

avec w = Oyu— 0,v la vorticité. En linéarisant cette équation et en supposant que I’écoulement
de base est irrotationnel, on trouve finalement que

Opdw + U0z0w + 00y 0w + (Opu + Oyv)dw = 0 (3.67)

montrant qu’il ne peut y avoir création de vorticité sans terme source ou condition initiale
possédant une vorticité non nulle. Autrement dit, le champ de vitesse fluctuant reste irrota-
tionnel. De plus le mode tourbillonnaire est simplement convecté si I’écoulement de base est
incompressible irrotationnel bidimensionnel. Par exemple, un mouvement de translation rigide
d’un corps plongé dans un écoulement potentiel a peu de chance de développer une instabilité
aérodynamique. C’est aussi le cas pour des mouvements de rotation rigide de corps plongés
dans un écoulement potentiel incompressible. Si le fluide adhére a la paroi, la physique devient
particulierement compliquée menant rapidement vers la turbulence et le chaos si le nombre de
Reynolds dépasse un certain seuil critique (théorie des couches limites). D’une fagon générale,
la compréhension de la dynamique des fluides compressibles et visqueux (leurs phénoménolo-
gies) est tres complexe. Chu et Kovdsznay [66] ont proposé d’analyser leurs comportements
en décomposant les équations générales de Navier-Stokes suivant trois modes : le mode de
vorticité, le mode acoustique et le mode entropique. Ces trois modes sont les briques fonda-
mentales des écoulements compressibles. Les interactions de ces trois modes fondamentaux
peuvent engendrer jusqu’a 18 mécanismes physiques différents [34]. En particulier, chaque
mode peut étre engendré par 6 mécanismes différents correspondant aux 6 interactions pos-
sibles des 3 modes. Par exemple, la convection de la chaleur dans un écoulement s’explique
par la formation du mode entropique & partir de 'interaction des deux modes de vorticité et
d’entropie. La production du son par un écoulement résulte de l'interaction de deux modes
tourbillonnaires. La production d’un écoulement par du son résulte de I'interaction de deux
modes acoustiques, etc. En résumé, disons que les principaux écoulements non uniformes pou-
vant prétendre étre stables sont les écoulements parfaits incompressibles et irrotationnels, plus
généralement les écoulements parfaits homentropiques, les écoulements réels laminaires et les
écoulements permanents. Bien entendu, la présence de chocs en régime transsonique pour les
fluides parfaits ou encore la présence d’un décollement dans une couche limite pour les fluides
réels compliquent profondément les choses. En effet, les solutions peuvent alors respectivement
présenter des discontinuités (chocs) ou des points d’inflexions (décollements).

3.4 Adimensionnement

L’adimensionnement d’un modele physique est un puissant outil. Il s’agit de substituer un
changement de variable appropriée de maniere a supprimer partiellement ou totalement les
unités physiques du systeme d’équations étudié. Le but est de simplifier au maximum la re-
présentation paramétrique du probleme physique analysé mais aussi d’identifier ses propriétés
caractéristiques. Dans le cadre de la réduction de modele, 'adimensionnement est aussi d’une
importance capitale puisque cette technique peut permettre de réduire le nombre de para-
metres utiles a la description du modele donc de construire des modeles réduits qui seront
fiables sur une plus large gamme de parametres. Dans le cas des EELSs, on définit par exemple
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le vecteur adimensionné dq* = (dp*, pou™, pov*, dp*) avec

op ou ov op t x Y
opf=—, ou'=—, '=—, p'=—, t'=—, ¥=-—, y"=-" (3.68
= i P T 0 Ay (3.68)
L’étoile en exposant signifie que la variable n’a pas de dimension. L’adimensionnement est
un changement de variable linéaire qui idéalement respecte la cohérence des dimensions phy-
siques. Définissons la matrice diagonale D = diag(d),, du, dv, dp). Si D est choisie a coefficients
constants, le modele adimensionné est obtenu a 1’aide de ’expression

d,0q* + 0,(D'EDdq*) + 9,(D"'FDéq*) + D'RDéq* = 0 (3.69)
avec
w dy/d, 0 0 v 0 dy/d, 0
1 10 u 0 dy/d, Ao | 0 0 0
DT ED = 0 0 i 0 , DT'FD = 0 0 s d,/d, (3.70)
0 c*dy/d, 0 4 0 0 cAdy/d, ©
De plus, les dérivées peuvent aussi étre transformées :
1 1 1
Op = —0p, Op=—0p, Oy=—0y 3.71
t dt t* €T d:]c x*y Yy dy Y*o ( )
ce qui donne finalement
d d
Op0q* + 8x*(d—tD_1ED6q*) + 8y*(d—tD_1FD6q*) + d;D'RDéq* = 0. (3.72)
z Yy
Dans le cas d’un écoulement uniforme par exemple, on pose de maniere courante
_ __ __ _ 9 L
d,=p, dy=pc, d,=pc, dy,=pc*, dy=0L, dy=1L, dy=— (3.73)
c

Les EELs adimensionnées ne dépendent plus que des deux nombres de Mach M, = u/c et
M, =19/c.

Op-0q* + E*0,-0q" + 0y« F*6q" = 0 (3.74)
avec
M, 1 0 0 M, 0 1 0
.o Moo 1 . |0 om0 0
E=1 0o o m o F=[ 0o o um 1 (3.75)
0 1 0 M, 0 0 1 M,

Notons que lorsque I’écoulement de base est uniforme, les fluctuations de vitesse et de
pression sont découplées des fluctuations de masse volumique. L’équation qui régit ’évolution
des fluctuations de masse volumique n’est donc plus utile. Cela reste vrai si I’écoulement de
base est non uniforme homentropique puisque dans ce cas 6p = ¢26p. De plus, 1’évolution de la
vorticité est régie par une simple équation de transport. Il ne peut y avoir génération de per-
turbations rotationnelles qu’en présence de sources rotationnelles. Enfin, 'adimensionnement
introduit a eu un effet de symétrisation du systeme d’équations portant sur (pdu, pdv, op).
C’est encore le cas si la célérité locale est constante (écoulements isothermes). Il est donc in-
téressant de voir qu'un adimensionnement peut améliorer la formulation mathématique. Nous
verrons que ce point explique certaines améliorations observées au niveau des modeles réduits
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lorsque les grandeurs physiques sont adimensionnées.

3.5 EELs adjointes

La notion de probleme adjoint (on parle aussi de probleme dual) intervient essentiellement
lorsqu’on s’intéresse a des modeles linéaires ou linéarisés qui ne sont pas symétriques. C’est
particulierement le cas pour les EELs et plus généralement pour les équations de Navier-
Stokes linéarisées. Un modele adjoint est formé par des équations adjointes qui sont obtenues
en définissant un produit scalaire et en intégrant par parties les équations du modele physique
d’intérét. Par opposition au probleme adjoint, le modele physique d’intérét peut aussi étre
dénommé probleme direct, ou encore probleme primal dans la littérature anglophone. Dans
le contexte de la dynamique des écoulements, la construction d’un modele adjoint intervient
naturellement dans de nombreuses applications telles que 'analyse de la sensibilité, ’analyse
de la réceptivité [138], le controle optimal, la recherche de la perturbation optimale pour un
probleme aux valeurs initiales ou pour un probleme forcé mais encore pour optimiser une forme
aérodynamique [117], optimiser un écoulement moyen, minimiser des erreurs... Par exemple,
Wei et Freund [277] exploitent les équations de Navier-Stokes compressible adjointes afin
d’analyser la sensibilité du bruit dans le but de le controler et le réduire. Une bonne revue des
méthodes adjointes en dynamique des fluides est par exemple présentée dans la thése de Moret-
Gabarro [189]. Dans le cadre de cette these, nous verrons que le probleme adjoint peut aussi
étre important & considérer lorsqu’un modele réduit est construit. Présentons succinctement
le principe de construction d’'un modele adjoint dans le cas d’une simple équation de transport
scalaire

L(q) = 0iq + cOrq, to<t<ty, a<az<hbh. (3.76)

En intégrant par partie ’équation de transport pondérée par une fonction arbitraire ¢' on a

/ / q)dtde = / / (Orq(z,t) + cOzq(x,t)) dtdx
to to
b ty ty
= / / —0yq" (, 1) — cOpq' (,t))dtdx + [/ qqux] + [/ qqut]
to a to to

b

a

LT(q")
a annuler

L’opérateur adjoint est finalement identifié en posant LT(¢") = —0;¢" — c0,q" avec des condi-
tions initiales et aux limites obtenues en essayant d’éliminer les deux termes entre crochets
connaissant les conditions initiales et aux limites pour ¢. Notons qu’il s’agit ici de 'opérateur
L?-adjoint puisque le produit scalaire canonique a été utilisé. Une présentation plus détaillée
des méthodes adjointes peut étre trouvée dans le livre de Marchuk [183]. Il s’agit maintenant
de construire les EELs adjointes. Les EELs L?-adjointes sont par exemple construites dans
larticle de Giles et Pierce [116]. Le probleme adjoint peut étre construit pour un produit
scalaire arbitraire 5qTTQ5q avec Q une matrice symétrique définie positive. Notons

L(6q) = 0,0q + 0,(Edq) + 8,(Fiq) + Riq (3.77)
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I'opérateur associé aux EELs. En intégrant par partie cet opérateur pondéré par (Qoqh)” sur
le domaine d’étude 2 on obtient :

tf tf
/ / (QoqN T L(5q)dxdt = / / (Qoq") T (8:0q + Ed.0q + Fd,0q + Riq)dxdt
to Q to Q

ty
= / / 5qT (—Qaqt — 0. (ETQdq") — 8,(FTQiq") + RT Qoql)dxdt
oo £tah)

tf tf
- [ / (QéqT)Téqu] + / / (Qoq"T (n.E + n,F)dqdsdt.
Q o Jto Joo
Les EELs Q-adjointes s’expriment donc localement en formulation quasi-conservative
~Qd0q" — 9,(ETQdq") — 0,(FTQiq") + RTQéqf =0 (3.78)

avec des conditions aux limites et initiales adéquates qui seront discutées plus tard en fonction
du probleme traité. Nous nous limiterons aux produits scalaires canonique L? et pondéré
par le symétriseur H. Dans ces cas particuliers, les EELs L?-adjointes et H-adjointes sont
respectivement données par

—016q" — 9,(ET6q") — 0,(FT6q") + RToq" =0 (3.79)
et
~H,0q" — 0,(HESq') — 9,(HFsq") + RTHéq' =0 (3.80)

(ETH = HE et FTH = HF). En posant q' = Héq', les équations H-adjointes peuvent étre
résolues & partir des équations L?-adjointes. Rappelons que le symétriseur ne dépend que de
la célérité locale ¢. Dans le cas d’un écoulement de base isotherme, la matrice H est donc
constante et les EELs H-adjointes peuvent encore s’exprimer

d0q" + 8. (Esq") + 8,(Foq") — HRH ) sq" = 0. (3.81)

Il est intéressant de noter que ces dernieres sont équivalentes aux EELs directes si 1’écoule-
ment de base est uniforme. Cette propriété n’est pas vérifiée si on utilise le produit scalaire
canonique. Si 1’écoulement de base n’est pas uniforme, les EELs H-adjointes font interve-
nir les mémes flux que le probléme direct et une nouvelle matrice de réaction —(HRH ).
Cela représente clairement un avantage en pratique puisque seule la matrice de réaction est a
modifier.

3.6 EELs comme propagateur acoustique

Dans le contexte de la propagation acoustique en écoulements, les EELs sont reconnues comme
étant la modélisation d’un propagateur acoustique linéarisé des plus complets. En effet, toutes
les interactions linéaires entre 1’écoulement, aussi complexe soit-il, et ’acoustique sont prises
en compte [41] (en dehors des effets visqueux et thermiques). Cependant, I’éventuelle exis-
tence d’instabilités temporelles ou plus généralement de croissance énergétique transitoire
trop prononcée n’est pas souhaitable. Sur le plan numérique, elles peuvent en effet complete-
ment contaminer le domaine de calcul et masquer ainsi la propagation des ondes acoustiques.
Le controle de ces instabilités d’écoulements (par exemple I'instabilité de Kelvin-Helmholtz)
est donc un point important. L’objectif recherché est de maitriser ces instabilités tout en
conservant au mieux les caractéristiques de propagation des ondes acoustiques au sein de
I’écoulement, en particulier la préservation des effets de convection et de réfraction. Dans la
littérature, il a été proposé plusieurs solutions pour répondre a cette problématique. Elles
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sont soit basées sur la modification des EELs, soit basées sur un filtrage numérique des EELs
discrétisées. Les aspects numériques seront abordés dans le chapitre suivant. Dans l'idée de
simplifier ou modifier les EELs, Bogey et al. [41] ont par exemple proposé de négliger la
matrice de réaction ce qui donne simplement

016 + 0, (BSq) + 9,(Fiq) = 0. (3.82)

Effectivement, nous avons montré que les flux des EELs ne contribuent pas & la croissance
énergétique si I’écoulement de base est isotherme incompressible. Cette simplification des EELSs
est cependant trop forte pour traiter des phénomenes de propagation a basses fréquences. Cette
approximation est davantage justifiée pour des fréquences relativement élevées [2, 41, 258].
Ewert et Schroder [89] ont proposé les APE (Acoustic Perturbation Equations) en montrant
qu’elles ne produisent pas d’instabilité. En fait, le propagateur acoustique découlant des APE
est identique & l'opérateur approché induit par Pierce [207]. Pierce montra par ailleurs que
ce propagateur peut étre réduit aux équations de ’acoustique géométrique, limitant ainsi son
application a des fréquences suffisamment élevées [2]. D’autres extensions ont été proposées
toujours dans le but de controler 'amplification du mode de vorticité [213] et/ou d’induire
un bon propagateur acoustique (& faible nombre de Mach essentiellement) [190, 244]. Dans
le cadre de la these, nous proposons une méthode purement mathématique pour controler la
croissance énergétique des EELs. La méthode proposée est fondée sur 'analyse énergétique
effectuée précédemment. Nous avons en effet démontré que c’est la matrice de réaction qui est
a lorigine de la croissance énergétique des perturbations au moins dans le cas des écoulements
incompressibles isothermes ou cisaillés. Notre stratégie est basée sur un traitement simple de
la matrice de réaction permettant de contréler la croissance énergétique des perturbations. La
premiere étape consiste a décomposer la matrice de réaction sous la forme

T —_ Rt
R:R—i—R R R.

i 3.83

5 5 (3.83)
. . (o R - Rf . \ . . - .

La partie anti-symétrique ———— ne contribue pas a la croissance énergétique. Par consé-
: : .. R+RI | N . s

quent, c’est la partie symétrique ———— qui contribue a la croissance énergétique des pertur-

bations. Afin de controler 'amplification, on introduit un parametre arbitraire réel o tel que
0 < o <1 pondérant la partie symétrique. Les EELs modifiées s’expriment donc maintenant

R+RT R-RT
0¢0q + 0,(Edq) + 0y (Foq) + (o 5t > dg=0 (3.84)
ou de maniere équivalente pour simplifier
oc+1 c—1_r
0i0q + 0, (Edq) + 0y(Foq) + 5 R+ p— 1R dq=0. (3.85)

Une telle procédure de controle pourra aussi étre envisagée pour stabiliser les modeles réduits.
Si o =1, on retrouve les EELs et si 0 = 0 I’énergie des EELs est conservée au moins pour les
écoulements incompressibles et isothermes. Cependant, les EELs ainsi modifiées risquent de
mal reproduire les bons effets de propagation. Pour des valeurs intermédiaires de o, 'amplifica-
tion énergétique sera controlée et devrait malgré tout mieux préserver les effets de convection
et de réfraction des ondes causés par les gradients de I’écoulement. Par ailleurs, si on sait
que la croissance énergétique est seulement produite par le mode tourbillonnaire, on peut
appliquer cette décomposition seulement a la contribution cinématique de R de maniere a
moins modifier les EELs. Notons pour terminer que dans le cas plus général d’écoulements de
base compressible ou incompressible anisotherme, nous ne pouvons plus a priori assurer que
la croissance énergétique est produite seulement par 'intermédiaire de la matrice de réaction.
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Bernacki [33] a par exemple rencontré des cas ou I’élimination de la matrice de réaction n’était
pas suffisante pour stabiliser les EELs.



Chapitre 4

Construction et propriétés matricielles du
modele numérique

L’objectif de ce chapitre est d’introduire brievement les différents outils numériques a notre
disposition pour résoudre les EELs dans un formalisme matriciel. Il s’agit aussi de présenter,
a partir d’exemples simples, certaines difficultés inhérentes a la résolution numérique des
EELs pour produire des solutions haute-fidélité qui devraient étre exploitées comme briques
fondamentales de construction des deux espaces réduits V, et W,..

4.1 Introduction aux méthodes numériques

Il existe une multitude de méthodes numériques pour approcher la solution d’un systeme
d’équations aux dérivées partielles. La majorité des méthodes existantes peuvent se ramener
a la méthode treés générale des résidus pondérés [98] introduite succinctement dans la suite. La
méthode des résidus pondérés (method of weighted residuals) unifie les méthodes numériques
couramment employées dans les codes industriels et académiques. Elle constitue un paradigme
qui peut permettre de développer de nouvelles méthodes numériques. Elle repose sur plusieurs
étapes :

e la définition d’un résidu R(dq(x,t)) pour le systeme d’équations modélisant 1’évolution
des inconnues 0q(x,1);

e approximation des inconnues dq du systeme dans un espace de dimension finie;

la pondération du modele par une fonction poids w(x);

Iintégration du résidu pondéré sur le domaine d’étude 2 ;

la discrétisation du probleme intégral
/ w(x)TR(6q(x,t))dx ; (4.1)
Q

e la résolution du modele discret ainsi construit.

En général, le résidu est défini par le systeme d’équations étudiées lui-méme s’il est homo-
gene (pas de terme source), ou autrement comme la différence entre le systeme d’équations
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homogene et le terme source. Dans notre cas, le résidu pondéré peut étre défini par 'intégrale
[ Wb [ @da + £0w) + 32)(@ida + £(6a)] dx (12)
Qabe

avec {2 le domaine de calcul des points intérieurs (domaine physique), QP le domaine de calcul
des points frontieres (domaine parfois artificiel), £ := Ed, + F0, + R l'opérateur linéaire des
équations d’Euler linéarisées, £ I'opérateur des équations du modele de frontiere (non précisé
pour le moment), et J(£2) la fonction caractéristique de domaine (1 dans le domaine €2 et 0 en
dehors). Par ailleurs, la solution du probléme est souvent recherchée comme une combinaison
linéaire de N fonctions de base dq; connues

q(x,t) ~ Z t)oq;(x,t) (4.3)
=1

satisfaisant les conditions de frontiere du probleme. Le probleme ainsi formulé est un systeme
constitué de N inconnues ¢;(t). Les fonctions de base dq;(x,t) ne dépendent en général que de
x. Par conséquent, au moins N fonctions de pondération w doivent étre définies pour aboutir
a un modele discret

N
> el /w] R(6qi(x))dx =0, 1<j<N (4.4)
=1

possédant autant d’inconnues que d’équations. La méthode des résidus pondérés repose des lors
sur la minimisation du résidu défini. Par ailleurs, la convergence devrait étre assurée lorsque
N augmente. Les différentes méthodes numériques dépendent maintenant essentiellement du
choix des fonctions de pondération w et de la méthode d’intégration employée. En particulier :

e si w; = 0(x — x;) avec ¢ la distribution de Dirac, le modele discret devient
R(0a(x;,t)) =0, 1<j<N (4.5)

ce qui correspond exactement au modele continu aux points x;. On parle de méthode
de collocation et les x; sont les points de collocation. La méthode des différences finies
en est un cas particulier dégénéré dans la mesure ou il est nécessaire d’évaluer d’une
certaine fagon les dérivées spatiales des inconnues aux points de collocation.

e Posons Qb = U,i,vzl Qj et wj(x) =1six € et 0en dehors de ©;. On parle de
méthode des sous-domaines. Les sous-domaines peuvent se chevaucher (pas forcément
disjoints). Des intégrations par partie peuvent étre effectuées. La méthode des volumes
finis en est un cas particulier. Plus généralement, si w;(x) = f;(x) si x € Q; et 0 en
dehors de €25, on retrouve la méthode de Galerkin discontinue.

o siw;(x)=0R,

/W] (x)TR(0q(x,1)) 80]/R2dx (4.6)

il s’agit de la méthode des moindres carrés.

e si w;(x) = qj(x), c’est la méthode de Galerkin (Petrov-Galerkin si wj(x) # q;(x)).
La méthode des éléments finis, les méthodes spectrales et les méthodes de réduction de
modele en sont des cas particuliers.

e si w;(x) est la fonction de Green, on peut retrouver les méthodes d’éléments de frontiere
apres avoir effectué des intégrations par partie.
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Il est intéressant de noter que les méthodes de réduction constituent en fait un cas particulier
de la méthode des résidus pondérés. La principale différence avec la méthode d’éléments finis
repose sur le fait que dans la méthode d’éléments finis, les fonctions de base w;(x) sont des
fonctions de base mathématiques & support compact localement (elles ne dépendent pas de la
solution). D’un autre c6té, dans les méthodes de réduction de modele, les fonctions de base
sont globales (elles ne sont pas a support compact local) et dépendent en général de la solution
(modes propres, modes équilibrés, modes POD, modes d’Arnoldi, etc). La conséquence pour
les méthodes de type éléments finis ou les fonctions de base sont définies localement a support
compact est qu’il est nécessaire de définir autant de fonctions de bases que d’inconnues. Cela
explique que dans les modeles numériques dits haute-fidélité ou complets, la dimension du
probleme discret soit de 'ordre de grandeur du nombre d’inconnues ; autrement-dit d’autant
plus importante que la discrétisation du domaine Q[ J Q¢ I’est. Ce probléme se retrouve aussi
pour les méthodes classiques de différences finies, volumes finis...

4.2 Construction du modele complet

Le traitement numérique des perturbations compressibles nécessite des schémas numériques
extrémement précis pour étre capable de représenter avec fiabilité la propagation des ondes
sans les dissiper (conserver leur amplitude) ni les disperser (conserver leur phase) sur de
plus ou moins longues distances. L’utilisation de schémas d’ordre élevé permet de réduire
le nombre de points par longueur d’onde nécessaire a la bonne représentation des ondes,
d’augmenter l'ordre de dissipation et de dispersion. Il est en effet communément reconnu
que des schémas qui limitent la dispersion et la dissipation sont fortement souhaitables pour
représenter précisément la propagation des ondes acoustiques. En effet, consistence et stabilité
(donc convergence par le théoreme de Lax) ne sont pas des critéres suffisants pour garantir
une bonne qualité des simulations de propagation d’ondes, simulations qui sont de nature
instationnaires essentiellement. Par exemple, nous savons que les équations d’Euler linéarisées
supportent les trois ondes de vorticité, d’entropie et acoustique. Dans le cas d’un écoulement
de base uniforme, ces trois ondes ne doivent ni se disperser ni se dissiper.

4.2.1 Discrétisation spatiale des EELs dans ¢

Nous supposerons pour simplifier que le domaine de calcul Q Qb est un rectangle approché a
I'aide d’une grille cartésienne constituée de IV, points dans la direction x et de IV, points dans
la direction y. Le modele complet sera donc constitué de 4 x N, x N, inconnues puisqu’il y a
quatre grandeurs physiques (perturbations de masse volumique, de vitesse et de pression). La
grille est supposée de plus uniforme, c’est-a-dire formée de N, x N, rectangles d’aire identique
Az x Ay. En chaque point x;; := (z;,y;) de la grille avec z; := iAx et y; := jAy, les EELs
vérifient exactement

016q;j (t) + Eij0r,0qi5(t) +Fij0y,0q5(t) + Rijdqii(t) = 0, V1 <i < N, 1 <j <N, (4.7)

avec la notation f;;(t) := f(z;,y;,t). Afin d’obtenir un systeme d’équations ordinaires dé-
pendant uniquement des inconnues, il est nécessaire d’approcher les deux dérivées spatiales
0z,0q;; et 0,,0q;; en fonction des inconnues dq;;. Afin de respecter au mieux les propriétés
numériques recherchées et énoncées dans la section précédente, nous appliquons des schémas
aux différences finies centrées d’ordre élevé explicites pour approcher numériquement ces deux
dérivées spatiales. Les deux dérivées sont respectivement approchées par

kq

1
O, Bati (1) ~ — > didq(wi + 1Az, y;,1) (4.8)
I=—kg
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et

kq

1
Oyy8ai(t) ~ 7o Y, dida(wi,y; +18y.) (4.9)
I=—kqg

ou les d; sont les coefficients du schéma. k; + kg + 1 définit le stencil du schéma. Pour un
schéma centré, k, = k4 et les coefficients d; vérifient la propriété d; = —d_; ce qui permet de
démontrer que le schéma n’est pas dissipatif. Avec de tels schémas, nous ne pouvons pas a
priori assurer des propriétés optimales en terme de dispersion. C’est la raison pour laquelle,
Tam et Webb [256] ont proposé des schémas aux différences finies centrées qui sont optimisés
sur une gamme de longueur d’onde d’intérét. Ces schémas optimaux permettent de diminuer le
nombre de points nécessaires par longueur d’onde et donc de soulager la dimension du modele
complet. Il faut garder a 'esprit que la barriere infranchissable pour représenter un signal
correctement est fournie par le théoreme d’échantillonnage de Nyquist-Shannon. Enfin, il est
aussi possible d’appliquer des filtres pour améliorer les propriétés de stabilité de tels schémas.
Le caractere non dissipatif des schémas centrés leur conferent en effet une stabilité marginale.
Ces différents perfectionnements numériques n’ont pas été exploités dans ce chapitre. Les
coefficients des schémas aux différences finies classiques sont obtenus en résolvant le systeme
de Vandermonde. Dans ce chapitre et le suivant, le systeme matriciel sera construit a partir
d’un schéma centré sur 7 points. Les coefficients du schéma centré sur 7 points sont obtenus
en inversant le systeme linéaire de Vandermonde

1 1 1 1 1 1 1 d_s 0
z; — 3Ax r; — 2Ax x; — Ax T z; + Ax x; + 2Ax z; + 3Ax d_o 1

(z; — 3Ax)%  (z; —2Ax)% (25 — Ax)2 22 (2, +Ax)2  (x; +2Ax2)%  (z; +3Ax)2 d_1 2z;

(z; — 3Ax)3 (25 —2A2)3 (2 — Ax)? :z:z§ (z; +Az)2  (z; +242)%  (z; + 3Ax)3 do = 3z2

(z; — 3Ax)* (25 —2A2)*  (x; — Ax)* 2t (z; + Ax)* (2 +242)% (2 + 3Az)? dq 4$§

(z; —3Ax)5  (z; —2Ax)5 (25 — Az)® 2 (z; + Ax)®  (x; +2Az)° (x5 + 3Ax)° d2 5z

(z; —3Ax)8  (z; —2A2)0  (2; — Ax)S :cé3 (z; + Ax)®  (x; +2A2)8  (z; + 3Ax)6 ds 6:6;%
(4.10)

La solution de ce systeme fournit les coefficients du schéma sélectionné :

do=0, dy=3/4=—d_y, dy=-3/20=—d o, d3=1/60=—d_3 (4.11)

Nous avons utilisé un logiciel de calcul formel pour obtenir la solution rapidement. Notons
que le systeme de Vandermonde est construit en supposant que le développement de Taylor
de la fonction approchée est exacte pour les polynomes de degré 0 a 5. L’approche est bien
entendu généralisable a des degrés quelconques. Elle s’interprete aussi comme une méthode
d’interpolation de Lagrange et est soumise au phénomene de Runge. Il est de plus bien connu
que le systeme de Vandermonde a un conditionnement qui se dégrade tres rapidement lorsque
sa dimension augmente. En particulier, la précision machine est rapidement dépassée. Par
conséquent, 'augmentation du stencil n’est pas forcément une garantie d’amélioration de la
précision. Le principal probleme avec les schémas centrés réside dans le traitement du bord
du domaine puisqu’il vient a manquer des points de discrétisation lorsqu’on se rapproche de
la frontiere. La zone a proximité des frontieres du domaine de calcul doit donc recevoir un
traitement particulier. Cette zone de frontiere correspond dans notre systéme de notation a
0P, Le traitement de cette zone fait I'objet de la section suivante.

4.2.2 Traitement des points frontiéres : zone Q%

L’approximation des dérivées spatiales au voisinage des points frontieres est certainement
I’aspect numérique le plus délicat et le plus compliqué. Le traitement de ces points frontieres
dépend par ailleurs de la nature des conditions aux limites. Les principales conditions aux
limites d’intérét pour les EELs sont les suivantes :
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les conditions de périodicité;

les conditions de paroi fixe;

les conditions de non réflexion (pour évacuer les perturbations dans le cas des systémes
ouverts) ;

les conditions d’impédance ;
e les conditions de paroi vibrantes.

Dans ce chapitre et le suivant, nous n’exploiterons que les conditions périodiques et les condi-
tions de non réflexion. Les conditions de paroi fixe et vibrante seront discutées plus tard.
Enfin, les conditions d’impédance ne seront pas exploitées dans ce mémoire (voir par exemple
larticle de Tam et Auriault [257] pour une introduction & la problématique et 'article d’Ozyo-
ruk et Long [199] pour les EELs). Le cas des conditions aux limites périodiques est le plus
simple puisqu’il est possible de conserver les schémas centrés d’ordre élevé dans la zone Q.
En effet, par exemple pour une périodicité dans la direction z, la solution vérifie par défini-
tion da(1, ;) = da(w,,y;) pour tout y; mais aussi dq(z2,y;) = 0a(wx, +1,45)s Oal(xs, yy) =
dq(zn,+2,Y;5) et 6d(xa,y;) = 6d(xn,+3,y;) pour les points & droite. De méme pour les points
a gauche, la solution vérifie dq(z_1,y;) = dq(zn,—1,Y5), da(z_2,y;) = dq(xn,—2,y;) et
da(z_3,y;) = édq(zn,—3,y;). Cette méthode de discrétisation est illustrée sur la figure 4.1.
Le cas des conditions aux limites de non-réflexion est plus compliqué car il est nécessaire

périodicité

T T P S

Xt X

FIGURE 4.1 — Discrétisation des points frontieres dans le cas d’une condition périodique

de modifier les EELs dans la zone Q. La modélisation de telles conditions aux limites est
introduit dans la section qui suit.

4.2.3 Conditions de non-réflexion de Tam et Dong

Les frontieres d’un systeme ouvert doivent étre capable d’évacuer les différentes perturbations
(acoustique, entropique ou tourbillonnaire) sans générer de réflexions parasites qui viendraient
soit contaminer le domaine de calcul soit se superposer aux perturbations physiques. On
distingue les conditions de sortie de fluide en aval de I’écoulement (frontiere débitante) des
conditions de rayonnement (frontiere rayonnante) définies partout ailleurs. Ces différentes
conditions sont représentées sur la figure 4.2 pour un écoulement parallele.

Condition de frontiére rayonnante

Nous supposons ici que seules des perturbations de nature acoustique atteignent les frontieres.
De plus, les sources sonores sont supposées suffisamment éloignées des frontieres du domaine de
calcul. Le comportement des perturbations acoustiques peut alors étre décrit au voisinage de
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Condition de fronti¢re rayonnante

Entropie

Vonicitég

Acoustique

Condition de frontiere rayonnante
Condition de frontiere débitante

Condition de fronti¢re rayonnante

FI1GURE 4.2 — Conditions aux limites pour un écoulement parallele ouvert

ces frontieres par un développement asymptotique des équations de la mécanique des fluides.
Tam et Dong [255] ont proposé une formulation asymptotique des équations d’Euler linéarisées
autour d’un écoulement moyen quelconque. Pour une source placée a l'origine, leur condition
de sortie acoustique s’exprime en coordonnées polaires

1
0r0q + Vy(r,0) <8T(5q + 27'5(1) =0 (4.12)
avec
Vy(r,0) =u'e, +/c2 — (aTeq)? (4.13)

la vitesse de groupe (cf. figure 4.3) qui n’est définie que pour des écoulements vérifiant ¢ >
ul'ey, e, = (cos(0),sin(0)” et ey = (—sin(#),cos(6))” les deux vecteurs orthonormaux de la
base polaire. Notons que dans le cas d'un écoulement de base au repos (u = 0), la condition
de Tam et Dong se ramene a

1
8t5q +c <8T5q + 27a5q> =0. (414)

Pour de grande distance r, le terme inversement proportionnel au rayon r est négligeable et on
retrouve la condition de rayonnement de Sommerfeld classique pour le champ de pression. De
plus, le modele de rayonnement est un simple systeme d’équations de transport. Le traitement
des conditions de non réflexion pour les écoulements supersoniques ne sera pas abordé ici. Il
s’agit maintenant de reformuler la condition de rayonnement en coordonnées cartésiennes.
En utilisant la relation de passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes

Op = %835 + %, les relations cos(0) = x/r et sin(f) = y/r, le systeme se formule
T Y 1
Ooa+Vy(r,0) | ~0x0q + ~9y0q + 5-dq | =0 (4.15)

x

avec 1 = /x? + y? la distance & lorigine, V(r,0) = —u + Y5 + V@ — (x0/r —yu/r)2. Si
r r

la source est placée en (xg,y0), alors il faut remplacer x par x — xg, y par y — yo dans les

différentes expressions.
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Direction
de propagation

Direction
de Iécoulement moyen

€9

O

FIGURE 4.3 — Vitesse de groupe

Condition de frontiere débitante

Les perturbations qui atteignent la frontiere du domaine ne sont pas nécessairement seule-
ment de nature acoustique. En effet, les équations d’Euler linéarisées supportent aussi les
perturbations tourbillonnaires et entropiques. Au niveau des frontiéres, ce cas de figure peut
se rencontrer par exemple en aval d’un écoulement. Dans ce cas, Tam et Dong proposent le
modele asymptotique suivant :

1
0tdp + U0, 0p + 00y 0p = = [0¢0p + 100D + VO, 0p]
Oiou + udy0u + 10, 0u = —iaxép
7 (4.16)
00V + U0, 0V + V0y0v = —;8315])
0:6p + Y 200D + yOyop + %5}9 =0
r

Il est nécessaire de reformuler ce modele de frontiere afin de pouvoir I'intégrer dans la formu-
lation discrete matricielle par la suite. Le modele s’exprime aussi sous forme matricielle

M/8,0q + EL40,0q + F{i0,6q + R{5q =0 (4.17)
avec
100 —1/¢ u 0 0 —u/c? v 0 0 —v/c?
d O1 0 O fa | 0w 0 1 fa | 0 v 0 O
MP=1001 o CEm= o 04 o o Bu=1 g 05 1
000 1 0 0 0 Vyz/r 00 0 Vyy/r
(4.18)
000 0
fa_ | 000 0
CRM=10900 o
00 0 V,/2r

Le modele de frontiere débitante intégré dans le systeme matriciel prendra finalement la forme

9,09 + E*0,6q + F*9,0q + R"5q = 0 (4.19)
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avec
w0 0 (—u+Vya/r)/e v 0 0 (—v+ Vyy/r)/e?
e | O @w O 1 e | O v O 0
E_OOE 0 ’F_OOT) 1 (4.20)
0 00 Vg /7 0 00 Voy/r
00 0 V,/2re?
0 00 0
be _
CRT=1000 o
00 0 Vy/2r
11 s’agit en effet de respecter le jeu de variables choisi et la formulation sans matrice de masse.

Discrétisation des conditions de non-réflexion

Les modeles de Tam et Dong de frontiere rayonnante et de frontiere débitante sont introduits
sur trois points dans la zone Q¢ avec des schémas aux différences finies décentrés sur 7 points
(kg # kq). Les coefficients sont obtenus encore une fois en résolvant le systeme de Vandermonde
a l’aide d’un logiciel de calcul formel. La figure 4.4 illustre le traitement particulier des deux
zones €2 et Q% (zone en bleu).

rayonnement

rayonnement sortie

de fluide

rayonnement

FI1GURE 4.4 — Discrétisation spatiale des points intérieurs et frontieres

4.2.4 Construction du systeme matriciel

Nous avons introduit tous les ingrédients nécessaires a la construction du systeme matriciel.
Nous sommes donc maintenant en mesure de construire le systeme dynamique régissant 1’évo-
lution des inconnues dq;;. Dans le cas des EELs couplées aux conditions de non-réflexion par
exemple, le modele continu est représenté par I’adjonction des EELs dans 2 et du modele de
frontiere dans Qb :

0i6q + E0,0q + Fo,6q + Riq 0, xe
016q + E0,0q + F*0,6q + R6q = 0, x e Qb

(4.21)

La discrétisation des deux modeles sur la grille cartésienne uniforme a 1’aide des schémas aux
différences finies centrés et décentrés permet de construire un systeme d’équations ordinaires
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constitué de n = 4 x N, X N, inconnues. La construction du systeme matriciel associé nécessite
la vectorisation des grandeurs bidimensionnelles. Le vecteur inconnu de dimension n est noté
x (notation sans ambiguité avec la variable spatiale puisque les inconnues ne dépendent plus
que du temps). Une numérotation des inconnues doit étre choisie. Elles sont ordonnées de la
maniere suivante : si ¢ représente la position de la i—eme ligne de la grille et j la position de
j—eme colonne, une inconnue située a la position (i, j) est repérée par la position k = n(j—1)+i
dans le vecteur x (& un facteur 4 preés en raison du nombre de grandeurs physiques définies pour
chaque point géométrique). Le choix de cette numérotation et d’un schéma aux différences
finies centré sur 9 points produit une matrice creuse nonadiagonale par blocs dont chaque bloc
est lui-méme creux et nonadiagonal. Le systeme ainsi établi peut finalement s’écrire sous la
forme recherchée

x(t) = Ax(t) (4.22)

avec x(t) := (0q;;(t))i; € R" et A € R™ " la matrice indépendante du temps. Des exemples
de profils de matrice sont illustrés sur les figures 4.5 et 4.6 en fonction de la dimension des
EELs (1D ou 2D), de la discrétisation et des conditions aux limites.

N
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FIGURE 4.5 — Profil de la matrice A dans le cas périodique 1D avec un champ de base uniforme.
(a) profil pour N, x N, =10 x 10, (b) profil pour N, x N, = 30 x 30

On rappelle que le profil des matrices est défini par une zone matricielle particuliére ou sont
localisés les coefficients non nuls de la matrice. Le nombre de coefficients non nuls de la matrice
A dépend essentiellement du nombre de dimensions (1, 2 ou 3) et du stencil des schémas aux
différences finies appliqués. Par ailleurs, la matrice est d’autant plus creuse que sa dimension
augmente comme le suggere le tableau 4.1. Afin d’éviter de stocker informatiquement tous
les coefficients de A, ce qui est clairement impossible en pratique, seuls les coefficients non
nuls sont conservés. Une méthode de stockage de type Morse est appliquée. Elle est basée
sur la construction d’une structure de données constituée de trois champs : les coefficients
a;; non nuls de A et les deux indices ¢ et j permettant de les localiser dans la matrice.
La structure de données nécessite donc de stocker en tout 3ng coefficients. Enfin, le profil
ou encore la largeur de bande sont des éléments importants a considérer pour estimer par
la suite des couts de factorisation matricielle ou encore d’inversion de systeme. Il est clair
que la construction d’une matrice requiert un effort algorithmique relativement important ce
qui explique en partie qu'une telle approche soit moins populaire dans les codes industriels.
Nous discuterons a nouveau ce point plus tard. Il nous reste maintenant a présenter comment
résoudre numériquement le systéme matriciel (4.22) ainsi établi.
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FIGURE 4.6 — Profil de la matrice A dans le cas d’un systeme 2D ouvert avec un écoulement
de base parallele. (a) profil pour N, x N, =10 x 10, (b) profil pour N, x N, = 30 x 30

TABLE 4.1 — Evolution du creux de la matrice A dans le cas d’'un écoulement parallele avec
conditions de non réflexion.

Discrétisation Dimension de A Nombre de coefficients non nuls | Ratio creux de A
N, x N, n? = (4 x Ny x Ny)? no 100mq /n?
10 x 10 160000 4772 2,98%
30 x 30 12960000 62412 0,48%
50 x 50 108 185652 0,19%
100 x 100 1,6 x 10” 780752 0,05%
600 x 300 5,18 x 10! 14581764 0.0028%

4.2.5 Intégration temporelle

Le systeme matriciel (4.22) construit ne dépend plus que de la variable temporelle. Il s’agit
d’un systeme de n équations différentielles ordinaires linéaires. La solution de ce systéme est
approchée numériquement a partir d’une intégration temporelle (discrétisation temporelle).
Nous utilisons une méthode de Runge-Kutta explicite d’ordre 4 standard. C’est une méthode
tres largement employée en mécanique des fluides. La nature explicite de la méthode signifie
que la solution x(tx41) & un instant tx41 est entierement déterminée a partir de la connais-
sance de la solution a 'instant qui précede. L’algorithme de Runge-Kutta a 4 étapes permet
de déduire la solution x(ty1) & Uinstant ty11 & partir de la solution x(¢y) & linstant ¢y

comme suit :

(4.23)
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avec At = ty1q1 — ty. La méthode de Runge-Kutta s’interpréte simplement en formulation
matricielle. En combinant les 4 étapes de ’algorithme, la relation
At? At3 A

A
— 2 3 4

x(tnel) = <In+AtA+ s AT AT A )x(tN) (4.24)
~ exp(AtA)x(ty)

est obtenue. Ainsi, la méthode de Runge-Kutta revient a effectuer une approximation de
I’exponentielle de la matrice AtA a chaque itération. On peut aussi lui associer a chaque
itération un espace de Krylov de dimension 5 défini simplement par

K(A, x(ty)) = (x(tn), Ax(tx), A2x(tx), A3x(tx), Ax(ty)). (4.25)

La définition de cet espace de Krylov peut permettre de faire un rapprochement entre les
méthodes d’intégration temporelle et les méthodes de réduction. Cette méthode est bien ap-
préciée car elle a de bonne propriété de stabilité. Elle soulage en particulier la condition de
Courant-Friedrichs-Levy (acronyme CFL). Rappelons que la condition CFL est une contrainte
forte de stabilité qui impose un pas de temps a ne pas dépasser pour un pas d’espace mini-
mal donné. Cependant, la seule considération de la stabilité n’est pas toujours suffisante pour
représenter correctement tous les phénomenes de propagation d’ondes. C’est la raison pour
laquelle, Hu et al. [141] ont proposé d’améliorer les algorithmes de Runge-Kutta en optimi-
sant leurs propriétés de dispersion et de dissipation. Une nette amélioration est obtenue sur
certaines simulations académiques basées sur les équations d’Euler linéarisées. Cette approche
a été étendue récemment par Bogey, Bailly et Berland [32, 40] & des ordres plus élevés.

4.3 Stabilité temporelle et évolution énergétique du systeme

Dans le chapitre précédent, la stabilité a été discutée a partir de la formulation continue des
EELs. L’hypothese de compacité des perturbations dans le domaine physique était considérée
de maniere a simplifier 'analyse. Cette approche fournissait directement une indication sur
la stabilité du modele physique. En particulier, nous avons souligné l'influence de la matrice
de réaction dans la croissance énergétique des perturbations. Comme nous ’avons suggéré,
il existe cependant tres peu de résultats théoriques des que 'écoulement de base n’est plus
uniforme ou parallele. L’analyse de la stabilité d'un écoulement doit alors s’effectuer par
la voie numérique. C’est la solution a envisager des que des arguments théoriques manquent.
L’approche numérique permet en effet de contourner ’absence de solutions analytiques a partir
du moment ou les géométries et les écoulements se complexifient. Conclure sur la stabilité d’un
écoulement a partir du modele discret n’est cependant pas si simple car ce dernier inclut des
stabilités de différentes natures qui sont liées essentiellement & :

e La stabilité du modele physique continu qui dans I’idéal doit étre capable de modéliser
avec fiabilité la stabilité de 1’écoulement de base. Dans notre cas, il s’agit des EELs.

e [’approximation du modele continu dans un espace de dimension finie par les méthodes
de discrétisation. Dans notre cas, il s’agit de I'approximation du domaine de calcul par
un nombre fini de points et des dérivées spatiales par différences finies.

e [’intégration d’un modele de frontiere et sa discrétisation. Dans notre cas, il s’agit par
exemple du modele de frontiere de Tam et Dong ou plus tard des conditions de paroi et
leurs discrétisations associées.

e La numérisation du modele complet. D’un point de vue informatique, le développement
décimal des nombres est limité a la précision de la machine. Il existe donc des erreurs
d’arrondi dans 'approximation des nombres réels.
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Il faut garder a l'esprit que la matrice A est imprégnée de ces trois influences numériques.
Bien entendu, I'analyse de sa stabilité devrait, idéalement, étre liée uniquement a la stabilité
physique de I’écoulement de base. Cela suppose donc que la discrétisation du modele physique,
les conditions aux limites et les erreurs d’arrondi ne viennent pas trop perturber les modélisa-
tions physiques souhaitées et que la formulation mathématique du modele physique soit bien
posée. Lorsqu’on s’intéresse a prédire avec fiabilité la stabilité physique d’un écoulement, il est
donc nécessaire que ces trois items soient bien posés. Si le modele discret remplit toutes ces
conditions, il pourra prétendre étre haute-fidélité. Ces différentes considérations pourraient
faire 'objet d’analyses approfondies car la construction méme d’un modele numérique haute-
fidélité reste un sujet de recherche important et ce d’autant plus pour traiter des écoulements
compressibles. Nous rappelons qu’une matrice réduite A, est construite en projetant la ma-
trice A sur les deux espaces V, et W,.. Par conséquent, il est important de retenir que la
qualité du modele réduit sera en grande partie limitée par la qualité de la matrice A elle-méme.
Nous verrons plus tard qu’il est cependant possible de construire un modele réduit qui au final
pourra étre mieux posé numériquement que le modele non réduit. Les propriétés matricielles
discutées dans les paragraphes qui suivent sont importantes a retenir pour comprendre par la
suite les notions de stabilité et de comportement énergétique associées aux modeles réduits
linéaires.

4.3.1 Croissance énergétique et non-normalité

Le comportement énergétique des perturbations peut s’expliquer a 'aide des propriétés de la
matrice A. A un instant ¢, 'énergie discrete Q (avec @ SDP) du systéme pour une condition
initiale xg donnée, est définie par ’expression

Ixlle = x(t)" @x(1). (4.26)

D’un point de vue matriciel, la solution du systéeme s’exprime x(t) = exp(At)xo a la date t.
L’énergie ci-dessus peut donc aussi s’exprimer formellement

x(t)7Qx(t) = (exp(At)xo)T Qexp(At)xo

4.27
= x3'(exp(ATt)Qexp(At))xo. (4.27)

Dans le cas particulier o @ = I,,, on obtient ’expression de I’énergie standard £
x(t)Tx(t) = xI (exp(ATt) exp(At))xq. (4.28)

On distingue alors deux cas :

e Si A est normale, AAT = AT A et par propriété d’une exponentielle de matrice on peut
écrire exp(ATt) exp(At) = exp((A + AT)t). Par conséquent, I’évolution de 1’énergie est
régie par la partie symétrique A + AT de A. A + AT étant symétrique, ses valeurs
propres sont toutes réelles. Notons 1 < ps < ... < u, ses valeurs propres, ’énergie est
majorée par I'expression

x()Tx(t) = xg(exp((AT + A)t))xo
Z?:l e“it:i‘f):ﬁf) (4.29)
e“”txgxo

IA I

ou if) sont les composantes du vecteur xq dans la base des modes propres de A+A”. On
en conclut aisément que si la partie symétrique de A est de Hurwitz (p, < 0) I’énergie est
dissipée. Par ailleurs, si A est anti-symétrique A = —A”, 1’énergie se conserve puisque
x(t)Tx(t) = x} x¢. En revanche, si A + AT a au moins une valeur propre positive alors
I'énergie croit et le systeme est instable puisque le terme en'Z0z{ diverge.
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e Si A n’est pas normale, A ne commute pas avec sa transposée et on ne peut plus utiliser
la propriété de I'exponentielle de matrice. On peut cependant effectuer un développement
limité au premier ordre des deux exponentielles au voisinage de t =0 :

x()Tx(t) = x{(exp(ATt)exp(At))xg

x4 (I, + ATH)(L, + At)xg

x3 (I + (A + ATt + O(t?))xo (4.30)
x3xo + txg (A + AT)xg

x4 X0+t 321y miThTh-

QR

Cette approximation montre une fois de plus 'influence de la partie symétrique A + A7
de A sur la croissance énergétique. Dans le cas d’une matrice non-normale, si p, > 0,
I’énergie peut s’amplifier aux temps courts. En revanche, le systeme n’est pas nécessai-
rement instable et c’est la grande différence avec une matrice normale ou ’existence de
1n > 0 est une condition suffisante de comportement instable du systeme. On ne peut
donc pas conclure sur la stabilité d’une matrice non normale en analysant la stabilité de
sa partie symétrique puisque cette derniere n’indique alors que le potentiel de croissance
transitoire. Il est par ailleurs bien connu que la non-normalité d’un opérateur linéaire
induit une forte sensibilité sur le spectre des perturbations [65, 92].

La croissance transitoire vient d’étre discutée a partir de I’exponentielle de matrice. On peut
aussi retrouver ces propriétés en étudiant les variations de ’énergie par l'intermédiaire de la
dérivée temporelle comme suit :

% ()" x(t) + x(t)Tx(t)
(Ax(t))"x(t) +x(t)" Ax(t) (4.31)

= x(t)T(A + AT)x(1).

(x(t)"x(t)) =

Encore une fois, la partie symétrique joue un roéle moteur dans le sens de variation de 1’éner-
gie. Si pu, < 0, la dérivée temporelle de 1’énergie est négative donc I'énergie est strictement
décroissante vers 0. Pour conclure sur la stabilité d’'une matrice réelle, qu’elle soit normale
ou non, il suffit donc de vérifier la stabilité de sa partie symétrique. Cette propriété est aussi
connue sous le nom de théoreme de Bendixon-Hirsch et peut étre étendue a certains opérateurs
continus [90]. Par contre, si A n’est pas normale, on ne peut pas conclure sur la stabilité de
A si il existe py, > 0. Le profil d’énergie standard ne sera pas monotone dans ce cas.

Pour pouvoir conclure sur la stabilité d’une matrice non-normale de partie symétrique
non définie négative, il est nécessaire de généraliser cette analyse avec une Q-énergie et on
retrouve la théorie de Lyapunov. C’est 'objet du paragraphe suivant.

4.3.2 Méthode énergétique de Lyapunov

La méthode de Lyapunov consiste a construire une fonction scalaire de type énergétique qui
admet une dérivée temporelle négative. Autrement dit, on recherche une énergie strictement
décroissante dans le temps. On rappelle que le systeme est dit asymptotiquement stable si les
parties réelles de toutes les valeurs propres de la matrice A sont strictement négatives c’est-
a~dire R(\;(A)) < 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Le théoreme de Lyapunov énonce que le systéme
linéaire est asymptotiquement stable si et seulement si pour tout P SDP il existe une matrice
Q SDP telle que

ATQ + QA +P=0. (4.32)
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Pour démontrer que la condition est suffisante, on considere 1'énergie candidate ||x(t)||go =
xT' Qx alors :

d ) .
Skl = X7Qx+xTQx

(Ax)TOx + xT QAx (4.33)
= xI'(ATQ + QA)x

On retrouve la fameuse équation algébrique de Lyapunov. Soit P SDP, si Q est solution de
I’équation de Lyapunov alors

d

Slx®lle = —xT'Px < 0. (4.34)

Ce qui implique que ’énergie généralisée est strictement décroissante et minorée par 0 et par
conséquent que le systeme est asymptotiquement stable. Pour démontrer maintenant que la
condition est nécessaire, on suppose que A est stable et on montre que ’équation de Lyapunov
admet comme solution le gramien défini par @ = [ exp(ATt)P exp(At)dt. En effet,

o0

ATQ + QA = / %(exp(ATt)Pexp(At))dt

0 (4.35)
= [exp(ATt)Pexp(AL)|

La derniere égalité tend vers la matrice —P quand ¢ tend vers l'infini si A est asymptoti-
quement stable. Le théoreme de Lyapunov est tres puissant. Il indique que si la matrice est
de Hurwitz, on peut toujours construire une énergie strictement décroissante. Ce n’est pas si
trivial comme résultat dans la mesure ot on a vu dans le paragraphe précédent que I’énergie
standard n’est pas monotone quand la partie symétrique de la matrice n’est pas de Hurwitz.
En somme, le théoreme de Lyapunov indique 'existence d’une matrice QA dont la partie
symétrique est de Hurwitz. Malheureusement, il est difficile en pratique de construire une
fonction de Lyapunov a moins de s’assurer que la matrice A soit d'une part asymptotique-
ment stable et d’autre part que l'on soit capable de résoudre I’équation de Lyapunov. Cela
n’est pas possible en pratique a cause des caractéristiques de notre matrice A construite, et
ce malgré les performances informatiques actuelles. Notons de plus que le modele de frontiere
de Tam et Dong dépend de l'origine de la source. De ce fait, le modele discret risque d’étre
au mieux conditionnellement asymptotiquement stable, en d’autres termes asymptotiquement
stable seulement pour certaines conditions initiales. Par ailleurs, les simulations numériques
sont effectuées sur des intervalles de temps finis et il est important de noter que la méthode
de Lyapunov ne permet pas de conclure sur la stabilité si elle est exploitée sur un intervalle
de temps fini. En effet, 'intégration de I’équation (4.34) sur un intervalle de temps fini [to, ¢ /]
donne

/t Y TPt = x(to)T Qx(to) — x(t;)T Qx(ty). (4.36)

0

Or le membre de gauche n’est pas nécessairement défini positif. Pour terminer, notons qu’il
est possible d’étendre I’équation de Lyapunov pour les systémes conservatifs ou neutralement
stables. On dit qu'une matrice A est anti-symétrisable si il existe une matrice Q SDP telle
que QA = —(QA)T. Dans ce cas, I'’équation de Lyapunov s’écrit simplement QA +ATQ = 0.
On vérifie aisément que la Q-énergie est conservée :

x()TOx(t) = x{(exp(ATt)Qexp(At))xg
x (exp(ATt) exp(QAQ 1)) Oxq
(ATt)exp(—ATQQO™11))Ox¢

(4.37)
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Nous aurons l'occasion de voir que les matrices anti-symétrisables sont intimement liées
aux modeles hyperboliques symétrisables a I'aide d’un exemple sur les EELs.

4.4 Exemples de réponses du systeme

Nous introduisons brievement dans cette section les principaux types de réponses du systeme
nécessaires a la construction des deux sous-espaces V,. et W,. dans les différentes méthodes de
réduction. Nous en profiterons pour introduire certaines difficultés émergentes dans la résolu-
tion numérique des EELs qui risquent de compromettre 'application de certaines méthodes
de réduction. Tous les exemples numériques seront traités avec un terme source de type mo-
nopolaire de la forme

s(z,y) = (0,0,0, sg,(2,y))" (4.38)

avec

sap(@,y) = exp(—1log(2)((z — 0)* + (y — 0)*) /6% )u(?), (4.39)

(x0,yo) lorigine de la source et b la demi-largeur de la gaussienne. Dans ce terme source,
les variables temporelles et spatiales sont bien séparées ce qui permet de définir de maniere
discrete un terme de contréle Bu(t) o B = (exp(—log(2)((z; — 20)* + (y; — v0)?)/b%))i; est
le vecteur construit en utilisant la méme numérotation que celle employée pour construire la
matrice A. Nous avons ainsi construit un systeme de type SIMO

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.40)

ou B représente la distribution spatiale du chargement et u(t) représente la loi temporelle
associée au chargement (par exemple la pulsation du monopdle). Nous exploitons le gramien
de controlabilité car il permet de s’affranchir de fixer une loi u(t) pour construire les deux
sous-espaces V, et W,.. L'intérét de construire des modeles réduits dans le formalisme du
controle repose justement en partie sur la volonté d’effectuer des simulations en temps réel
avec des lois u(t) arbitraires. Dans la méthode équilibrée empirique temporelle, par exemple,
I’approximation du gramien de controlabilité nécessite de résoudre des probléemes aux valeurs
initiales de la forme

x(t) = Ax(t)
{X(to) . (4.41)

pour I'obtention des différentes réponses x(t;) aux instants ¢; sur I'intervalle temporelle [to, t].
Dans le domaine fréquentiel, la méthode équilibrée empirique, la famille des méthodes d’identi-
fication des moments a fréquences finies et plus généralement la POD fréquentielle nécessitent
de connaitre des réponses pour différentes pulsations w de la forme

(jwl, — A)x = B. (4.42)

Lorsque la matrice A n’est pas symétrique, ce qui est notre cas, des réponses temporelles
adjointes ou fréquentielles adjointes peuvent aussi étre exploitées. Nous considérerons toujours
un écoulement de base avec p uniforme, p uniforme et un profil de vitesse de la forme . =
(a(y),0)T. Les parametres numériques sont p = 1.2 kg.m ™3, p = 10° Pa, b = 5. Trois profils
de vitesse seront envisagés pour illustrer les différents aspects numériques :

e un écoulement uniforme avec @(y) = 0.5¢;
e un écoulement affine avec u(y) = 0.5¢y/100;

e une couche de mélange avec u(y) = ¢(0.5 + 0.25 tanh((y — yo)/5))-
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Dans le cas des deux écoulements uniforme et affine, le domaine de calcul sera un carré de
100 metres de coté discrétisé par 150 points dans les deux directions ce qui donne un systeme
de 90000 inconnues. Le cas de la couche de mélange sera traité a 1’aide d’un rectangle de 200
metres de longueur par 100 metres de large discrétisé par 300 points dans la direction y et
600 points dans la direction x ce qui produit un systeme constitué de 720000 inconnues. Dans
tous les cas, la source est placée en (zg, yo) = (50, 50). Cette position est aussi choisie comme
origine de la source pour le modele de frontiere de Tam et Dong introduit sur les 4 cotés du
domaine de calcul. Les pas de temps sont limités par la condition CFL. Les simulations sont
effectuées en prenant At = 0.001 s pour les cas uniforme et affine et At = 0.0006 s pour la
couche de mélange. Ces différentes configurations de calcul seront a nouveau considérées dans
le chapitre suivant consacré a la construction des systemes réduits.

4.4.1 Réponses temporelles directes

Dans cette section, on illustre quelques réponses temporelles issues du probleme aux valeurs
initiales avec quelques profils d’énergie associés aux parametres numériques introduits. Sur les
figures 4.7, 4.8 et 4.9, on observe notamment 'influence de 1’écoulement sur la déformation du
front d’onde. On observe un mécanisme différent dans le cas de la couche de mélange. Le mode
tourbillonnaire apparailt et il est convecté vers I’aval tout en s’amplifiant. C’est une instabilité
convective. La couche de mélange présente un point d’inflexion contrairement aux deux autres
exemples d’écoulement. Sur les figures 4.10, 4.11 et 4.12, on a tracé ’évolution de ’énergie
standard £2 et celle basée sur le symétriseur. Nous pouvons faire plusieurs observations. Dans
le cas de I’écoulement de base uniforme, on constate que I’énergie £2 n’est pas monotone
contrairement a celle basée sur le symétriseur qui suggere que 'énergie est bien conservée tant
que les perturbations sont loin des frontieres. Cela prouve d’une part qu’il n’aurait pas été
possible de démontrer la conservation de I’énergie a partir de I’énergie standard dans ’analyse
théorique du chapitre précédent, et que d’autre part ’énergie H peut définir une fonction de
Lyapunov pour les écoulements uniformes. Dans le cas de ’écoulement affine, on observe en
revanche une tres légere croissance de I’énergie basée sur le symétriseur. Cela suggere encore
une fois qu’il n’aurait pas été possible de démontrer la conservation de I’énergie a partir de
I’énergie basée sur le symétriseur. Il est cependant bien connu qu’'un tel écoulement est stable
car il ne présente pas de point d’inflexion. La faible croissance énergétique observée aux temps
courts exprime donc la non-normalité des EELs pour le produit scalaire basé sur le symétriseur
et le fait que le symétriseur ne définit plus une fonction de Lyapunov. L’écoulement affine,
étant pratiquement 1’écoulement non uniforme le plus simple que nous puissions considérer,
cela suggere que pour la majorité des écoulements de base non uniformes 1’énergie H ne sera
pas une fonction de Lyapunov. C’est une remarque importante a retenir pour la construction
de modeles réduits stables sur des intervalles de temps finis. Enfin, la couche de mélange induit
une croissance énergétique H beaucoup plus prononcée aux temps courts. On peut remarquer
que les profils d’énergie £2 sont pratiquement identiques dans les trois cas. Cela est di aux
ordres de grandeur des perturbations et au fait que la méme condition initiale a été considérée
pour les trois cas. La méme énergie est donc introduite initialement dans 1’écoulement et les
ordres de grandeurs des perturbations montrent que dq’ (x,t)dq(x,t) ~ op(x,t)2.

4.4.2 Réponses adjointes

Il y a deux approches distinctes pour induire le probleme adjoint discret :
e 3 partir de la discrétisation des EELs adjointes développées dans le chapitre précédent ;

e 3 partir du modele discret construit dans ce chapitre.
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FI1GURE 4.7 — Evolution temporelle d’une impulsion gaussienne dans un écoulement uniforme.
Champ de pression dp. (a) apres 30At (b) apres 80At (c) apres 130A¢.

FIGURE 4.8 — Evolution temporelle d’une impulsion gaussienne dans un écoulement affine. (a)
apres 30At (b) apres 80At (c) apres 130A¢.
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FIGURE 4.9 — Evolution temporelle d’une impulsion gaussienne dans un écoulement cisaillé
présentant un point d’inflexion. Champ de pression dp. (a) apres 50At (b) apres 200At (c)
apres 400At (d) apres 800At.
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FIGURE 4.10 — Profil d’énergie a court terme dans le cas d’un écoulement de base uniforme.
(a) énergie £2 (b) énergie H
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FIGURE 4.11 — Evolution de I’énergie a court terme dans le cas d’un écoulement de base affine.
(a) énergie £? (b) énergie H
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FIGURE 4.12 — Evolution de I’énergie a court terme dans le cas d’un écoulement de base cisaillé
convectivement instable. (a) énergie £2 (b) énergie H
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Le modele discret adjoint peut en effet s’obtenir directement a partir du modele discret direct
en intégrant par partie le systéme x = Ax projeté sur un vecteur arbitraire Qy' comme suit :

ly ly
/ yTT oxdt = / yTT OAxdt
to ty Yo T ty (443)
— - XTQdet+[yT Qx]ig :/ xTATQy'dt
to to

La relation étant vraie pour des vecteurs arbitraires, on en déduit le probleme adjoint discret
-Qy'(t) = ATQy' (1) (4.44)

en imposant a priori

bl = ()T @xlty) — () @xtto) (4.45)

Ici le probleme discret adjoint a été construit pour un produit scalaire arbitraire pondéré par
une matrice @ symétrique définie positive. Par exemple, on peut prendre

e le produit scalaire @ =1, et le probleme adjoint se réduit a
(1) = ATyl (1), (4.46)

e le produit scalaire basé sur le symétriseur discret @ = H avec H une matrice diagonale
par blocs construite a partir de la numérotation choisie pour vectoriser les inconnues.
Les blocs de la matrice sont simplement égaux & H(x;,y;) et le probleme adjoint est

—HyT(t) = ATHy (t). (4.47)
En posant y = Hy', on se ramene au probleme adjoint standard.

Il est important de noter que la transposée AT de la matrice A n’est pas toujours bien posée.
C’est notamment le cas en présence des conditions aux limites de non-réflexion 2D. En effet,
si la transposée de la matrice AT est utilisée directement pour simuler le probléeme adjoint,
Iopérateur adjoint des conditions de Tam et Dong est implicitement induit. Or, 'opérateur
adjoint associé au modele de Tam et Dong n’est plus du tout une expression asymptotique
des EELs. Les équations adjointes étant similaires aux équations directes d’un point de vue
physique, il est aussi nécessaire d’avoir un modele de frontiere qui évacue les ondes du domaine
de calcul. Afin de remédier a ce probléme, la solution est de construire le modele adjoint discret
a partir des équations adjointes continues et d’intégrer des conditions aux limites adaptées.
Les caractéristiques des EELs adjointes sont identiques au signe pres du moins dans le cas
d’un écoulement de base uniforme. En particulier, I'information associée aux EELs adjointes se
propage dans la direction opposée a 'information associée aux EELs directes. Il est intéressant
de noter par ailleurs que 'information associée aux EELs anti-adjointes se propage dans la
méme direction que les EELs directes. Les conditions aux limites de non-réflexion pour les
EELs adjointes sont simplement obtenues en mettant a jour la vitesse de groupe du modele
de Tam et Dong qui dépend du signe du champ de vitesse moyen, donc de la direction de
propagation. Les mémes schémas de discrétisation sont appliqués aux EELs adjointes. On
construit finalement une matrice AT # AT, La figure 4.13 illustre bien ce probleme lié aux
conditions aux limites anéchoiques. On y simule la propagation d’une impulsion acoustique
avec le probleme anti-adjoint et on illustre le fait que —A7” est incapable d’évacuer le front
d’onde. D’un autre coté, le probléme anti-adjoint —A™ construit & partir des EELs adjointes
et des conditions de Tam et Dong évacue correctement la perturbation acoustique. Notons
qu’il n’est probablement pas possible de contourner ce probleme avec d’autres conditions aux
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FIGURE 4.13 — Construction du probleme adjoint discret. (a) simulation avec —AT suggérant
que les conditions aux limites sont mal posées (b) et (c) simulation avec —A™ suggérant cette
fois-ci que le modele de frontiere est bien adapté.

limites de non-réflexion comme par exemple avec la méthode des caractéristiques. En effet,
un raisonnement énergétique montre qu’il existe une contradiction & vouloir obtenir AT ou
—AT bien posées. Prenons un écoulement de base uniforme, nous savons qu’il ne peut y
avoir de croissance énergétique. De plus, les conditions aux limites doivent évacuer toutes les
perturbations du domaine de calcul. Par conséquent, 1’énergie doit étre dissipée. D’un autre
coté, avec la matrice anti-adjointe —AT, il ne peut y avoir non plus de croissance énergétique
avec un écoulement de base uniforme car les équations sont de nature quasi-identique (et méme
identique si on construit les EELs H-adjointes). De plus, les perturbations acoustiques doivent
aussi quitter le domaine de calcul donc I’énergie doit aussi étre dissipée. Ceci est contradictoire
car la partie réelle des valeurs propres de —A” devrait étre de signe opposé a la partie réelle des
valeurs propres de A. Autrement dit, I’énergie devrait croitre. La nature quasi anti-symétrique
des EELs loin des frontieres explique I'avenement de cette contradiction énergétique et ne
permet pas de définir directement la transposée discrete de A. Notons qu’en présence de
conditions aux limites périodiques la transposée AT est bien définie. C'est certainement aussi
le cas en présence de conditions de parois adiabatiques. Cela peut s’appréhender a I'aide d’un
raisonnement énergétique analogue. Pour terminer, sur la figure 4.14, des réponses temporelles
sont illustrées pour le cas de la couche de mélange avec le probleme anti-adjoint.

4.4.3 Réponses fréquentielles

Nous avons vu qu'une bonne partie des méthodes de réduction exploitent des réponses fré-
quentielles. C’est par exemple le cas de la POD fréquentielle, des méthodes équilibrées fréquen-
tielles ou encore des méthodes d’identification des moments a fréquences finies. L’obtention
de réponses fréquentielles nécessite de résoudre de nombreux systémes linéaires de la forme

(jwI, — A)% = B. (4.48)

Une réponse fréquentielle peut s’interpréter physiquement de la maniere suivante. Si on s’inté-
resse a de petites perturbations harmoniques de pulsation w, la réponse du systeme dynamique

x(t) = Ax(t) + B (4.49)

peut directement étre recherchée sous la forme x(t) = e/“'%x. La substitution de cette solution
dans le systeme dynamique induit le systeme linéaire a résoudre. La résolution de ce systéeme
linéaire complexe est équivalent a la résolution du systeme linéaire réel

(& #)(5)-(3)
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FI1GURE 4.14 — Exemples de réponses temporelles anti-adjointes, cas de la couche de mélange.
Champ de pression apres (a) 50At (b) 200At (c) 400At (d) 800AE .

en posant X = X, + jX;. Le systeme réel est donc constitué de 2n inconnues. On peut aussi
découpler les parties réelle et imaginaire puisque

1
x; = —(Ax, — B) (4.51)
w
ce qui implique le nouveau systeme linéaire
(WL, + AH)%, = AB. (4.52)

Cependant cette derniere formulation fait intervenir le carré de la matrice A de profil bien
plus large (la largeur de bande est doublée). De ce fait, il serait encore plus délicat de stocker
la matrice ou encore d’effectuer des factorisations matricielles. L’obtention de la solution
de ces systémes linéaires est donc le point crucial dans toutes les méthodes de réduction
fréquentielles. En général, on distingue deux grandes familles de méthodes de résolution : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Les méthodes itératives se décomposent a leur
tour en différentes approches :

e les méthodes basées sur une décomposition matricielle (par exemple la méthode de
Gauss-Seidel ou encore 'algorithme N-pass) ;

e les méthodes basées sur les espaces de Krylov (par exemple la méthode Generalized
Minimal Residual Method, acronyme GMRES) ;

e les méthodes de pseudo-temps.

Une tres bonne introduction aux différentes méthodes itératives est proposée par Saad [230].
Dans notre cas, les systemes linéaires sont de tres grande dimension, creux, complexes et
non symétriques. Par ailleurs, bien que la matrice soit creuse, son profil est large car nous
utilisons des schémas aux différences finies d’ordre élevé. Nous allons voir que la résolution
d’un systeme linéaire avec une telle matrice est particulierement délicate et couteuse. Par
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conséquent, ’exploitation de réponses fréquentielles pour construire des systemes réduits avec
un cout raisonnable risque d’étre plutoét compromis dans notre contexte. Parmi les différentes
méthodes de résolution de systemes linéaires, ce sont les méthodes de type pseudo-temps qui
sont particulierement exploitées dans le contexte de la mécanique des fluides pour plusieurs
raisons. Nous leurs consacrons le paragraphe suivant.

4.4.3.1 Meéthodes de pseudo-temps

Le principe des méthodes de pseudo-temps est de transformer le systéme linéaire en un systéeme
dynamique dont la solution stationnaire est la solution du systeme linéaire. Il s’agit d’intégrer
le systeme dynamique

9:% + (jwl, — A)x = B. (4.53)

En théorie, la convergence de la méthode de pseudo-temps n’est possible que si la matrice
jwl, — A est asymptotiquement stable ou de maniere équivalente si la matrice A I'est puisque
c’est la partie réelle des valeurs propres qui indique ce critere de stabilité. Cela s’appré-
hende facilement a I'aide de l’exemple suivant. Supposons que 'on souhaite appliquer la
méthode de pseudo-temps pour trouver la solution de I’équation linéaire scalaire Az = b.
L’équation Axr = b est transformée tout d’abord en une équation différentielle ordinaire
y(t) + Ay(t) = b. La solution z = b/ serait donc la solution stationnaire de cette équa-
tion différentielle a condition qu’elle existe. La solution analytique de cette simple équation
ordinaire est obtenue a 'aide de la méthode de variation de la constante. La solution fournie
s'écrit y(t) = e Myg 4+ b/A — e Mb/A. 11 est aisé de remarquer que le second membre b agira
comme une condition initiale quelque soit la méthode d’intégration temporelle choisie méme
si on choisit yo = 0. De ce fait, la convergence vers la solution b/A n’est assurée que si le
terme e ™ tend vers 0 pour ¢t > 0. Cette propriété n’est vérifiée que si \ est strictement
positif. Par ailleurs, la vitesse de convergence sera d’autant plus lente que A sera proche de
0. Ce raisonnement reste valable pour les systemes linéaires. A correspondra alors aux valeurs
propres du systeme étudié. La convergence de la méthode de pseudo-temps est donc assu-
rée si et seulement si le systeme est asymptotiquement stable. D’un point de vue physique,
I’existence de modes propres neutres ou instables ne permettrait pas d’assurer la convergence
de la méthode de pseudo-temps. Par exemple, la présence de modes neutres est possible en
présence de conditions aux limites de paroi ou périodiques. En particulier, dans un systeme
fermé ou semi-fermé, des perturbations peuvent se réfléchir indéfiniment sur les parois (les
modes associés sont neutres). Autre exemple ne permettant pas la convergence de la méthode,
la présence de modes globaux instables dans un écoulement. L’attrait pour les méthodes de
pseudo-temps est en fait d’ordre pratique. Comme elle consiste a employer une méthode d’in-
tégration temporelle, elle évite de modifier profondément la structure des codes de calcul qui
en général n’exploitent pas une formulation matricielle. Or, la résolution de systemes linéaires,
sans construction de matrices, ne peut s’effectuer que par 'intermédiaire de méthodes itéra-
tives. Les méthodes directes nécessitent en effet de construire les matrices ce qui représente un
obstacle notable en terme de développement informatique. Il existe encore d’autres arguments
en faveur des méthodes pseudo-temporelles. Il est par exemple possible d’ajouter des procé-
dures d’accélération comme la technique du pas de temps local (local time stepping method)
ou encore des techniques multi-grilles (multiple grid acceleration [193]). Enfin, elle introduit
une pseudo-physique qui permet a 'utilisateur d’apprécier qualitativement la convergence vers
la solution stationnaire & partir des différentes pseudo-itérations temporelles. En effet, dans
la plupart des méthodes itératives purement mathématiques, les itérations effectuées pour
converger vers la solution peuvent n’avoir aucune signification apparente et il est donc diffi-
cile de maitriser la convergence qualitativement. Dans le contexte des fluides compressibles
linéarisés, I'idée d’introduire un pseudo-temps pour résoudre les EELs en domaine fréquentiel
remonte certainement aux travaux de Ni et Sisto [194]. Ces méthodes sont depuis souvent
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utilisées dans la communauté de ’aéroélasticité. Hall [131] a proposé une revue.

4.4.3.2 Application de la méthode de pseudo-temps aux EELs

La méthode de pseudo-temps est appliquée pour différentes pulsations w dans les cas de
I’écoulement de base affine et de la couche de mélange. Avec ces deux exemples, nous pou-
vons illustrer les performances de la méthode mais aussi les difficultés numériques pouvant
étre rencontrées dans certaines configurations bien précises. Le systeme dynamique (4.53) est
intégré avec l'algorithme de Runge-Kutta introduit plus haut. La figure 4.15 montre quelques
solutions obtenues dans le cas de ’écoulement de base affine. Il a suffi de 350 pseudo itéra-
tions temporelles pour converger vers la solution stationnaire. Le pseudo-pas de temps est par
ailleurs toujours limité par la CFL, ici A7 = 0.001. Dans le tableau 4.2, différentes méthodes
d’inversion de systeme sont comparées et la performance de la méthode de pseudo-temps peut
étre appréciée. L’erreur est définie par rapport a la solution obtenue par méthode directe a
I’aide de I'expression

_ IR =%l

— 4.54
"= Rl (4.54)

avec X4 la solution de référence (méthode directe). La méthode directe consiste en une éli-
mination de Gauss avec pivot partiel. Les conditions de calcul sont identiques pour toutes
les méthodes. En particulier, aucune parallélisation ni conditionnement numérique n’est ef-
fectuée. Les dénominations complexe et réelle signifient respectivement que la méthode est
appliquée soit sur le systéme linéaire complexe (4.48), soit le systeme linéaire réel (4.50). La
méthode directe sur le systéeme réel n’a pu étre menée en raison du profil trop large de la
matrice associée. La méthode GMRES requiert autant de restart que de pseudo-itération a
cause de la nature hyperbolique du systéme (350 restart et 5 outer itérations). Par ailleurs,
choisir par exemple 350 restart avec une seule outer iteration ne permet pas d’obtenir la
précision obtenue avec la méthode de pseudo-temps. La méthode GMRES est donc moins
bien adaptée dans notre contexte. Enfin, le cout de calcul induit par la méthode directe se
révele d’autant plus rédhibitoire si on augmente légérement la dimension de la matrice. Son
cout de calcul devient rapidement supérieur a la méthode GMRES. Finalement, les méthodes
de pseudo-temps semblent bien plus adaptées pour résoudre des systemes linéaires issus de
modeles hyperboliques.

x 10 100 % 10
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i 0 - 9 i 0
B 40
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FIGURE 4.15 — Réponses a différentes fréquences dans le cas d’un écoulement de base affine.
Visualisation de la partie réelle du champ de pression. (a) w = 20 (b) w = 100 (c) w = 200.

Appliquons maintenant la méthode de pseudo-temps dans le cas de la couche de mélange.
Nous allons voir que I'application de la méthode de pseudo-temps est plus délicate avec cette
configuration d’écoulement. Le pseudo pas de temps maximal est A7 = 0.0006 (il peut étre
porté & A7 = 0.0008 avec 'algorithme de Runge-Kutta optimisé sur 6 étapes). La figure
4.16 illustre la convergence de la méthode pour trois fréquences différentes. On observe qu’a



84 Ch.4 Construction et propriétés matricielles du modeéle numérique

Méthode Directe complexe | Pseudo-temps complexe | Pseudo-temps réelle | GMRES réelle

er ref. 0.0123 0.048 0.048
Temps CPU 730s 120s 1425 1230s

TABLE 4.2 — Comparaison de différentes méthodes de résolution des systemes linéaires suggé-
rant la performance de la méthode de pseudo-temps.

moyenne et haute fréquence (images (a) et (b)), la méthode se comporte bien puisque la
convergence est assurée. En revanche, a basse fréquence (images (c) et (d)), la méthode ne
converge pas vers une solution stationnaire. A basse fréquence, il y deux nouveaux phénomenes
numériques liés qui émergent mettant en défaut la méthode itérative. Le premier phénomene
numérique concerne le développement de I'instabilité convective impliquant une amplification
du mode tourbillonnaire. En fait, la convergence de la méthode de pseudo-temps ne devrait pas
étre mise en défaut en présence d’une instabilité convective si les conditions aux limites étaient
bien posées. En effet, le mode tourbillonnaire est convecté vers ’aval et devrait finir par quitter
le domaine de calcul. Une instabilité convective ne doit pas produire d’instabilités globales
dans la zone 2 du domaine de calcul. Dans I'idéal, la présence d’une instabilité convective
ne devrait qu’augmenter le temps de convergence de la méthode. A faible nombre de Mach,
le temps de convergence augmente car la convection du mode tourbillonnaire est lente. D’un
autre coté, a nombre de Mach plus élevé, on a une contrainte plus forte sur le pas de temps
bien que le mode tourbillonnaire soit convecté vers l’aval rapidement. La divergence de la
méthode de pseudo-temps est 1ié dans notre cas & une mauvaise modélisation du domaine Q¢
En pratique, il est bien connu que les conditions aux limites de Tam et Dong sont incapables
d’évacuer proprement (avec un taux de réflexion raisonnable) des perturbations qui ne sont pas
purement acoustiques [39]. A basses fréquences, on observe des réflexions aux frontieres trop
importantes. Elles finissent par interagir avec le profil de la couche de mélange qui présente un
point d’inflexion, produisant et amplifiant ainsi continuellement le mode tourbillonnaire [52].
Il s’agit d’un phénomene de réceptivité purement numérique. La construction d’un modele de
frontiére capable d’évacuer toutes perturbations reste un probléeme tres ouvert [72]. Il existe
plusieurs approches visant & améliorer la zone frontiere Q. Citons notamment

e les conditions aux limites absorbantes Perfectly Matched Layer (acronyme PML) [142];

e une zone buffer particuliere proposée par Agarwal et al. [2] dans le cadre des EELs en
domaine fréquentiel ;

e une zone éponge avec élargissement des mailles (grid stretching) et viscosité artificielle
proposée par Bogey et Bailly [39].

L’application de ces différentes techniques demande cependant un grand savoir-faire car il
n’est pas évident de calibrer correctement les différents parametres associés. Nous n’avons
pas cherché a améliorer le modele de Tam et Dong dans notre étude. Si ’écoulement de base
n’est pas uniforme dans la zone Q% une analyse dimensionnelle peut permettre de savoir
grossierement si en ordre de grandeur les gradients de 1’écoulement risquent de perturber le
modele de frontiere [35]. Il faut garder a 'esprit que cette difficulté & modéliser parfaitement
les conditions de non-réflexion au niveau du modele complet pourra avoir des répercussions
lorsque nous chercherons a construire des modeles réduits dans le chapitre suivant.

Pour terminer, notons qu’en présence d’une instabilité absolue, la méthode de pseudo-
temps ne pourrait plus converger car la croissance énergétique est alors localisée spatialement.
Le domaine de calcul est condamné a étre contaminé completement bien qu’une instabilité
absolue ne soit qu’'une condition nécessaire d’instabilité globale a priori. Agarwal [1] a montré
que la majorité des approches itératives ne peuvent plus étre utilisées a partir du moment ot les
écoulements présentent des instabilités. Les méthodes directes sont en fait les seules approches
capables de filtrer toutes les instabilités temporelles. C’est la raison pour laquelle, les méthodes
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FIGURE 4.16 — Réponses a différentes fréquences dans le cas d’une couche de mélange. Visua-
lisation de la partie réelle du champ de pression. (a) w = 200 apres 1500 pseudo-pas de temps,
(b) w = 100 apres 1500 pseudo-pas de temps, (¢) w = 10 apres 1000 pseudo-pas de temps, (d)
w = 10 apres 4000 pseudo-pas de temps.

directes sont de plus en plus exploitées [200, 214]. Malheureusement, les méthodes directes
restent trés contraignantes car elles nécessitent, on le rappelle, une formulation matricielle. Par
ailleurs, les méthodes basées sur les espaces de Krylov convergent aussi tres difficilement des
que les systemes sont fortement non normaux. En particulier, des phénomenes de stagnation
sont observés avec la méthode GMRES. C’est la raison pour laquelle, le développement de
techniques itératives permettant de contourner les instabilités temporelles d’écoulement reste
un sujet de recherche. Ces aspects numériques sont par exemple discutés dans la these de
Campobasso [56] ou encore dans l’article de Chassaing et al. [62].

4.4.4 Espaces de Krylov et vecteurs d’Arnoldi

Les méthodes d’identification des moments introduisent des espaces de Krylov qui doivent
étre orthogonalisés (méthode d’Arnoldi). On rappelle que la définition des espaces de Krylov
est relative au choix du point de développement asymptotique de la fonction de transfert.
A fréquences finies, il est nécessaire de résoudre des systemes linéaires. C’est seulement au
voisinage de la fréquence infinie que la méthode ne nécessite pas d’inversion de systeme.
Les figures 4.17, 4.18 et 4.19 illustrent quelques vecteurs d’Arnoldi en fonction du choix de
la fréquence de développement. Sont représentés quelques vecteurs d’Arnoldi obtenus par
orthonormalisation de Gram-Schmidt des espaces de Krylov définis respectivement pour :

e le développement de la fonction de transfert autour de w =0

Ke¢(A™1b) := (A7'b,A %b,...,A D) (4.55)

e le développement de la fonction de transfert autour de w = 50

Ke((5501, — A)~1,b) = ((j50I, — A)'b, ..., (50, — A) °b) (4.56)
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FIGURE 4.17 — 6 premiers vecteurs d’Arnoldi dans le cas w = 0. Visualisation du champ de
pression

o

e le développement de la fonction de transfert autour de w = oo

Ks30(A,b) := (Ab,..., A%Db) (4.57)

On peut remarquer qu’a fréquence infinie, il semble que les vecteurs d’Arnoldi s’établissent
sur la fréquence de coupure du maillage et il est difficile d’augmenter la dimension de ’espace
d’Arnoldi sans détériorer les vecteurs (voir image (f) de la figure 4.19 correspondant au 30éme
vecteur d’Arnoldi).

4.5 Controle de la croissance énergétique

Afin d’éviter la contamination du domaine de calcul par une instabilité, nous avons proposé
dans le chapitre précédent une méthode de controle énergétique qui repose sur la décom-
position de la matrice de réaction en une partie symétrique et une partie anti-symétrique.
Nous avons alors montré que seule la partie symétrique de R est a 'origine de la croissance
énergétique des EELs au moins pour des écoulements de base incompressibles isothermes
ou paralleles. Afin d’illustrer la technique proposée, nous considérons une source acoustique
placée dans une couche de mélange anisotherme. Les grandeurs sont ici sans dimension. Les
parametres numériques et 1’écoulement de base sont respectivement v =0, p = 1/7,

(z,y) = 0.5(u1 + uz + (u1 — uz) tanh(2y/0.4), w3 =0.8, wug=0.2, (4.58)
B B _ _ B U — U9 Uy — U i N
p(‘ray) - ]./T(.’L',y), T(.’E,y) _T’lu1 g +T2U1 “uy + 2(“’1 u)(u u?) (459)

avec 171 = 1 et Ty = 0.8. Pour la source acoustique, une pulsation proche de la pulsation
théorique d’excitation optimale de l'instabilité est considérée. Le domaine de calcul est un
rectangle [—5,5] x [—5,15] discrétisé uniformément en prenant Az = Ay = 0.04. La source
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FIGURE 4.18 — 6 premiers vecteurs d’Arnoldi dans le cas w = 50. Visualisation du champ de
pression
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FIGURE 4.19 — Premiers vecteurs d’Arnoldi dans le cas w = oo. Visualisation du champ de
pression. (a) 3éme (b) 4eéme (c) 5eme (d) 10éme (e) 20eme (f) 30eme
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est alors placée en (0,0) et est choisie égale a
b(x, y)u(t) = exp(—log(2)(z? + 3?)/0.5) sin(wt), w = 1.5. (4.60)

La simulation est exécutée pendant 1000At¢ avec At = 0.0222. On rappelle que le pas de
temps At est limité par la condition CFL. Sur la figure 4.20, on illustre le comportement des
solutions obtenues pour différentes valeurs du parametre de contréle o (compris entre 0 et
1). On remarque que le mode tourbillonnaire ne se développe pas si la matrice de réaction
est négligée (image (d)), qu'il est tres amplifié pour les EELs (image (a)) et enfin que son
amplification est controlée grace au parametre o (images (b) et (c)). L’image (c) correspond au
cas 0 = 0 ou de maniere équivalente a I’annulation de la partie symétrique de R. En théorie, on
sait qu’avec o = 0 ’énergie est conservée pour ce type d’écoulement de base. On observe bien
aucune amplification dans ce cas. Il est cependant important de s’assurer que la modification
ou 'annulation de la matrice de réaction permet de reproduire correctement la propagation
acoustique. Nous avons placé plusieurs capteurs dans la zone purement acoustique. La figure
4.21 montre le signal temporel de pression au capteur placé en (—0.8,3.5) pour les 4 cas
considérés de la figure 4.20. On observe que les deux cas ¢ = 0 et ¢ = 0.5 se superposent
bien en phase a la courbe des EELs. Cela suggere qu’ils reproduisent correctement les effets
de I'écoulement sur la propagation. Il y a par contre un léger écart en amplitude qui est
d’autant plus faible que o se rapproche de 1. Lorsque la matrice de réaction est négligée, on
observe par contre un léger déphasage suggérant que les effets de I’écoulement sont moins
bien pris en compte sur la propagation (image (b)). Un léger déphasage a une courte distance
par rapport a la source peut en effet avoir des conséquences indésirables sur des longues
distances. La technique proposée fournit donc une alternative pour obtenir un propagateur
acoustique capable de mieux préserver les caractéristiques de propagation des ondes tout en
limitant la contamination du domaine de calcul par la présence éventuelle d’instabilités. Pour
conclure, il semblerait que la partie anti-symétrique de la matrice de réaction joue un role
prépondérant dans la conservation de la phase pour la propagation acoustique. De plus, on
peut prendre o relativement proche de 1 pour limiter notablement I’amplification. Or, plus o
est proche de 1 plus le modele est proche des EELs donc plus on se rapproche du meilleur
propagateur acoustique possible. Nous n’avons pas davantage exploré ces deux observations
dans le cadre de ce mémoire. Pour terminer, cette technique de controle énergétique peut
aussi étre exploitée pour forcer la convergence de la méthode de pseudo-temps en présence
d’instabilités, afin d’approcher les réponses fréquentielles solutions des systemes linéaires.
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FIGURE 4.20 — Développement de 'instabilité en fonction du parametre o. (a) EELs : mode
tourbillonnaire non contrélé (b) ¢ = 0.5 mode tourbillonnaire controlé (c) ¢ = 0 énergie
conservée (d) R = 0 énergie conservée et suppression du mode tourbillonnaire
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x10°

25 15 16 17 18 19 20 21

FIGURE 4.21 — Comparaison du signal de pression au capteur (—0.8,3.5) en fonction des
modifications apportées aux EELs. En noir trait plein : EELs, en gris trait plein : R = 0, en
tirets noir : 0 = 0, en tirets gris : 0 = 0.5
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Construction de modeles réduits par approche
matricielle : application aux EELs

Abstract

Development of optimal reduced-order models for linearized Euler equations is investigated.
Recent methods based on proper orthogonal decomposition (POD), applicable for high-order
systems, are presented and compared. Particular attention is paid to the link between the
choice of the projection and the efficiency of the reduced model. A stabilizing projection is
introduced to induce a stable reduced-order model at finite time even if the energy of the phy-
sical model is growing. The proposed method is particularly well adapted for time-dependent
hyperbolic systems and intrinsically skew-symmetric models. This paper also provides a com-
mon methodology to reliably reduce very large nonsymmetric physical problems.

Keywords : reduced-order models (ROMs), nonsymmetric systems, compressible flows, Proper
Orthogonal Decomposition (POD), balanced-POD, symmetrizer, stabilizing projection.

5.1 Introduction

Development of efficient reduced-order models is becoming an active research topic in com-
putational physics and more particularly in fluid dynamics. Responses of dynamical systems
presenting extremely large degrees-of-freedom (DoF's) can nowadays be computed due to the
recent advances in computer technology. However, the computation time required to solve
such systems becomes prohibitive especially when numerous parametric analyses are requi-
red. Moreover, such computations are almost impossible to use in control or optimization
procedures. These observations lead to the conclusion that reduced-order models, i.e. which
have much fewer DoF's, are desired.

In past decades, numerous reduced-order techniques have been developed in various do-
mains of physics. Linear reduction methods are now well-established in control theory [11]
for instance. It is commonly admitted that the reduced-order solution must be written as a
linear combination of global basis functions. The key challenge is then to construct the most
efficient global functions in the most inexpensive way. Approaches basically differ in the way
these global basis functions are built. The methodology depends on the type of precomputed
responses of the full-order model (FOM) : global eigenmodes, frequency responses or temporal
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responses. For a linearized fluid model, these responses, sometimes referred to as high-fidelity
solutions, require solving either a very large nonsymmetric eigenvalue problem, or numerous
nonsymmetric high-order linear systems, or large linear dynamical systems, respectively. As
a consequence, the building of global basis functions can induce a large computational cost.
First, the calculation of global eigenmodes (direct and adjoint) is an extremely expensive pro-
cedure. Furthermore, eigenvalue problems are often ill-posed for compressible open flows. In
particular, it is known that the application of modal reduction is impractical due to density
of eigenvalues [139] and has difficulty to capture the dynamics due to multiple poles [11].
However, it is still an active research topic in the hydrodynamic stability community to only
determine the unstable eigenmodes. Secondly, finding a solution of a large linear fluid system
is sometimes very expensive since the linearized fluid models are not symmetric and some-
times even unstable. For instance, iterative methods can be used but the convergence remains
delicate [214]. It is therefore promising to employ dynamical approaches for computing the
global basis functions.

A critical step in the process of unsteady reduction is to maintain the physical and nu-
merical stability properties of the original model in the reduced-order model. The numerical
stability is especially required for long-time simulations. Preservation of the physical stabi-
lity is also important for reliable stability prediction. Unfortunately, there exists few methods
able to preserve the stability when the high-fidelity model is unsteady and non-normal. In the
context of linearized Euler equations (LEEs), most attempts to reach a reduced-order model
are based on frequency-domain approaches such as Arnoldi’s method [282], POD [134, 168] or
balanced-POD [281] methods. The frequency-domain has been driven by aeroelastic applica-
tions and also to achieve a higher level of robustness than in the time-domain. Nevertheless,
development of reliable unsteady reduced-order models for LEEs remains a real challenge. Ac-
tually, with standard L? inner product, a reduced model might be stable for a given number
of global basis functions but unstable for other choices of size [55]. In a recent paper, Barone
et al. [26] have introduced a symmetry-based inner product and have demonstrated that it is
possible to obtain a robust unsteady reduced-order model for LEEs. In a same way, Rowley
[223] has obtained a stable unsteady reduced-order model in the context of linearized incom-
pressible flows with the balanced-POD method. POD based approaches seem currently to be
the best solution to reduce the LEEs and particularly for open flows. This article proposes
a new approach to overcome these instability problems. The specific numerical reduction of
time-dependent hyperbolic systems is also discussed.

This paper is organized as follows. First, principles of model reduction techniques are
introduced in the control system framework. The construction of optimal global basis functions
with the snapshot-POD method is described by considering an arbitrary inner product. A
particular attention is then paid to the link between the choice of the projection and the
stability property of the reduced-order model. The role of the adjoint dynamical system is also
examined and a generalized stabilizing projection is proposed. Secondly, the linearized Euler
model is reminded and afterwards the full-order model is described. Furthermore, the adjoint
LEEs are derived. Finally, academic simulations are performed to appreciate and compare
optimality and stability of the reduced-order models according to the different presented
projections.

5.2 Reduced-order models (ROMs)

The mathematical concepts of model reduction are introduced in the framework of linear
control theory. Consider a state-space representation of a linear system with ¢ inputs, p outputs
and n state variables. The system is written in a matrix formulation as

x(t) = Ax(t)+Bu(t)
Cx(t) , (5.1)

X0
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where x(t) € R" is the state vector, A € R™ ™ is a very large sparse square matrix from the

spatial discretization of the physical model, B = (by,...,b,) € R"*? is a rectangular matrix
from the spatial discretization of source terms (supposed space-time separable), u(t) € R? is
the input vector from temporal excitations, C = (cy, ... ,cp)T € RP*™ ig a rectangular matrix

from the spatial discretization of observed linear laws (specific DoF's or physical quantities for
example), y(¢) € RP is the output vector and xg is the initial state condition. The dot denotes
the time derivation. The goal is to derive a reduced system with r state variables

%) = Avx(t)+Bu(t)
YT(t) = Crxr(t) ) (5'2)
Xr(tO) = Xor

such as r < n with x,.(t) € R" the reduced state vector, A, € R"™*" the reduced matrix,
B, € R and C, € RP*". In this reduction process, note that the number of inputs and
outputs remains invariant. The next section describes the different steps to construct the
reduced system (5.2).

5.2.1 Reduction technique

The projection method is the most popular and efficient approach to develop a reduced-order
model. The projection algorithm proceeds as follows :

e compute the approximation space of the state vector V,, = (®1, ..., ®,), V,, € R"*" such
as X ~ V,x, where the ®; denote the direct global basis functions or direct modes;

e replace the approximation V,x, in the full-order model (5.1) so the new system is
overdetermined ;

e compute the projection space W, = (¥q,..., ¥,.) where the ¥; denote the dual global
basis functions or adjoint modes;

e project W,. on the overdetermined system ;

e obtain the reduced system (5.2) of dimension r with A, = (WIV,)"'WTAV, B, =
(WIV,)"'WIB C, = CV, where the superscript 7" denotes the transpose of a matrix ;

e solve the reduced dynamical system by a classical time integration method with the
reduced initial condition xo, = (WXV,)"'WTlxg;

e obtain the original state vector x(t) ~ V,x,(t).

In these steps, the main challenge is the determination of both efficient V,. and W, subspaces
in the most inexpensive way. Furthermore, V,, and W,. subspaces are generally chosen to be
bi-orthonormal i.e. WTT V, =1, with I, the r-dimensional identity matrix. This is a condition
to achieve a well-conditioned reduced model and also to avoid the calculation of the inverse
matrix (WX'V,)~!. From a practical point of view, the reduced matrix A,,; can be built
from the reduced matrix A, as follows

wTr > ( WIAV, WIA®, ., >
A= " JA(V, @, = r r
! ( ‘I’TT+1 ( i ) ‘I’?;FlAVT ‘I,Z%ﬂlAQ””'i‘l (5 3)
A, WIA®, ) ' '
‘I’TTHAVT ‘I’Z+1A‘I’r+1

This recurrence avoids to have to rebuild the reduced matrix when the number of modes
is increased. Furthermore, reduced matrices are dense, A, has r? nonzero coefficients. In
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the following, the main concepts to construct reliable optimal V, and W, subspaces are
introduced.

5.2.2 Construction of optimal V, and W, subspaces : POD method

5.2.2.1 Minimization problem

First, a weighted inner product
(z1,22) @ = 7] Q2o (5.4)

is defined on R", with @ € R™™™ a symmetric and positive definite weighting matrix. Its
induced norm is ||z||g = (z” Qz)'/2. The objective is then to find a set of r optimal global
basis functions ®; solution of the continuous minimization problem

r

min / D) = ST, B 0|t (5.5)

1y, Fr -
) k) O Z:l

subject to (®;, ®;)g = ®TQP; = §;; for 1 < 4,5 < r, where §;; stands for the Kronecker
symbol. In the simplest case, f(¢) is a vector of dimension n representing a particular solution
of the dynamical system (5.1) at time ¢ within the temporal interval [to,¢s]. A solution to this
minimization problem is characterized by the first optimal necessary conditions

Go®, =\®;, 1<i<r (5.6)

with

ty
g = f()f ()" dt. (5.7)

to

This problem corresponds to an n-dimensional eigenvalue problem. G is also called the time-
limited Gramian. Gramians are n X n positive semi-definite symmetric matrices. Now, consider
a numerical approximation of the introduced Gramian

G~y wifyf] (5.8)
j=1

where f; := f(¢;) € R" for 1 < i < m are m particular computed solutions of the high-fidelity
model at the respective times t1,...,¢,, within the interval [to, ;] and w; are quadrature coeffi-
cients. These solutions are also called snapshots. The numerical solution of the minimization
problem is then given by

XXTQ®, = \i®;, 1<i<r (5.9)

with X = [/wifl, ..., /wmEn]| the rectangular matrix of computed snapshots. The solutions
®,; of the n-dimensional eigenvalue problem (5.9) are called @-POD modes.

5.2.2.2 Snapshot-POD

The eigenvalue problem (5.9) is generally far too difficult to solve in fluid dynamics since
n is very large. It is more convenient to solve a m-dimensional eigenvalue problem than a
n-dimensional ones because the number m of useful snapshots is often much smaller than the
number n of DoFs. This idea named snapshot-POD was introduced by Sirovich [252]. First,
note that since Q is symmetric and positive definite, @ possesses a Cholesky factorization
Q = L£L". Hence, multiplying (5.9) by £, setting ®; = £7®; and X = L7X, gives the
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modified eigenvalue problem
XXTd, = \®;, 1<i<r. (5.10)

The snapshot-POD is a thus powerful method to solve the original very large eigenvalue
problem. Besides, the m-dimensional eigenvalue problem XTX¢Z = )\ ¢Z is solved with
XTX = (XTE)(L:TX) XTQX. In addition, the rectangular matrix X € R™ ™ has a
Singular Value Decomposition (SVD) such as :

X’lﬁl =\ )\z(i)z’ XT‘i)Z =\ )\1'1/;“ 1 S ) S r. (511)

Hence, the modes ®; are calculated thanks to the relation

1 ~ ~

Vi
Finally, the subspaces V, and W, are given by

V, =[®,..,®,], W,=9V, (5.13)
with

1 - 1 -
LTLTXep; = —=Xap;, 1<i<r. 5.14
\/)\72' wl \/)\77/ 7101 — — ( )
Thus, both V, and W, subspaces depend on the choice of the weighted inner product
to approximate the snapshots. This tractable POD procedure is commonly called @-POD
method. In the classical definition, note that the POD modes are calculated with the £2-inner
product which just corresponds to @ = I,, with I,, the n-dimensional identity matrix.

®=L7® =

5.2.3 Gramians
5.2.3.1 Definition and motivation

POD modes depend on the computed solutions of the full model. These solutions appear
first in the Gramian matrix (5.7). For exemple, the energy Gramian G., the controllability
Gramian G, and the observability Gramian G, are respectively defined by

tf ty ty
G.= / x(t)x(t)dt, G.= / ABBTAq, G, = / eATCTCeAldt  (5.15)

to to to

and the function f is then respectively given by

£(t) = x(t) = [eAtxo—l— /0 t (t_T)Bu(T)dT:|, (5.16)

£(t) = eAB or £(t) = ¢A"*CT. In control theory, the controllability and observability Gra-
mians are known to determine essential properties of linear systems with multiple inputs and
multiple outputs [11]. Thus, the controllability Gramian is used to build POD modes which
are the most independent of inputs u(¢). Furthermore, with the observability concept, it can
be chosen to observe some of the DoF's or some specific linear physical quantities of interest.
For example, in [54], only the pressure at wall boundary conditions is observed. In a general
manner, we can also define primal Gramian and dual Gramian respectively as follows

Yo oaraal AT AT T A
gpz/ ABB e ldt, gd:/ tCC Mt (5.17)

to to



5.2 Reduced-order models (ROMs) 95

with arbitrary matrices B and C. When the matrix A is asymptotically stable, infinite primal
Gramian ggo and infinite dual Gramian G3° can also be defined (5 = 400).

5.2.3.2 Computation of primal and dual Gramians

The primal and dual time-limited Gramians are solutions of the algebraic Lyapunov equations
[11]

AG,+G,AT =P, ATG,+G,A =Py (5.18)
with
P, = A BB AT eAthBTeAth, Py =2 0CTCeAlo — ATl CTCeAlr, (5.19)

But it seems unrealistic to solve these equations directly since the system is too large and
not sparse. An efficient alternative is to numerically approximate time-limited Gramians by a
quadrature knowing a set of m snapshots (5.8). For example, the snapshots f(¢;) = eAtiB are
obtained by solving the dynamical system

f(t) = Af(t)
{f(to) _ 5 (5.20)

with a time-integration method. Similarly, the approximation of dual Gramian involves adjoint
snapshots since f(t;) = eATtCT  In this paper, snapshots ¢A'B and ¢A"(C are respectively
called primal snapshots and dual snapshots. Bui-Thanh and Willcox [54] demonstrate the
importance of accurate integration of the Gramians, that is the choice of the coefficients
w; and instants t;. The use of this approximation rather than solving Lyapunov equations
explains why they are called empirical Gramians in the literature [155]. Note that the snapshot-
POD method described in section 5.2.2.2 is a powerful technique to compute the r largest
eigenmodes ®; of the Gramians associated with the r largest eigenvalues. For example, the
modes of G., G. and G, are respectively called energetic modes, controllable modes and
observable modes. In fact, the energetic modes correspond to the classical £2-POD modes. A
physical explanation of controllable and observable modes can be found in Bagheri et al. [21],
for example.

5.2.4 Stability properties of the reduced model

In this section, the link between the choice of the matrix @ and the preservation of the stability
of the reduced model is discussed.

5.2.4.1 Classical Galerkin projection

In this case, we have @ = I, and W,. = V,. such as V; V, = I,. It is an orthogonal projection.
This inner product ensures the stability of the reduced matrix A, if the full-order matrix A
is negative definite or normal (AA” = ATA) and stable, or yet if the POD modes are
built from the infinite primal Gramian G,°. In particular, one can show that this projection
preserves the symmetry and the definiteness of the full-order matrix. First, suppose that the
full-order matrix is symmetric or skew-symmetric then the reduced matrix is also symmetric,
respectively skew-symmetric

A, =VIAV, = +VIATV, = £AT, (5.21)

Secondly, suppose that the full-order matrix is positive (respectively negative) definite then
the reduced matrix is positive (respectively negative) definite. Indeed, consider an arbitrary
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nonzero real vector x and A positive definite, then
xTA,x = (xIVHA(V,x) >0 (5.22)

since x’ Ax > 0 for all nonzero x by definition of positive definite matrix. Note that this
definition includes also nonsymmetric matrices by considering the symmetric part A + A7 of
A since

A+AT A AT A+ AT
xTAx = xT < +2 + 5 ) x =x! <+2> X. (5.23)

It can be shown that the reduced matrix A, = V? AV, can never be unstable for any stable
normal matrix because the numerical range is then equal to the convex hull of the spectrum
of A [11]. For instance, the problem of the preservation of the stability does not exist in
the cases of stable symmetric, skew-symmetric or yet stable orthogonal matrices. We can
also show that if the POD modes are calculated from ggo then the reduced matrix is stable
since G;° is the solution of the Lyapunov equation (5.18) with P), = —BB” (with ¢y = 0).
Unfortunately, snapshots are sometimes computed from other Gramians which in addition can
be finite. Moreover, linearized fluid models are often non-normal and definite. Theoretically,
it is well-known that if A is non-normal, its eigenvectors are nonorthogonal and transient
growth of perturbations can occur due to the linear interference of these eigenvectors [65, 92].
In addition, the numerical range of the matrix A may extend into the right half plane C..
Consequently, the Galerkin projection may turn out to be unstable even if the original full-
order system is stable. The construction of an adequate Q@ # I, becomes therefore a real
challenge. Moreover it is well known that the £2-POD modes are not necessarily the best
modes for describing the dynamics of a particular physical dataset [223]. This is the case for
non-normal physical problems for which the standard POD method does generally not capture
well the transient growth [146]. To overcome this difficulty, a particular attention must be paid
to the adjoint physical problem as explained afterwards.

5.2.4.2 General Petrov-Galerkin projection

In this case, @ # 1I,, and W,. # V,. with the condition WF;FVT = I,. When a classical Galerkin
projection is employed, the subspace V,. is generally not an approximation space for the dual
problem if the full system is not symmetric. A better solution then is to build the right
subspace V, as an approximation of the primal problem and to build the left subspace W,
as an approximation of the dual problem. With this oblique projection, it is not possible to
determine the definiteness or the symmetry of the reduced matrix. The preservation of the
stability of the reduced matrix is therefore not ensured with the classical arguments. Note
that, in the static case, the stability preservation is solved with the left projection W, = AV,
[53] that is the Galerkin projection on the normal equation. The unsteady models are more
complex since the choice @ = AT does not provide a well-posed weighted inner product (A
is not positive definite symmetric). For other choices of Q, it is however possible to study
the stability of the reduced model by considering the Lyapunov stability theory [11, 225].
Setting a natural Lyapunov candidate function £(x,) = x!x, for the reduced system and
A, = WI'AV, = VIQAV,, the stability of the reduced system can be investigated as
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follows
d T Ty
@E(xr(t)) = X, X+ XX,
(ATXT")TXT + X'/T(ATXT)
x; (A, + Al)x, (5.24)
x'(VIQAV, + VIATQV,)x,
x'VI(QA + ATQ)V,x,
= (V,x,)T(QA + ATQ)(V,x,).

The theorem of Lyapunov [11] ensures that the eigenvalues \; of the matrix A € R™*" satisfy
MRe(\;) < 0 if and only if, for any given symmetric positive definite matrix P, there exists a
unique positive definite symmetric matrix @ satisfying the Lyapunov equation :

QA +ATQ=-P. (5.25)

d
Then the last identity in (5.24) ensures that $E (x,(t)) < 0 and the asymptotical stability of

the reduced model since —P is negative definite. More precisely, the reduced £2-energy will
be monotonically decreasing. In other words, the stability of the reduced model is conditioned
by a good choice of the matrix @ in adequation with the algebraic Lyapunov equation. In the
following, two recent methods for computing reliable @ are presented. A stabilizing numerical
procedure is then introduced to overcome the limitations of both projections.

5.2.5 Infinite dual Gramian based inner product : Q = G

Infinite dual Gramians GJ° are solutions of the Lyapunov equations (5.18) with Py = —(~3(~3T
(to = 0). Consequently, G° can be used in the weighted inner product to ensure the sta-
bility of the reduced system according to (5.24). Now, we deals with the particular case of
observability Gramian G;°. This approach is also called balanced-POD method, well-known
in the control community. This method is an efficient computation of the historic balanced
truncation method for high-order systems. Balanced truncation was first introduced by Moore
[188] and then by Gavronski and Juang for time-limited Gramians [114]. It is a reduction me-
thod for linear and stable control systems. It is known to preserve the asymptotical stability
of the reduced system. The main goal of this approach is to eliminate simultaneously the
least controllable states and the least observable ones. Balanced modes are identified by the
eigenvectors of the product of the infinite Gramians G.°Go°. As a consequence, the balanced
modes are also the Q-POD modes with @ = G;°. In other words, the balanced-POD method
is equivalent to apply snapshot-POD method with the observability Gramian G;° as inner
product [223]. Recently, balanced-POD method has been described and adapted for many
outputs by Rowley [223] in the time-domain and for general multiple inputs and multiple
outputs systems by Willcox and Bui-Thanh in the frequency and time domain [54, 281]. An
other very interesting property is that this method does not depend on the choice of the inner
product for defining both controllability and observability Gramians. For instance, the adjoint
system can be induced with an arbitrary inner product [146]. In the present work, we apply
the balanced-POD for an initial value problem. Such a problem may be seen as a single input
multiple output system

{ x = Ax + Axg (5.26)

y=xXx
with C = I,,, B = Axq, x¢ the initial condition and X the translation x — xq. It follows

that the entire state variable or in other words all the DoFs are observed then the output
projection method developed by Rowley [146, 223] is applied. Since the output is the full



98 Ch.5 Construction de modeéles réduits par approche matricielle : application aux EELs

state and if the adjoint system is defined with respect to the standard £? inner product, the
initial conditions of the adjoint simulations are just the £2-POD modes. As a consequence,
the approximation of the observability Gramian needs several adjoint simulations which can
represent an important computation cost.

5.2.6 Symmetry based inner product : Q =H

An important class of models are the symmetrizable hyperbolic systems. An hyperbolic system
0y0q + E0,0q + Fo,0q + Riqg =0 (5.27)

is said symmetrizable if there exists a symmetric positive definite matrix H = H” > 0 such
as HE and HF are symmetric, yielding the symmetrized system

Ho:0q + HEO,6q + HFJ,6q + HRiq =0 (5.28)

In a recent paper [26], Barone et al. demonstrate that if the H-inner product is used to compute
the POD modes then the ROM is better posed. A key property of this inner product is that a
mathematical expression for the ROM energy can be derived. The matrix @ = H is a discrete
formulation of the continuous matrix H constructed in a same manner as the full-order matrix
(5.1). ‘H defines an energy based inner product and a Lyapunov function if the energy of the
model is preserved or monotonically decreasing. Finally, if C = I,,, the symmetrizer based
inner product combined with the controllability Gramian G. could provide better numerical
results than balanced-POD method (which corresponds to observability Gramian based inner
product combined with G.).

5.2.7 A stabilizing projection

Unfortunately, the stability of the reduced matrix is not always guaranteed with time-limited
Gramians as suggested in the previous sections. For instance, this is the case with the dual
Gramian based inner product since the matrix P4 from (5.19) is not guaranteed to be positive
definite at finite time [122]. This is also the case when the full matrix A is neutrally stable or
even weakly unstable. This motivates the introduction of a stabilizing method. This issue has
been recently addressed [10, 43, 212] by deriving a convex optimization problem to enforce the
stability of the primal reduced-model. In the present study, a new effective way is proposed
to guarantee the stability of the reduced model without computing an artificial left projection

W,.

5.2.7.1 Principles of the stabilizing method

We look for a projection able to enforce the stability of the reduced model for all time. This is
not obvious since energy can grow at finite time, due to the non-normality of the full model.
The main idea here is to impose the preservation of an introduced energy into the reduced
model. If an energy is preserved then the reduced-order system should be stable. This point
is essential for conservative dynamical systems, for instance. For that purpose, we first define
the dynamical system

(5.29)

{ Ez = EAz
Z(to) = Zy

_ X 2n _ 0 In 2nx2n A A 0 2nx2n
z_<y>eR, E_< >GR , A_<O AT €eR . (5.30)
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In this definition, x is a solution of the primal problem and y is a solution of the anti-dual
problem. Note that the large matrix EA is skew-symmetric. The second step is to construct

~ p
an approximation subspace V,. = ( x; > such that
VIEV, =V?' Vi vI've =1, (5.31)

The reduced model is then built as follows

VTEV, 2, = VIEAV, z, (5.32)
\T_z \ﬁ,_/
r A,

which gives

z, = Az, (5.33)
with

A, = VI AV — v ATV, (5.34)

The reduced model (5.33) is now defined for both primal and anti-dual problems. VI is an
approximation subspace for the direct problem and Vf is an approximation subspace for the
anti-dual problem. The stability property of this reduced model is now studied. With the
equations (5.21) or (5.34), the reduced matrix A, is also skew-symmetric. Consequently, the
reduced initial energy is preserved since

, 1d
zlz, = ——(z'z,)
2dt. . (5.35)

z (VIEAV,)z, :
=0
which implies

2l 2z, =z} 7,,, 2,,= VIEz, (5.36)
for all time. This procedure is called £?-stabilizing method. A Q-stabilizing method is also
introduced by considering the dynamical system

Egoz = EgAgz
5.37
{Z(to) = 2 (5:37)
with
(0 Q mx2n i [ A 0 2nx2n AT
Eg_<g 0 >6R , A= _9'ATQ eER , =9 >0
(5.38)

The reduced matrix is then given by
A, =V oAvV? — VP AT QV?. (5.39)

Similarly, the reduced energy is preserved since the full matrix EQAQ is skew-symmetric.
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5.2.7.2 Practical computation of the L?-stabilizing method

The stabilizing method requires the construction of the subspace V.. To do that, the snapshot

X 2nxm
Y e R

a snapshot matrix from the dynamical system (5.29). First, simulate the direct dynamical
problem

{ x(t) = Ax(t) (5.40)

method is adapted to be able to consider very large systems. Let Z =

x(to) = xo

and store m snapshots x(t;) from the temporal interval [to,ts] in the matrix X = [x1, ..., Xp].
Secondly, simulate the skew-adjoint dynamical system

y(t) = —ATy()
{3’}(’150) = Yo Y (5.41)

and store again exactly m snapshots y(¢;) at the same time ¢; in the matrix Y = [§1, ..., Y-
After that, form the symmetric square matrix

Z'EZ =Y'X + XTY (5.42)

and compute r eigenmodes 1/32 in a matrix U corresponding to the r largest positive eigen-
values )\; stored in a diagonal matrix D;. Form then both V¥ and V¢ subspaces

1/2

P _ +p+
ve = XtUD- (5.43)
vi = YUID/

The biorthonormality property is therefore guaranteed since
~ ~ T
VIEV, = VPVi+ vy
—1/2 T — —
= DS U XTYUD T +Df

= D U (XTY + YITX)U/D
= I.

1/2 1/2 1/2

T —
US Y'XU/D} (5.44)

1/2

This snapshot procedure now requires two high-fidelity simulations. It is essential that the
anti-dual snapshots and direct snapshots are saved at the same times t1,...,t,;, and are built
in the same order in matrices X and Y. In addition, we choose yo = xg to have z/ Ez =
ZX(J;XO > 0. Indeed, the method supposes that the modulus of negative eigenvalues of the
matrix X7Y +Y7X are non-physical or negligible compared to its largest positive eigenvalues
since the matrix E is not definite positive. A necessary condition for that is to verify z' Ez =
2x2'y9 > 0. That explains the important role of the initial condition y¢ for the skew-adjoint
dynamical problem. A canonical choice to guarantee this positivity is ¥ = xg.

5.2.7.3 Remarks

The computation of the Q-stabilizing procedure is similar. In the particular case of skew-
symmetrizable matrices, there exists a matrix @ such as QA is skew-symmetric. For such
matrices, the Lyapunov equation (5.25) reduces to QA + (QA)T = 0 which implies the
preservation of the reduced L£?-energy. The Q-stabilizing method is therefore equivalent to
the @-POD method if the same initial condition is considered for the skew-adjoint problem.
Secondly, if A is asymptotically stable then —A” is unstable. This is why the stabilizing pro-
jection should be more adapted for hyperbolic systems which are intrinsically skew-symmetric
and also for weakly unstable systems. For symmetrizable hyperbolic systems, a good choice
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for defining the Q-stabilizing method should be

0 H ~ A 0

in order to yield a conservative and energy consistent reduced-order model simultaneously.
Finally, the stabilizing procedure appears as an extension of the snapshot-POD method since it
is able to induce a stable reduced system even if the primal full system is unstable. Remind that
the POD procedure is limited to build a monotonically stable reduced matrix A, = V%F OAV,
from a globally stable full matrix A (but not necessarily monotonically stable) since there does
not exist a symmetric definite positive matrix @ such that QA is stable if A is unstable. That
is demonstrated from the Lyapunov theory.

5.3 High-fidelity test model

Dynamics of small perturbations in inviscid compressible flows can be described by the Linea-
rized Euler Equations (LEEs). For instance, LEEs associated with appropriate source terms
are often used as an extension to Lighthill’s analogy in computational aeroacoustics [23] and
as an efficient simplified aerodynamic model for aeroelastic predictions [126]. The LEEs are
succinctly presented in this section.

5.3.1 LEEs

The two-dimensional nonlinear Euler equations for a perfect gas are linearized around a steady
mean flow (p, u, p) with p the density, u = (u, v) the velocity, p the pressure, and the overbar
denoting the mean value. The behavior of small perturbations (dp, Ju, dp) is governed by the
LEEs, written in a quasi-conservative form, as :

0¢0q + 0x(Edq) + 0y(Féq) + Riq = s, (5.46)
with :
5p a 1 0 0 20 1 0
) pou o @ 01 ~low 0 o0
A=Y (" F=lo o ao |l FT oo s 1|
Sp 0 & 0 u 00 & @
(5.47)
0 0 0 0
R u/'vVa  o,u Dy 0
| afve 0w 9y 0 ’

0 Au’'va Au’ve AV-a

¥ =v—1(y = 14 for air), ¢ = \/vp/p is the local speed of sound, s the source term and
R the so-called reaction matrix [214]. R depends only on the mean velocity and is identically
null for uniform mean flows. LEEs do not only support acoustic modes, but also vorticity
and entropy modes. In this paper, the mean flow will be first supposed uniform to introduce
model reduction concepts. The treatment of nonuniform or even unstable base flows remains
much more complex theoretically and numerically [2, 23] due to possible growing energy at
finite time. It can be shown that this potential growing is only induced by the reaction matrix
at least for isothermal and incompressible base flows. An example of classical shear flow will
be presented at the end. The LEEs (5.46) are a symmetrizable hyperbolic system of partial
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differential equations. The symmetrizing matrix H is given by

a2 0 0 —a?
0 10 0

H= 0 01 o , (5.48)
—a?2 0 0 d

with d = (a? +1)/¢? and « is an arbitrary real nonzero parameter. Since uniform mean flows
support only neutral and decaying modes, the H-inner product must preserve the stability in
the reduced model. Furthermore, this inner product is physically consistent contrarily to the
L2-inner product [26] since

5qTHq = o?c25p* + p(6u® + 6v%) + dép® — 206 pdp (5.49)
whereas
oqloq = 0p? + p2(6u® + ov?) + 6p. (5.50)

Expression (5.49) has a better physical interpretation since the induced norm is homogeneous
to a physical energy.

5.3.2 Boundary conditions

The boundary conditions are very important in the computation of compressible flows since
any reflected disturbance can contaminate the numerical solution. For outgoing acoustic waves,
the nonreflecting boundary conditions of Tam and Dong [255] are used. In polar coordinates
(r,0) centered at the source position, we have

0 1
il il = bl
0ioq + Vg [87’5q+ Qréq] 0, (5.51)

as r — oo. The group velocity of acoustic waves Vj is given by
Vo=1-e + /¢ — (TU-eg)? (5.52)

where e, and ey are the unit vectors in the r and 6 directions. For an outflow boundary
condition, the pressure disturbance is still considered as an acoustic fluctuation, which is not
the case for the velocity and density disturbances. For these last two variables, LEEs are
employed. The slip boundary condition on a wall with normal vector n, namely du’n = 0,
implies that there is no restriction on the velocity perturbation parallel to the wall. This
slipping condition is directly substituted in the vectors Edq and Fiq at the wall.

5.3.3 Semi-discretization and matrix formulation

LEEs (5.46) are solved on a Cartesian grid with high-order finite differences. The space de-
rivatives are discretized with explicit centered eighth-order finite differences (non dissipative
scheme). Spatial derivatives of radiation conditions (5.51) are solved for the three points sur-
rounding the computational interior domain using fourth-order backward finite differences.
The same backward scheme is adopted for points located near wall boundaries. A matrix for-
mulation is adopted. The semi-discretized LEEs are thus assembled to form a global matrix
and can be written in a compact form as :

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.53)
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with x the unknown vector. The matrix A represents the discrete action of the spatial linear
operator of the LEEs on the spatial discretization of the variable dq. This linear system
of ordinary differential equations has n = 4 x n, x n, degrees of freedom where 4 is the
number of physical variables, n, and n, the number of grid points in z and y directions
respectively. Consequently, the full-order matrix A is block nonadiagonal and each of these
blocks is also block nonadiagonal. The source term is assumed to write as a linear combination
of terms where time and space variables are separable. The matrix B represents thus the
spatial discretization of the space part of the source term s. The matrix symmetrizer H is just
block diagonal. Time integration of the full-order model (5.53) is performed by a fourth-order
Runge-Kutta scheme.

5.3.4 Adjoint LEEs

Approximation of the observability Gramian and of the stabilizing projection involves res-
pectively the adjoint matrix A7 and the anti-adjoint matrix —A”. However, it is important
to notice that when a matrix formulation is adopted, the transpose of the matrix AT is not
always well-posed because of the boundary conditions. For example, this is the case for the
radiation boundary conditions used in this study. This is explained by the fact that when
the transpose of the matrix AT is considered, the adjoint of the radiation boundary model
is implicitly induced. But the adjoint of the equation (5.51) is not physical since it is not an
asymptotic expression of the adjoint LEEs in the far field. It is then necessary to reconstruct
completely the matrix from the adjoint (respectively anti-adjoint) operator with appropriate
boundary conditions. The steady L?-adjoint operator is identified for interior points after
integration by parts of the LEEs over the computational domain €2 as

/ 4’ [Ed.q + Fo,q + Rqldx = —/
Q

[ a"10.(B"a) +0,(F"a) - R glax + / o (And)ds

0N
(5.54)

with R = R+ 8,E + O0yF. Far from the boundary conditions, the L?-adjoint operator locally
becomes

~0,(ETq) - 0,(FTq) + RTq. (5.55)

The L?-adjoint problem is similar to the direct problem. The sign of each characteristic is
reversed so that information travels in the opposite direction. As a consequence, the Tam
and Dong radiation condition remains identical. The formulation is only adapted by changing
the sign of the steady mean flow in the group velocity. In the same way, the no-penetration
condition is replaced in the new flux vectors. Because L?-adjoint LEEs are of the same nature
that primal LEEs, the same spatial discretization schemes for interior and boundary points and
temporal integration are applied. The spatial discretization of the adjoint operator combined
with adapted non-reflecting boundary condition yields a matrix At # AT, In a same way,
the skew-adjoint operator is just obtained by changing the sign of the adjoint operator so
information travels in the same direction that direct problem. Consequently, no changes of Tam
and Dong boundary condition are required but again we have —AT # —AT . In the best case,
the matrix A* will be conditionally asymptotically stable since the Tam and Dong boundary
conditions depend on the source position. Note that LEEs are purely skew-symmetric with
the symmetrizer when base flows are uniform. This property can be shown from the H-skew-
adjoint LEEs which are identical to the direct LEEs for uniform flows contrary to the L2-skew-
adjoint LEEs. Implicitly, the symmetry based inner product includes then dual information at
least for uniform mean flows. Finally, since —A” is not well-posed, the Q-stabilizing method
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is applied with the matrix
< A 0
A:(O —Q_1A+Q>' (5.56)

5.4 Numerical results

The reduced-order models are integrated in time using the same fourth order Runge-Kutta
scheme with the same time step that is used in the high-fidelity simulation. Then for each
numerical examples, the accuracy of the reduced model is measured from the £? relative
error defined as the difference between a snapshot from the full-order model and from the
reduced-order model

[x(t:) = Vixr(ti)| 2
[1x(t:) [l 22 '

Note that the H-stabilizing method is not displayed when base flows are uniform because the
projection is then equivalent to the H-POD method.

(5.57)

e, = max
(2

5.4.1 Test with neutral stability : a critical case

This first case introduces the main numerical aspects for the construction of a reduced dyna-
mical system. In this example, LEEs (5.46) are simplified to a one-dimensional propagation
problem by setting periodic boundary conditions in the y-direction. An initial value problem is
considered with an acoustic Gaussian pulse located at the center of the computational domain.
When the simulation is performed, the propagative and retrograde waves interfere at varying
positions which depend on the Mach number. For particular Mach number, this phenomenon
is time-periodic. So the interference positions are repeated. Here, the period can be found by
looking for the natural numbers n, m and k such as n(c+ ¢/k) = m(c — ¢/k). For example,
for a given k, m =k + 1 and n = k — 1 can be chosen.

5.4.1.1 Numerical parameters

The computational domain is square with a length size of 100 m. It is discretized by 120 x 120
points, yielding 57600 DoFs for the full-order model. The time step is deduced from the
CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) condition. The mean flow is (po,0, M¢, po) with pp = 1.2
kg.m ™3, pg = 1.01325 x 10° Pa and M the Mach number. The initial condition is given by

q(X, tO) = (p(X, tO)/527 0, O7p(X7 tO))T with
p(x,t0) = exp (=B[(x — 0)* + (y — y0)?)), (5.58)

B =log(2)/b? b =5 the half width of the Gaussian and (xq,yo) = (50, 50) its center. Periodic
boundary condition in y-direction is written for all time ¢ as q(«,0,t) = q(«x, 100,t) .

5.4.1.2 Accuracy in snapshot interval

In table 5.1, the accuracy of the reduced dynamical system is displayed according to the
number of modes and to the projection that is used. Here the Mach number is M = 0.5 and
consequently k& = 2. In each case, the modes are calculated from all the snapshots in only
one period which corresponds approximately 700 snapshots for At = 0.001s. The G,-POD
modes are calculated from the £2-POD modes with the output projection method proposed
by Rowley and described in section 5.2.5 since the state is observed everywhere in space.
G, — 1 and G, — 5 denote respectively that the observability Gramian is calculated with
one and five £2-POD modes. H-POD modes are computed with the parameter a = 0.1.
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5.4 Numerical results

The number of modes needed for a given accuracy depends on the half width b and as a
consequence of the scale of patterns too. Both inner products H and G, require fewer modes
than the £2-inner product for a given order of accuracy. Table 5.1 shows that the accuracy
of ‘H and G, are very similar because they both contain dual information. This property
is strengthened with the £2-stabilizing projection that yields the same accuracy. Note also
that the £2-stabilizing projection provides exactly the same accuracy as the symmetry based
inner product. Furthermore, an analogous study shows that the H, G, and the £2-stabilizing
projection require to store less snapshots for obtaining the accuracy of the £2-inner product.

TABLE 5.1 — Relative error e, as a function of the number modes and the choice of the
projection

Inner product 20 25 30 35 40 45
L? 1.79 1.78 1.73 6.54 x 1071 | 3.61 x 10~ | 4.83 x 1072
G,—1 5.54 %1071 | 9.96 x 1072 | 6.95 x 1072 | 1.35 x 1072 | 6.6 x 1073 | 9.24 x 10~*
G,—5 434x1071 | 1.0x 107" | 568 x1072 | 1.3x1072 | 59x1072 | 9.21 x 10~*
H 23x1071 | 1.03x 107" | 547 x 1072 | 1.33x 1072 | 6.7x 1073 | 9.24 x 1074
L2%-stabilizing | 2.14 x 107! | 1.03 x 107 | 547 x 1072 | 1.33x 1072 | 6.7x 1073 | 9.24 x 1074

5.4.1.3 Stability analysis and long-time behavior

Numerical analysis of long-time dynamics behavior of the reduced-order model can be accom-
plished by computing the largest real part of eigenvalues of the reduced matrix. It is indeed
well-known that if this latter is lower than zero then the associated linear autonomous dy-
namical system is stable. In this particular numerical test, all the modes are neutral because
the system is conservative. This is the reason why, the real part of all eigenvalues should be
null until the machine precision. In table 5.2, the largest real part of the eigenvalues of the
reduced matrices induced by the different inner products are compared. It is observed that
both reduced matrix constructed thanks to the £2 and G, inner products do not conserve the
neutral stability contrary to the H inner product. This is explained by the fact that the full
model is not asymptotically stable then the infinite controllability Gramian is not defined.
Note that Ma et al. [180] suggest in a recent paper to subtract the neutral modes of the full
model in a first time and then to apply the balanced-POD method. This technique can not be
applied to our case since all the modes are neutral. The reduced models from the symmetry
projection and the stabilizing projection are perfectly neutrally stable because the reduced
matrix is purely skew-symmetric. In figure 5.1, the classical Galerkin instability occurring
when a £? projection is employed, is illustrated after some periods in pictures (a) and (b).
On the contrary, the dynamical system from the H-POD modes is impressively clean after
numerous periods in picture (c). In figure 5.2, the long-time behavior of the £2-energy of the
reduced model is plotted for the different projections showing that the reduced energy is not
preserved with the £2 and G, projections in agreement with the stability analysis. On the
other hand, the energy is perfectly conserved with the H and £2-stabilizing projections.

TABLE 5.2 — max; Re();) as a function of the number modes and the choice of the projections

Projections 20 25 30 35 40 45
L? 836 x 10~1 | 5.22x 10~ 1 3.7x 1071 783 x 1071 | 485 x 1071 | 2.77 x 107!
G,—1 3.4x107" | 6.11x1072 | 993 x 107" | 1.33x 107! | 6.78 x 1072 | 2.99 x 1072
G,—5 554 x 1072 | 6.32 x 1072 1.9 x 1071 2.7 x 1072 85x 1073 | 2.11 x 1072
H 483 x 1071 | 142 x 10714 | 755 x 1071° | 1.24 x 10~ | 1.78 x 10~ | 1.51 x 10~ !¢
L2-stabilizing | 3.37 x 107 | 3.11 x 1071 | 4.26 x 1074 | 5.02 x 10~™ | 5.59 x 1074 | 6.39 x 10~ 14
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FIGURE 5.1 — Long-time behavior of reduced dynamical systems. (a) Pressure after 9000A¢
with 40 £2-POD modes, (b) Pressure after 22000At with 40 £2-POD modes : development of
the Galerkin instability. (c¢) Pressure after 350000A¢ with 40 #-POD modes.
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FIGURE 5.2 — Long-time behavior of the £2-energy of the reduced dynamical systems with 50
DoFs with the different projection methods : in grey solid line : £2, in black solid line : #, in
black dashed line : £2-stabilizing, in grey dashed line : G,

5.4.2 Acoustic perturbation in an open system

In this test-case, we check if the reduced model is still numerically well-posed in the presence
of radiation boundary conditions. Since the waves leave the physical domain, the full-order
model should be asymptotically stable. The reduced model should then preserve this stability
behavior. The observability-Gramian-based inner product is not compared here because the
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nonreflective boundary conditions turned out to be insufficient in simulations of the £2-adjoint
LEEs with £2-POD modes as initial conditions. Improvement of the anechoic boundary condi-
tions for the £2-adjoint LEEs must be carried out in future studies. The numerical parame-
ters and the initial condition are identical to the previous test case. Non-reflecting boundary
conditions are used in both spatial directions. The base flow is uniform in the z-direction with
M = 0.5. Hence the outflow boundary condition is placed on the right computational domain.
The perturbations are recorded every two time steps. In figure 5.3, the symmetry based inner
product and the £2-stabilizing projection reproduce perfectly the dissipation of the energy in
agreement to the high-fidelity simulation with forty DoF's (picture (b)). On the other hand,
the £? projection needs more modes to reproduce faithfully the decreasing rate of the energy
in the computational domain at long time. This difference is more significant with only thirty
modes (picture (a)). That is also attested by the accuracy analysis given in table 5.3. The sta-
bility analysis in figure 5.4(a) reveals that the £ projection can be unstable for certain choices
of the reduced dimension contrarily to both ‘H and stabilizing projections. In figure 5.5, it can
be seen that both £2-stabilizing method and #-POD method conserve the reduced energy as
long as disturbances are far from radiation boundary conditions. In addition, energy profiles
of these both methods are globally monotonic contrarily to the energy profile obtained by
the standard POD method. Note that since the perturbations must leave the computational
domain for the primal and the dual problem, the reduced energy can not be preserved. That
also explains why the matrix —A7 can not be well-posed with two-dimensional non-reflecting
boundary conditions. The stability analysis in figure 5.4(b) combined with the analysis of redu-
ced energy profile in figure 5.6 shows that spurious reflections due to imperfect non-reflecting
boundary conditions have consequences for the stability of the reduced matrix. Actually, the
smallest non physical reflections can induce sufficient numerical growing energy to destabilize
the reduced model. That also explains the difficulty for using balanced-POD method since
the rigorous asymptotic behavior is then uncertain. However, the £2-stabilizing method has
been able to preserve the stability even with these spurious reflections. The development of
perfectly non-reflecting boundary conditions for compressible flow remains an open topic in
aeroacoustics [72].

TABLE 5.3 — Relative error e, in function of number modes and the projections

Inner product 25 30 35 40 45 50
L2 4.08 1.29 44x107" [ 111 x107' [ 28 x 1072 | 5.0 x 103
H 6.12x 10T [ 1.8 x 1071 [ 7.06 x 1072 | 215 x 1072 [ 7.9x 1073 | 3.6 x 103
L2-stabilizing | 6.12x 1071 [ 1.8 x 1071 [ 7.06 x 1072 | 2,15 x 1072 [ 7.9 x 1073 | 3.6 x 103

5.4.3 Acoustic perturbation in an open channel

The computational domain is a 200 m x 100 m rectangle, discretized by 201 x 101 points,
so that the high-fidelity model has 81204 DoFs. Radiation boundary conditions are applied
in z-direction and wall boundary conditions are applied in y-direction. The same initial value
problem is considered but now (zg,%0) = (0,0) and At = 0.7127 x 1073 s. The full model is
advanced in time and snapshots are stored every tenth time step. The symmetry based inner
product H is employed since it has given the best results in the presence of uniform base
flows. Indeed, whereas the £2-stabilizing projection would provide similar results, it requires
two high-fidelity simulations (direct and anti-adjoint). The H-POD modes are constructed
with 100 snapshots from the time interval simulation. In figure 5.7, pressure snapshots after
540 temporal iterations are compared for different dimensions of the reduced-order model. In
this case, the ROM needs about forty modes to reproduce faithfully the high-fidelity solution.
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FIGURE 5.3 — Analysis of the £?-energy decrease according to the number of modes and
projections. In grey dashed line : full-order model, in grey solid line : £2, in black solid line :
H, in black dashed line : £L2-stabilizing. (a) With 30 DoFs (b) With 40 DoFs
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FIGURE 5.4 — Analysis of the stability of the reduced-order models according to the r number
of modes, the projection and the temporal interval construction. o = max;<;<, Re(A;) with \;
the eigenvalues of the reduced matrix. In grey solid line : £2, in black solid line : #, in black
dashed line : £%-stabilizing. (a) snapshots saved in [to,ts] = [0,0.75], (b) snapshots saved in
[to, tf] = [0, 1].
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FIGURE 5.7 — Acoustic perturbation in an open channel : pressure field at 540A¢. (a) Full-order
model (b) ROM with 20 DoFs (¢) ROM with 30 DoFs (d) ROM with 40 DoFs

5.4.4 Free mixing layer

In this last example, the propagation of the acoustic pulse (5.58) in a convectively unstable
shear flow

_ ) _ y — 50 T
u = | 0.5¢ + 0.25¢ tanh 5 ,0 (5.59)

is simulated. The computational domain is a 200 m x 100 m rectangle, discretized by 600 x 300
points, so that the high-fidelity model has 720000 DoF's. The time step is At = 0.0006 s. The
full model is simulated during 1000 time steps and solutions are stored every fifth time step
yielding 200 snapshots. First, stabilizing projections and H-POD method provide similar
accuracy and behave significantly better than standard POD method, as shown in figure 5.8.
Again, the £2-POD method does not capture well the transient behavior of the energy at long
time with few modes. Secondly, impressive numerical results for the stabilizing projections are
reported in figures 5.9 and 5.10. In figure 5.10, it can be seen that both £2-stabilizing and
H-stabilizing methods yield stable reduced-order models in spite of the fact that energy is
growing at long time. This property is also attested by the time history of the energy reported
in figures 5.9 (c) and (d), given that time evolution of the £2 reduced energy is globally
monotonically decreasing. Again, the reduced energy is preserved as long as perturbations are
far from radiation boundaries but also when only the vortical mode is convected at the end of
the simulation. Furthermore, H-POD method preserves the transient physical behavior of the
energy. Thus the reduced matrix cannot be stable at finite time due to energy growing. Finally,
some direct and adjoint modes are respectively displayed in figures 5.11 and 5.12. First, £?
and ‘H methods generate different mode structures. Secondly, Q-stabilizing methods and Q-
POD methods provide modes of similar structure. In particular, H methods capture well the
structure of pressure perturbation due to the vortical mode in energetically significant modes
unlike £2 methods. Actually, it can be seen that the vorticity mode is present in £2 methods
but in the higher order modes. That confirms that the use of a weighted inner product based
on the matrix H induces a better representation of the physical energy.
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5.5 Conclusion

Optimal reduced-order models have been constructed for LEEs and applied for simple two-
dimensional problems. The choice of the right and left projections has been shown to be
fundamental for the optimality and the stability properties of the reduced model, particularly
by including dual dynamics. When all the DoFs are observed in the presence of uniform
base flows, the symmetry based inner product is shown to be the most reliable for accuracy,
optimality, stability and cost considerations. This product is accurate since the adjoint system
is implicitly included, stable because it is an energy-based inner product and inexpensive since
it needs only one direct high-fidelity simulation. A new stabilizing projection is proposed
which turns out to yield similar properties and appears to be a promising extension in the
presence of non-uniform flows. The method is based on the definition of a skew-symmetric
dynamical system constructed from the primal and anti-dual problems. It requires two high-
fidelity simulations and emphasized the crucial role of skew-adjoint systems to build stable
reduced-order models from full non-symmetric problems. In this sense, it could be used even for
not symmetrizable hyperbolic systems. However, the output projection method needs several
high-fidelity simulations and does not ensure the stability, in particular the conservation of
the energy. The method is also not easy to carry out by including non-reflecting boundary
conditions. More generally, accurate non-reflecting boundary conditions can be crucial to avoid
destabilization of reduced-order models. With nonuniform mean flows, it is shown that Q-
stabilizing methods are able to induce a stable reduced-order model even in the presence of an
hydrodynamic instability wave. The numerical procedure is then powerful since this property
is not satisfied with @-POD methods at finite time. In addition, it seems that the stabilizing
method does not affect the optimality of the reduced models. Finally, the classical £? Galerkin
projection appears to be not adapted, leading to unstable and too sensitive reduced-order
models, especially to capture transients.
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5.6 Amélioration du modele réduit en temps-réel

Dans la section précédente, nous avons essentiellement étudié I'influence du choix de la pro-
jection sur l'optimalité et la stabilité du modele réduit. Nous proposons dans cette section
une méthode numérique visant a améliorer en temps-réel la premiere version de modele réduit
construit.

5.6.1 Stabilisation du modele réduit en temps-réel

Le choix de la matrice @ définissant le produit scalaire pondéré a une influence notable, on
I’a vu, sur la préservation de la stabilité du modele réduit. Nous rappelons que la stabilité de
la matrice réduite est conditionnée par les deux égalités suivantes :
d
%(Xr

X, (AL + A)x, (5.60)
= (V,x,)T(ATQ + QA)V,x,. (5.61)

X;)

Si A est asymptotiquement stable, le théoreme de Lyapunov montre qu’il existe une matrice Q
SDP impliquant la décroissance monotone de I’énergie £? donc la stabilité du modele réduit.
Dans notre contexte, il est cependant difficile de vérifier si la matrice A est asymptotiquement
stable en raison de sa dimension et de la difficulté a construire des conditions aux limites
parfaitement non réfléchissantes d’un point de vue numérique. De plus, nous avons vu que
la transposée discrete AT n’est pas toujours bien définie si les conditions aux limites sont
artificielles. Autrement dit, on ne peut pas garantir la haute-fidélité du modele discret complet
par rapport a ces propriétés numériques particulieres. Il est clair que si la stabilité de la matrice
A et la possibilité de résoudre ’équation de Lyapunov étaient garanties, le probleme de la
préservation de la stabilité de la matrice réduite ne se poserait pas. C’est la raison pour laquelle,
nous avons développé une méthode de stabilisation adaptée a notre modele. Nous proposons
aussi une procédure d’amélioration qui peut étre exploitée pour les systeémes réduits qui sont
stables pour certaines dimensions réduites. Cette hypothese n’est pas forcément réductrice
dans la mesure ou les systemes réduits sont souvent stables pour un nombre r; de modes
et instables pour un nombre r» de modes. La méthode consiste a appliquer de nouveau la
snapshot-POD sur les solutions réduites pour un produit scalaire défini a partir d’'une matrice
Q. solution de I'équation de Lyapunov associée a la matrice réduite A,. Les étapes de la
procédure d’amélioration temps-réel sont les suivantes :

1. choisir une dimension 7 telle que la matrice A, est stable, I’équation de Lyapunov
associée a la matrice réduite admet alors une solution ;

2. résoudre I’équation de Lyapunov

A;TQT' + QT’AT‘ = _P'r; (562)

3. former la matrice des clichés réduits
X, = [fo(tl), e ,fo(tm)] = [x,(t1), ..., %0 (tm)]; (5.63)
4. résoudre le probleme aux valeurs propres de petite dimension

X9, X, ;i = Ny, 1<i<r; (5.64)

5. les modes directs et adjoints améliorés s’expriment respectivement pour le systeme réduit

¢ =Xobi/Ni, Pl =Qrgf 1<i<r (5.65)
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FIGURE 5.13 — Analyse de la stabilité du modele réduit, o = maxj<;<, Re();). (a) évolution
de la stabilité pour le produit scalaire £2 (b) évolution de la stabilité en utilisant la méthode
d’amélioration.

6. les modes directs et adjoints améliorés s’expriment respectivement pour le systeme non
réduit

<I>? = Vr(ll)zc‘ba ‘I’g = W?“/lp?? I<i<r. (566)

Les modes directs et adjoints améliorés peuvent aussi s’obtenir par méthode POD directe si la
dimension réduite r est inférieure a la dimension m des clichés. Notons que la faible dimension r
du modele réduit peut permettre d’appliquer toute méthode de réduction non exploitable pour
une dimension importante ce qui ouvre une quantité importante de méthodes de réduction du
premier jeu de modele réduit construit. L’équation de Lyapunov peut étre résolue a ’aide de
I'algorithme classique de Bartels-Stewart [27] trés rapidement car la dimension de A, n’est
pas importante. On choisit de prendre P, = I,., ce qui correspond a l'observation de toutes
les inconnues du modele réduit (C, = I,). Cette procédure numérique assure la stabilité du
modele réduit pour tout 71 tel que 1 < r. Afin d’illustrer la performance de la méthode,
on considere une perturbation acoustique dans un écoulement affine (parametres numériques
identiques au cas affine du chapitre précédent). Sur la figure 5.13, image (a), I’évolution de
la stabilité est tracée lorsque la matrice réduite est construite avec le produit scalaire £2. On
remarque que pour r > 24, le modele réduit devient instable pour un nombre de modes r
pair. Ce comportement numérique permet d’appliquer directement la méthode d’amélioration
proposée puisqu’en choisissant un nombre impair de modes, la matrice A, est stable. On
choisit de résoudre 1’équation de Lyapunov en prenant r = 79. En pratique, il est en effet
préférable de prendre une dimension suffisamment élevée de maniere & garantir une précision
maximale. C’est d’autant plus le cas si on utilise le produit scalaire canonique. L’image (b) de
la figure 5.13 montre bien le comportement théorique attendu a savoir que la matrice réduite
est stable pour tout r < 79. Dans le cas ou la matrice réduite est instable pour tout r1 > r,
cette procédure ne peut plus étre appliquée. La projection stabilisante peut cependant étre
exploitée pour forcer la stabilité du systeme réduit.

5.6.2 Réduction du modele réduit en temps-réel

Un modele réduit est considéré plus optimal qu’'un autre modele réduit si il requiert moins
de modes pour obtenir une précision donnée (donc une plus petite dimension). Par exemple,
nous avons vu pour les EELs qu'un modele réduit construit en rajoutant de 'information
adjointe (balanced-POD, symétriseur et projection stabilisante) nécessite moins de modes
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pour obtenir une certaine précision. Notons que la qualité du modele réduit construit peut
aussi étre influencée par :

I’adimensionnement du modele physique ;

le nombre et le choix des clichés;

les modes d’ordre élevé ;

le manque d’orthogonalité (respectivement de biorthogonalité) de 1’espace V, (respecti-
vement des deux espaces V, et W,.);

la nature des conditions aux limites.

En général, il est préférable d’adimensionner le modele physique pour le rendre moins sensible
a certains parametres. Dans le cas des EELs, nous avons vu dans le chapitre 2 que I'adimen-
sionnement pouvait aussi avoir un effet de symétrisation sur certaines variables. Dans 'idéal,
I’augmentation du nombre de modes devrait permettre d’augmenter a volonté la précision du
modele réduit. En pratique, on observe que l'augmentation du nombre de modes n’est pas
toujours bénéfique et peut méme détériorer la qualité du systeme réduit. Ce probleme peut
étre d’ordre purement numérique et/ou physique. D’un point de vue numérique, il faut déja
veiller & vérifier que les modes restent orthogonaux (respectivement biorthogonaux) entre eux.
En général, les modes d’ordre élevé sont de moins en moins orthogonaux entre eux. Il peut étre
nécessaire d’augmenter la précision du solveur modal pour s’assurer que les modes propres
de la matrice de corrélation sont bien calculés jusqu’a ’ordre souhaité. D’un point de vue
physique, les modes d’ordre élevé sont souvent associés a des phénomenes de petite longueur
d’onde qu’il n’est pas possible de capter si la longueur d’onde se rapproche ou est plus petite
que la taille des mailles du maillage. Quand la précision liée a la discrétisation du domaine de
calcul est dépassée, les modes d’ordre élevé représentent souvent les défauts numériques des
solutions haute-fidélité (reflections non physiques, oscillations maille & maille par exemple).
On comprend des lors pourquoi il n’est pas évident d’évacuer I’énergie proprement avec un
systeme réduit si le produit scalaire ne définit pas correctement une énergie physique. En effet,
ce sont les modes d’ordre élevé qui contribuent le plus a la dissipation de ’énergie. La méthode
d’amélioration online de la stabilité proposée dans le paragraphe précédent peut aussi étre
exploitée pour améliorer 'optimalité du modele réduit. On poursuit 'analyse numérique effec-
tuée en illustrant sur la figure 5.14 ’évolution de I’erreur obtenue avec les modes améliorés. Les
courbes tracées suggerent qu’avec la méthode d’amélioration, on est capable de construire un
systeme réduit qui produit une qualité de systeme réduit analogue au systeme réduit construit
avec le symétriseur. C’est un résultat tres important car cela montre qu’on peut construire
un modele réduit optimal a partir d’'une premiere version de modele réduit établie a partir du
produit scalaire canonique £2. Cette méthode apporte donc une solution alternative lorsqu’il
n’est pas possible de construire un produit scalaire performant. Par ailleurs, le fait ici d’ob-
tenir avec la méthode d’amélioration une précision analogue ou légerement meilleure a celle
obtenue avec le symétriseur suggere que la projection basée sur le symétriseur est quasiment
optimale. Ce point a pu étre vérifié en appliquant la méthode d’amélioration sur le modele
réduit construit avec le symétriseur. Cette méthode d’amélioration peut aussi étre appliquée
pour optimiser la dimension du modele réduit si on souhaite par exemple fixer une loi de
controle u(t) particuliere ou se placer a un parametre d’intérét. En effet, si le modele réduit
est construit & partir du gramien de contrélabilité, il est optimal pour ’ensemble des lois u(t)
mais pas pour une loi u(t) particuliére.
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FIGURE 5.14 — Performance de la méthode d’amélioration, évolution de I’erreur sur I'intervalle
de construction des modes. En noir trait plein systeme réduit construit avec les modes POD
L2, en tirets noirs systeme réduit construit avec les modes POD #H et en gris trait plein
systéme réduit construit & partir des modes POD £? améliorés. (a) avec 30 modes (b) avec
50 modes.

5.7 Sensibilité paramétrique

5.7.1 Problématique

Jusqu’a présent, nous avons décrit comment construire un modele réduit numérique linéaire
instationnaire. Le but était d’une part d’étre capable de reproduire fidelement un phénomene
d’évolution sur un intervalle de temps [to,ts], et d’autre part d’assurer au mieux la stabilité
du systeme réduit de maniere a pouvoir effectuer des simulations sur de longues durées. 11
serait maintenant intéressant de pouvoir effectuer des prédictions en temps réel lorsqu’un ou
plusieurs parametres numériques du modele physique sont légerement modifiés. Un modele
est dit paramétré si les parametres numériques ne sont plus figés mais variables. Le nombre de
solutions augmente alors considérablement puisque désormais il faut reproduire fidelement des
phénomenes qui sont définis & la fois sur I'intervalle de temps [to, ] mais aussi sur I'intervalle
[A1, A2] associé au parametre d’intérét (ou plus généralement & plusieurs intervalles associés
a plusieurs parametres du modele [A}, AJ] x ... x [A}, \}]). Par exemple, en dynamique des
fluides, le nombre de Mach, le nombre de Reynolds ou tout autre nombre adimensionnel sont
des parametres phénoménologiques importants. Dans le contexte des EELs, c’est le nombre de
Mach qui est privilégié. Dans le cas d’un écoulement de base uniforme, I’analyse dimensionnelle
suggere d’ailleurs qu’il s’agit du seul nombre influant. Dans tous les cas, il est souhaitable dans
un premier temps d’effectuer une analyse dimensionnelle du modele physique de maniere a
réduire le nombre de parametres d’études et/ou d’identifier les parametres importants. Il est
clair que tous les parametres n’ont pas la méme fonction physique et il n’est probablement
pas possible de mettre sur un pied d’égalité tous les parametres lorsqu’on cherche a construire
un modele réduit paramétré. De plus, le comportement des modeles paramétrés peut s’avérer
completement différent au voisinage de certaines valeurs critiques appelées bifurcations. Dans
ces conditions, peut-on construire des espaces réduits V,. et W,. qui soient par exemple fiables
sur l'intervalle de nombre de Mach [Mj, Ms]? Peut-on tout simplement conserver les modes
calculés a partir de la configuration de calcul & Mach M; pour la configuration de calcul a Mach
Ms 7 Avant tout, il nous faut introduire comment construire un systeme réduit paramétré a
moindre cott. Pour simplifier, on suppose que la matrice A dépend d’un unique parametre .
De plus cette dépendance est supposée affine, c’est-a-dire que la matrice peut s’écrire sous la
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forme

A(N) = 2A; + As. (5.67)
Dans ces conditions, la matrice réduite s’exprimera

A,(\) = IXWIAV, + WALV, (5.68)

L’hypothese de dépendance affine permet de calculer une bonne fois pour toute les deux
matrice réduite AL = WIA1V, et A2=WIA,V, et de construire en temps réel la matrice
réduite paramétrée

A, =)Al + A2 (5.69)

Cette technique de construction temps-réel de la matrice réduite se généralise aisément au
cas d’une dépendance affine par rapport a plusieurs parametres. Dans le cas des EELs, la
représentation affine est évidente si ’écoulement est uniforme. Nous nous plagons donc dans
ce cadre. Nous présentons succinctement dans la suite quelques méthodes visant a adapter,
enrichir et /ou modifier les deux espaces de projection V, et W,.. En général, il est nécessaire
d’exploiter une quantité plus importante de données qui sont obtenues pour différentes va-
leurs des parametres définies dans 'intervalle paramétrique d’expertise. Dans le contexte des
méthodes apparentées a la POD, on distingue essentiellement deux approches :

e la modification des modes POD obtenus pour différentes configurations de calcul ;
e l'enrichissement de I’ensemble des solutions haute-fidélité pour construire les modes.

Dans le premier cas, on exploite directement les modes POD de différentes configurations.
Dans le deuxieme cas, on cherche a enrichir la base de données pour construire de meilleurs
modes.

5.7.2 Exploitation des modes nominaux

Nous dénommons modes nominaux la famille de modes calculés a partir de simulations haute-
fidélité pour différentes valeurs nominales du parametre d’étude. L’objectif de ces approches
est d’exploiter directement ces modes nominaux pour essayer de construire de nouveaux modes
a moindre couit qui soient valables pour des valeurs différentes de celles des parametres nomi-
naux.

5.7.2.1 Méthode d’interpolation directe des modes nominaux

Supposons qu’on ait calculé les modes POD pour le parametre A\ et pour le parametre As.
Une premiere idée consiste a interpoler directement les modes obtenus. Par exemple, par une
méthode de point milieu, on peut tenter de déduire les modes pour le parametre (A1 + \2)/2.
Les modes interpolés ne sont pas orthogonaux entre eux et il est donc nécessaire d’ajouter une
procédure d’orthonormalisation. Cette méthode a été testée par Lieu [168] et s’avere inefficace
en général.

5.7.2.2 Développement limité des modes nominaux

Dans cette approche, on suppose que les modes POD sont une fonction de l'espace et du
parametre d’étude [135]. La connaissance des modes POD ®(x, \g) pour une configuration
nominale \g doit permettre de construire les modes POD ®(x, \) valables pour une confi-
guration proche A = \g = dA. En supposant une petite variation d\, les modes ®(x, \) sont
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approchés par un développement limité autour des modes nominaux comme suit :

®;(x,\) = ®;(x, o) + 8;;’(95, M)A+ 0N, 1<i<r (5.70)
La dérivée des modes peut étre estimée a l'aide de schémas aux différences finies centrées.
L’ordre des schémas détermine alors le nombre de simulations haute-fidélité a effectuer au
préalable. Les modes ainsi construits n’étant pas orthogonaux, il est nécessaire de rajouter
encore une fois une procédure d’orthonormalisation. Cette approche ne semble pas adaptée
aux problemes hyperboliques.

5.7.2.3 Méthode d’interpolation angulaire (Angle interpolation method)

Cette méthode repose sur la construction d'un sous-espace V) = (®7,...,®}) orthogo-
nal pour un parametre A arbitraire dans [A1, A2] & partir des angles principaux (principal
angle) et des vecteurs principaux (principal vectors) associés a deux sous-espaces nominaux
Vi = (1’?‘1, L PM) et V2 = (i’i‘r", ..., ®?) orthogonaux [37]. En pratique, le sous-espace
V) est calculé avec la méthode de Bjorck [37]. Les angles principaux et les vecteurs princi-
paux y sont obtenus a partir de la SVD du produit des deux sous-espaces V,),‘1 et VﬁQ, soit
mathématiquement

(VMTv2 = YSZ (5.71)
avec diag(X) = (o1, ...,0,). Les angles principaux sont donnés par

0;( A1, A2) = cos (o), 1<i<r (5.72)
et les vecteurs principaux par ’expression

U =YV)M, V,=ZV» (5.73)

avec U, = (uy,...,u,) et V, = (v1,...,Vv,). Le sous-espace interpolé V) est alors construit
a partir des angles principaux interpolés comme suit

A=A

A P

Gi()\l, )\2), 1 S ) S r. (574)

Les modes interpolés sont finalement obtenus a ’aide d’une considération géométrique et
s’expriment

v; — (u?vi)ui

&) = u; cos(6;(\1, ) + sin(0i(A1,A), 1<i<r (5.75)

[vi — (u]vi)ugl

La méthode suppose qu’entre deux sous-espaces, la "rotation” soit linéaire. Une des propriétés
importantes de la méthode repose sur la conservation de 'orthogonalité dans le sous-espace
construit. La méthode a été récemment introduite en aéroélasticité par Lieu [168, 169, 170]
avec les EELs comme modele fluide. En pratique, un premier espace réduit est construit par
méthode POD pour un nombre de Mach M; donné. Ensuite, un second espace réduit est
construit de la méme maniére mais pour un nombre de Mach Ms > M. La méthode d’in-
terpolation angulaire permet alors de construire un espace réduit pour tout nombre de Mach
intermédiaire situé entre M; et Ms. De tres bons résultats semblent étre obtenus tant que
de faibles écarts entre My et Ms sont considérés contrairement a la méthode d’interpolation
directe. Malheureusement, il y a peu de résultats présentés sur des cast-tests académiques.
La méthode est par ailleurs limitée a I'exploitation de deux sous-espaces. Une interprétation
géométrique simple de ce type d’interpolation est montrée sur la figure 5.15 en la comparant
avec une interpolation classique. Amsallem [8, 9] a montré que la méthode d’interpolation
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1/2

(a) (b)

FIGURE 5.15 — (a) Interpolation classique (b) Interpolation angulaire

angulaire est en fait un cas particulier de la méthode d’interpolation basée sur la variété
de Grassmann (Grassmann manifold interpolation method). 11 s’agit de concepts issus de la
géométrie différentielle qui permettent d’étendre le concept de I'interpolation angulaire entre
deux sous-espaces a l’exploitation géométrique d’un nombre arbitraire de sous-espaces Vf)i.
De meilleures prédictions sont obtenues a partir du moment ou le nombre de sous-espaces
est supérieur & 3 ce qui est plutot rassurant car on exploite davantage d’informations. On
peut montrer que la méthode d’interpolation des variétés est équivalente a la méthode d’in-
terpolation angulaire si on exploite seulement deux sous-espaces. Ces méthodes semblent assez
difficiles & mettre en oeuvre pour un produit scalaire non canonique. Par exemple, si on sou-
haite utiliser le produit scalaire basé sur le symétriseur pour construire les modes POD, on
obtient des sous-espaces biorthonormaux. Amsallem [8] suggere d’appliquer d’une part une
interpolation de variétés aux espaces de projection droits et d’autre part une interpolation
de variétés aux espaces de projection gauches. Les espaces interpolés obtenus ne seront pas
biorthonormaux par contre. La méthode est par conséquent moins naturelle si on souhaite
utiliser de meilleurs produits scalaires pour construire les sous-espaces réduits. Récemment, la
méthode a été étendue par Degroote [79] a l'interpolation des matrices réduites. Cette idée est
intéressante pour des applications ou il n’est pas nécessaire de reconstruire la solution comme
par exemple pour des prédictions de stabilité suite a la variation du parametre d’étude voire
de I’écoulement de base. En particulier, la recherche des bifurcations est une application pro-
metteuse. Il s’agit par exemple de prédire si une instabilité est provoquée par une bifurcation
de Hopf. Dans ce cas, on peut prédire I’apparition d’une solution périodique en temps (cycle
limite).

5.7.3 Extension du gramien de controélabilité

Dans le contexte des systemes hyperboliques, nous proposons d’étendre la définition du gra-
mien de controlabilité dans le domaine paramétrique pour un produit scalaire arbitraire par
I’expression

A2 tf
G.= / / ANVIBBT A" ViGN Q. (5.76)
A1 to

Il s’agit de pouvoir conserver la notion de controlabilité dans le domaine paramétrique. Par
ailleurs, 'introduction de @ permet de ne pas se limiter au produit scalaire basé sur le gramien
d’observabilité dans le contexte du controle. En effet, nous avons montré numériquement que
si toutes les inconnues sont observées, le produit scalaire basé sur le symétriseur fournit un
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meilleur compromis en terme d’optimalité, de stabilité et de couts de calcul. L’approximation
numérique du gramien de controlabilité ainsi défini est effectuée a ’aide de la méthode des
clichés classique. Pour ce faire, le gramien de controlabilité paramétrique introduit peut aussi
s’exprimer

A2
G. — /A ANIBRT AT NG\ O (5.77)
1

avec X = (t, A). Sous cette forme, on peut appliquer la méthode des clichés avec la matrice
des clichés

X = [AOVNB, | AQIB | ACEB | AMInB  ANERB AR
(5.78)
ot (A1, ..., ;) représente les points de quadrature pour 'approximation de 'intégrale paramé-

trique | /\)‘1 ?. Cette approche augmente la dimension de la matrice des clichés proportionnelle-
ment au nombre de solutions paramétriques utiles a la construction du modele réduit. Le cotit
de stockage peut donc devenir beaucoup plus important. Cette approche est équivalente a la
méthode global POD. Elle est simplement adaptée au concept de controlabilité. Les méthodes
basées sur la modification des modes, qui ont été présentées dans la section précédente, ont été
introduites en grande partie pour améliorer la global POD. Le principal probleme qui se pose
avec la global POD est le cotit de stockage et la perte d’optimalité de la dimension du modele
réduit [8]. Concernant le cout de stockage, il est en fait identique aux méthodes d’interpo-
lation des modes puisque le calcul des modes nominaux pour différents parametres nécessite
aussi la connaissance des clichés a différentes valeurs des parametres. Par ailleurs, I'argument
reposant sur le manque d’optimalité du modele réduit peut étre résolu en appliquant la mé-
thode d’amélioration temps-réel présentée plus haut. Le colt supplémentaire se limite donc a
la construction de la matrice de corrélation et I'estimation de ses modes propres. On pourrait
autrement, si les ressources informatiques sont insuffisantes, construire des modeles réduits par
morceaux afin de diminuer la dimension de la matrice de corrélation. Pour terminer, la global-
POD nous semble, actuellement, étre la méthode de réduction paramétrique la plus fiable.
Sur les graphiques de la figure 5.16, on compare la méthode naive (qui consiste a conserver les
modes calculés pour une seule valeur du parametre), la méthode d’interpolation angulaire et
la méthode global-POD (qui consistent & exploiter des solutions pour au moins deux valeurs
du parametre). Ici, la simulation correspond a I’évolution d’une perturbation acoustique dans
un écoulement uniforme. L’intervalle du nombre de Mach considéré est [0.4,0.48]. Les modes
seront ici toujours calculés a partir du produit scalaire canonique. Dans le cas de la méthode
naive, les modes nominaux sont calculés a M = 0.48 et on regarde s’ils sont encore exploitables
a M = 0.44. Sur I'image (a) de la figure 5.16, on compare la solution obtenue avec le modele
réduit avec la solution de référence a M = 0.44. On constate un déphasage important entre
les deux solutions. La méthode naive n’est donc pas applicable pour une variation du nombre
de Mach. La nature hyperbolique des EELs induit des modes POD qui sont topologiquement
trop dépendants de 1'unique configuration de calcul nominale a M = 0.48. On teste alors
respectivement la méthode d’interpolation angulaire et la méthode global POD (image (b)
et (c) respectivement). Dans le cas de la méthode d’interpolation angulaire, les modes POD
sont calculés pour M = 0.4 puis pour M = 0.48. Enfin, pour appliquer la global POD, les
clichés obtenus a M = 0.48 sont concaténés aux clichés obtenus a M = 0.4 dans la matrice
des clichés. On observe alors que la méthode d’interpolation angulaire est capable de corriger
le déphasage seulement dans la premiere partie de la simulation. L’erreur commise dans la
seconde partie de la simulation est certainement liée a une incapacité des modes angulaires
a dissiper ’énergie du systeme, des que le nombre de Mach ne correspond plus aux valeurs
nominales. C’est finalement la global POD qui produit le meilleur résultat puisque les deux
courbes se superposent. Notons que nous avons considéré les mémes clichés et le méme nombre
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FIGURE 5.16 — Prédiction online de la solution a M = 0.44. En noir solution de référence et
en gris solution reconstruite & partir du modele réduit. (a) avec la méthode naive (b) avec la
méthode d’interpolation angulaire (c¢) avec la méthode de contrélabilité paramétrique

de modes (r = 50) pour construire les modes interpolés a M = 0.44, de maniére & pouvoir
comparer les méthodes dans les mémes conditions.



Chapitre 6

Développement d’un code de calcul réduit
pour les écoulements compressibles linéari-
sés en géométries complexes

6.1 EELs en coordonnées curvilignes

6.1.1 Coordonnées curvilignes

L’utilisation de schémas aux différences finies nécessite normalement de travailler avec des
grilles cartésiennes pour pouvoir approcher les dérivées de maniere naturelle. Par exemple,
il faut donner un sens aux positions ¢ — 1 et ¢ + 1 dans la direction des abscisses ou encore
j—1et 7+ 1 dans la direction des ordonnées. La prise en compte de géométries complexes
avec de tels schémas numériques n’est donc a priori pas naturelle. La solution envisagée pour
outrepasser cette difficulté fondamentale est d’étendre ’application de ces schémas a des grilles
curvilignes. Pour ce faire, les EELs sont réécrites en coordonnées généralisées (£,n) & partir
du changement de variables

r=ux(&mn), y=y&n). (6.1)

La figure 6.1 illustre le changement de variables que nous appliquerons dans la suite. Il s’agit
de la transformation d’une grille curviligne correspondant au domaine physique en une grille
cartésienne correspondant au domaine transformé dans lequel les schémas aux différences
finies pourront étre appliqués naturellement. En appliquant les propriétés de dérivation d’une
fonction composée, les dérivées du domaine physique s’expriment par

o\ (9 N (D 2
V-l & G| 7|97 (62
o) \aw o) \ay z

dans le domaine transformé ou J représente la matrice jacobienne de la transformation. Les
termes de la matrice jacobienne traduisent les variations des coordonnées transformées en fonc-
tion de celles des coordonnées physiques. Or, par construction, on ne peut calculer directement
que les variations des coordonnées physiques par rapport aux coordonnées transformées. Ce
probleme de métriques est résolu en se rappelant la relation de réciprocité qui existe entre
les coordonnées physiques et transformées. En effet, réciproquement, les dérivées du domaine
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transformé s’expriment

9 9z Oy 9 9
oc | _ [ o o a | _5( oz
A R ©3)
on on  On oy oy

L’identification des deux jacobiennes J = J-! permet d’exprimer les termes de la matrice J
en fonction des termes calculables de la matrice J~!. L’inverse de la matrice J est égale a

dy oy

o 1 an o€

J 1= m _% @5 (6.4)
on 0

avec |J| le jacobien de la transformation donnée par
[J| = Ocxdyy — 0y 0cy (6.5)
avec les notations allégées

o€ o on on

% = §IB7 aiy = Eya % =Nz, 5 = 77y- (66)

Par identification, les relations remarquables

1 1
(93;{ = many7 ay§ = —manl'
(6.7)

9 Oy,  Om= mf‘?g:r

J]
sont déduites. Ces formules sont d’un grand intéret pratique. Les métriques étant exprimées en
fonction des coordonnées transformées, leur calcul s’effectue facilement en utilisant des sché-
mas aux différences finies sur le domaine transformé qui est cartésien. Notons qu’en raisonnant
sur les dérivées croisées, les métriques doivent vérifier les invariants

(5)n(5) -0 2(5) (1)

L. L.

x £

FIGURE 6.1 — Transformation d’une grille curviligne en une grille cartésienne.

Nous sommes maintenant en mesure de formuler les EELs dans le domaine transformé.
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6.1.2 EELs en coordonnées curvilignes

En appliquant les relations de transformation introduites ci-dessus, les EELs s’établissent dans
le domaine transformé comme suit

00q/|J 0
P4 G + & F)a/l30] + (B + 1, F)oa/|9]
- (6.9
—10(&/131) + 0y (n:/|I)|Edq — [0¢(&y/|I]) + 9y (ny /|I])|Féq + Roq/|I| = 0. )
=0 =0
Finalement, les EELs s’expriment dans le domaine transformé
0dq 0 -
- T [(ﬁxE + & F)oa/|J|] + %[(an +n,F)oq/[J[]| + Riq =0 (6.10)
que 'on peut réécrire sous la forme quasi-conservative
85q o -
E¢ F" = 11
O 01| Sy (BS6) + . (F76) | + Ria =0 (6.11)
avec
poul ve poul 'V
_ 20p . Nz0p
J|ES6q = ! VEsq + § . |J|F"8q = al Vniq + . (6.12
[J[E*q = 0" VEoq & op [J[F"6q = 0" Vniq ny0p (6.12)
poul've &poul'Vn

La matrice de réaction dépend des gradients du champ de vitesse de base. Elle nécessite un
traitement particulier. Elle est réécrite dans un premier temps sous la forme

Riq = R"0,q + RY9,q (6.13)

avec q = (p, 4, 7,p)" et

0 0 0 0 0 0 0 0
R — 0 dpu+ pou 0 0 RY — 0 dpv+ pov 0 0
0 0 opu+ péu 0 |’ 0 0 opv + pov 0
0 A(updu + op)  Aupdv 0 0 Avpou  F(vpov + op) O
(6.14)

Sous cette forme, il est aisé de passer en coordonnées curvilignes. La matrice de réaction est
finalement exprimée sous la forme

Réq = R°9:q + R"0,q (6.15)
avec
RS = R"+§R", R"=nR"+nR", (6.16)
ce qui implique finalement que
0 0
5pVeTa 4 pvel su 0

0 dpVETT + pVeET Su
Y(pouVen + &:0p)  F(povVETu + &,6p)

R¢ = (6.17)

o O O O
oS O OO

et
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0 0 0 0
0 dpVnla+ pVnlu 0 0
n_
R 0 0 5oV a + pViTou 0 (6.18)
0 F(psuVnTu+n.0p) F(povVnTu+n,ép) 0

avec V& = (&, &,)T et Vi = (ns,my)T. 1l est important d’écrire sous cette forme ces différents
termes pour pouvoir traiter naturellement les EELs en présence d’une condition aux limites
de type paroi. C’est I'objet du paragraphe suivant.

6.1.3 Condition aux limites de paroi fixe

La condition aux limites de glissement pour le modele d’Euler non linéaire est définie par

u(x,t)'n(x) =0, Vi (6.19)
Par hypothése, le champ de vitesse stationnaire @ doit vérifier cette condition i’n = 0
puisqu’il est solution du modele. Cette hypothese impose aux perturbations de vérifier aussi
cette condition. En effet, la linéarisation de la condition de glissement donne respectivement

0 = uln

= (a+ (5u)Tn
a’n+ éuln
= duln.

(6.20)

En coordonnées curvilignes, on montre que la normale s’identifie simplement & n = V¢ ou
n = V7 suivant la position de la paroi sur la grille de calcul. La figure 6.2 illustre la normale
a une grille curviligne. Dans la section qui précede, nous avons justement formulé les EELs en
coordonnées curvilignes en faisant apparaitre clairement ces deux gradients. Par conséquent,
nous pouvons distinguer deux cas pour le traitement des EELs sur une paroi :

e sin=V¢alors VTt =0, VET6u = 0 et les EELs se réduisent a

0 0 0 0 O
_ _ 3 _ | &dp ¢ 00 0 0
Fla=F Ri,=R" |JE,,;iq= 52510 s Riyan = 70p 00 0 0
0 0 & & O

(6.21)

e sin= Vyalors Vpla =0, VnTou = 0 et les EELs se réduisent &

0 0 0 0 O
€ _ € _ _ | mdp . 0 0 0 0
Ela = Ef, Rian = R%, |J IF o udd = niép , R =70p 00 0 0
0 0 ne my O

(6.22)

La modélisation de paroi mobile est plus compliquée. Nous lui consacrons la section sui-
vante.



6.2 Conditions aux limites de paroi vibrante 127

FIGURE 6.2 — Normale en coordonnées curvilignes

6.2 Conditions aux limites de paroi vibrante

La prise en compte d'une paroi mobile est importante dans les applications physiques. La
mobilité d’une paroi est liée a la présence d’une structure qui peut étre en mouvement de
corps rigide (translation et/ou rotation) et/ou de déformation. Jusqu’a présent, nous nous
sommes toujours placés dans 'hypothese d’un domaine de calcul fixe. Cette hypothese était
pleinement justifiée dans la mesure ou les parois restaient immobiles. Les équations d’Euler non
linéaires étaient alors écrites en formulation eulérienne sur un domaine {2 fixe. Si maintenant,
on souhaite décrire le comportement d’un fluide en présence d’une paroi mobile notée I'(¢),
le domaine fluide devient par conséquent une variable du temps notée €2(¢). Les équations
d’Euler non linéaires locales restent inchangées. En effet, le volume de controle est arbitraire
dans les équations intégrales des lois de conservation. En revanche, les variables spatiales ne
sont plus indépendantes du temps ce qui va compliquer notablement les choses.

6.2.1 Modeéle d’Euler en milieu mobile

Pour ne pas alourdir la formulation mathématique, des notations vectorielles sont utilisées dans
la suite. Sur §2(t), les équations d’Euler non linéaires s’expriment en formulation eulérienne

atM(Qe) + v|xE . Fe(Qe) =0 (623)
avec
Pe Pele
M(qe) = Pele s Fe(qe) = Pele @ Ue — Pela . (624)
peEe peueEe — Pele

La notation V|, signifie que les dérivées sont évaluées en x.(t). L’évolution du domaine fluide
Q(t) est directement liée au mouvement de la paroi I'(t). Dans ce formalisme, il semble dif-
ficile de prévoir I’évolution du domaine (t). Afin de surmonter ce type de probleme, il est
naturel d’introduire une configuration de référence, notée €2, permettant de suivre I’évolution
du domaine () en adéquation avec 1’évolution de 'interface I'(¢). Cette idée a pour objectif
de combiner les avantages des deux descriptions cinématiques eulérienne et lagrangienne. Le
domaine €(t), qui représente le domaine fluide a la date ¢, est alors dénommé configuration
actuelle. La configuration de référence ) introduite est une configuration arbitraire station-
naire. En général, elle est choisie comme étant la configuration physique du systeme au repos
ou a léquilibre. En particulier, la position de référence de la paroi ' est définie comme la
position au repos ou a I’équilibre de la paroi. Il s’agit maintenant d’exprimer les équations
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d’Euler a partir du domaine de référence. La position d’un point géométrique x.(¢) en confi-
guration eulérienne est désormais repérée & partir de Q et s’exprime donc comme une fonction
du temps et d’'une coordonnée de référence x dans Q par x.(t) = x(X,t). Aprés transport
en configuration de référence Q, les équations d’Euler s’écrivent avec le formalisme dit ALE
(Arbitrary Lagrangian Eulerian) suivant [161] :

9(JM(a)) + Viz-F(q) =0 (6.25)

avec J = det(D) le jacobien de la transformation, D = V|gx le gradient des déplacements,

’ Jp(u—%)D-T
M(q) = pua ) F(q) = ‘][pu ® (u - X) - pIQ]D_T ) q(ia t) = qe(x()_(, t)v t)
pE JpE(u %) — puD~"

(6.26)

La formulation ALE combine les deux représentations eulérienne et lagrangienne du mou-
vement ce qui motive cette dénomination. Les équations d’FEuler dépendent désormais de 6
variables (q et x) au lieu de 4 (seulement q) quand le domaine est immobile.

6.2.2 EELs en présence de paroi mobile

La construction d’un modele compressible linéarisé en présence de paroi mobile est envisa-
geable si on se place dans I’hypothese de petits déplacements de paroi. La source des petites
perturbations compressibles est alors simplement produite par les petits mouvements de paroi.
Il peut s’agir par exemple des vibrations d’une structure ou encore de petits mouvements de
corps rigide (rotation et/ou translation). Il existe alors essentiellement deux approches pour
construire un modele linéarisé capable de prendre en compte ces petits déplacements de paroi :

e linéariser les équations d’Euler en domaine mobile (formulation ALE (6.26)) en intro-
duisant un couple de perturbations (dx,dq) autour d’un champ solution stationnaire
(x,q) dans tout le domaine de calcul telles que

x(X,t) = x4 0x(x,t), q(x(x,t),t) =q(X) + dq(x(x,1),1); (6.27)

e linéariser les équations d’Euler en domaine fixe (ce qui revient & conserver les EELs)
mais introduire une loi de paroi provenant de la linéarisation de la condition d’interface
paroi mobile/fluide.

Avec les notations introduites, X s’interprete comme la position des noeuds de calcul quand le
systeme est au repos ou a I’équilibre. En pratique, il s’agira simplement des noeuds associés aux
grilles de calcul de I’écoulement autour de 'obstacle immobile. Par ailleurs, les perturbations
0x s’identifient au déplacement de la paroi pour les noeuds de calcul situés sur la paroi et
a une perturbation géométrique due au déplacement de la paroi pour les noeuds de calcul
n’appartenant pas a la paroi (points intérieurs). La premiére approche aboutit & un systéme
d’équations couplées sur le couple de perturbations (dx,dq) dans tout le domaine de calcul.
Pour éviter de mettre a jour le domaine de calcul au cours du post-traitement, on peut supposer
par commodité que

q(x(x,1),t) = q(x) + dq(x, t). (6.28)

Dans le cadre de la these, nous appelons méthode & deux champs cette approche de linéari-
sation. D’un autre coté, dans la seconde approche, les perturbations dx n’apparaitront que
dans la loi de paroi. Par conséquent, les perturbations géométriques des points intérieurs sont
négligées. On parle alors de méthode de transpiration ou méthode de linéarisation a un champ
dans ce mémoire. En résumé, nous verrons qu’il n’apparaitra que le déplacement de la paroi
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dans la méthode de transpiration. En revanche, dans la méthode & deux champs, il sera néces-
saire de modéliser les perturbations des noeuds de calcul a l'intérieur du domaine de calcul.
Nous allons développer un peu plus ces deux méthodes distinctes afin d’effectuer un choix de
modélisation pour prendre en compte des parois mobiles.

6.2.3 Meéthode de linéarisation a deux champs

La méthode de linéarisation a deux champs repose sur la linéarisation du champ de variable
physique q et du champ de déplacement des noeuds de calcul x. Il est possible d’effectuer
la linéarisation soit a partir du modele continu, soit a partir du modele discret. Dans la
premiere approche, il s’agit de linéariser la formulation ALE continue puis de discrétiser le
modele linéaire résultant. Dans la seconde, il s’agit de discrétiser d’abord la formulation ALE
continue puis de linéariser le modele discret résultant. Il existe peu de comparaisons des deux
approches dans la littérature. Clark [69] a montré que le point crucial des deux manieres de
linéariser repose sur la conservativité des schémas de discrétisation associés. Nous présentons
seulement la linéarisation a partir du modele discret pour simplifier. Apres semi-discrétisation
spatiale, la formulation ALE peut formellement s’écrire sous la forme compacte

& M(q,%) + R(q,x %) = 0. (6.29)

Les notations continues sont ici abusivement reprises pour les variables discretes. On suppose
désormais connu un état d’équilibre (@, X) stationnaire de ce systéme et on cherche a prédire
la réponse de cet état connu en présence de petites perturbations (dq,dx). Les perturbations
introduites dans le systéme équilibré sont telles que [|0x|| < X et [|dq]| < @. On commence
par dériver au premier ordre les matrices M et R, ce qui donne respectivement

_ . OM , _ _ oM _ _
M(q7 X) - M(q7 X) + Tq(q7 X)(Sq + aix(q7 X)(SX (630)
o OR,__ OR ,_ _ OR,_ _ .
R(q,x, X) - R(qa X, ) + 87(1((1, X, 0)5(] + aix(q7xa )6X + ﬁ(qv X, 0)5X (631)

La solution stationnaire vérifiant R(q, X,0) = 0, le modele ALE semi-discret linéarisé s’écrit
finalement :

oM, _ . OR__ _ [0R, _ _ OM,_ . OR,_ _ .
@+ ax 0 - | Faxom (Fax+ Gaxo) o o)

ou matriciellement sous la forme
Mdq + Riq = B16x + Bydx. (6.33)

La fermeture de ce systéeme est obtenue en ajoutant un systeme d’équations pour dx. Ce
systeme doit régir le mouvement de la grille de calcul a partir de la simple connaissance des
déplacements 1 de la paroi (ou la structure a l'interface). La condition & la limite & l'interface
fluide/paroi pour le modele de grille est donc simplement donnée par dx = 7. En général, un
comportement de structure est attribué fictivement a la grille de calcul. Ainsi, le modele de
grille est souvent formulé a I'aide du systeme linéaire

Kox = Ban (6.34)

ou Koix représente la semi-discrétisation de 'opérateur spatial du modele de grille et ou dx
représente les points de grille n’appartenant pas a 'interface. En général, le modele de grille est
une équation de Laplace ou un modele élastodynamique simplifié. Le terme Bgn provient de la
condition d’interface paroi/fluide. Il n’est pas si évident de construire le terme source associé
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a la déformation fictive de grille lorsqu’on raisonne directement sur la semi-discrétisation du
probleme. En général, des routines de différenciation automatique sont utilisées [91, 278] de
maniere a ne pas trop modifier la structure du code non linéaire. Autrement, il est nécessaire
de revenir a la formulation ALE continue pour le construire plus naturellement. Briévement,
la linéarisation du modele continu peut s’effectuer facilement en se rappelant que pour de
petits déplacements, le jacobien J et la matrice de déformation D~ s’approchent au premier
ordre par [78]

J=1+Vz-0x, DT =1I,—(Vgox)T. (6.35)

1l s’agit alors d’introduire les différentes approximations au premier ordre de chaque grandeur
physique et géométrique présente dans le modele non linéaire puis d’induire le modele linéarisé
apres avoir négligé tous les termes d’ordre strictement supérieur a 1, en évacuant la solution
stationnaire et en passant au second membre tous les termes qui dépendent uniquement de
0x, 0x et du champ moyen q. L’approche reste tres similaire a la méthode de linéarisation
semi-discrete présentée précédemment, cependant le modele linéarisé est désormais écrit en
chaque point géométrique sous forme d’équations aux dérivées partielles, indépendamment de
la discrétisation spatiale. Ces équations peuvent alors étre implémentées de maniere totalement
indépendante du code de calcul non linéaire sans faire appel a une méthode de différentiation
automatique [70].

Remarque 1 En utilisant la relation (6.34), on peut construire formellement un modele fluide linéarisé avec le second
membre

MJdq + Réq = B1K 'Bsn + BoK ' Ban). (6.36)

En pratique, un tel second membre n’est pas construit car il nécessite I'inversion de la matrice de raideur fictive.

6.2.4 Meéthode de linéarisation a un champ : transpiration

La méthode de linéarisation précédente est relativement naturelle dans la mesure ou elle
consiste a linéariser directement la formulation ALE. Il s’agit en fait d’une approche de
deuxieme niveau en terme de modélisation. Le modele linéaire obtenu présente en effet un
caractere heuristique car il est nécessaire de modéliser fictivement la déformation des points de
grille du domaine intérieur. Par ailleurs, la construction du terme source associé complexifie les
développements informatiques. Une autre solution plus simpliste mais plus pratique consiste
a conserver les équations d’Euler linéarisées écrites pour un domaine fixe et a construire une
loi de paroi obtenue en général par simple linéarisation de la loi de paroi non linéaire écrite
en configuration actuelle. La notion de transpiration a été introduite par Lighthill [171] qui
considérait I'interface fluide-structure comme une surface perméable, a travers laquelle le fluide
coule avec une vitesse, dite de transpiration, déterminée a partir du déplacement effectif de
I'interface fluide-structure [96].

6.2.4.1 Approche classique
Il s’agit de linéariser la condition d’interface fluide-paroi non linéaire
u(x(x,t), 1) n(x(x,t),t) = us(x(x, 1), ) ' n(x(x, 1), 1) (6.37)

ol uy est la vitesse de la paroi. Les différentes variables en jeu sont définies en configuration
actuelle. Cette condition de continuité correspond a la nullité du flux de masse a travers la paroi
et peut étre démontrée en remontant aux équations de bilan. Notre but est ici d’extrapoler
cette condition de paroi afin d’estimer cette derniére en configuration de référence pour les
perturbations de vitesse. Dans un premier temps, les approximations linéaires suivantes sont
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établies :
x(X,t) = x+n(x) (6.38)
us(x(X,t),t) = n(x,t) (6.39)
u(x(x,t),t) = u(x)+ Vun+ ou(x,t) (6.40)
n(x(x,t),t) = n(x)+ dn(x) (6.41)

Ces approximations sont ensuite substituées dans la condition (6.37) et les termes du second
ordre sont négligés apres développement des produits. Il reste finalement :

su(x, t)'n(x) = nx, 1) ax) — (Van) a(x) — a(x)"on(x) (6.42)

La condition cinématique portant sur du(x, t) a la paroi est completement définie sur la surface
de référence I' du domaine de référence (. Il reste & expliciter la perturbation de la normale dn.
Dans le cas d'un mouvement de corps rigide bidimensionnel, on concoit bien que la normale
en configuration actuelle est obtenue par simple rotation de la normale en configuration de
référence. Dans le cas général, les formules proposées pour la perturbation de la normale,
utilisent souvent des notations de géométrie différentielle difficilement réexploitables dans le
systéme de coordonnées que nous utilisons en pratique [115, 130, 191, 269].

6.2.4.2 Justification mathématique

Dans cette approche, aucune déformation n’est supposée a l'intérieur du domaine du calcul
et particulierement pour les points de grille en proche paroi. Intuitivement, cela s’appréhende
si on imagine des perturbations d’amplitudes inférieures a la plus courte distance séparant un
noeud de calcul situé sur la paroi d’un noeud de calcul situé au voisinage de celle-ci. D’un
point de vue mathématique, la transpiration s’apparente aussi a la méthode de linéarisation
de Hadamard [25]. La transpiration peut aussi étre pergue comme une généralisation des
conditions de paroi pour les modeles potentiels linéarisés [68]. Fernandez [96] a proposé une
justification mathématique de la transpiration dans le cas ou le domaine ) est suffisamment
régulier (différentiable). De plus, la loi de paroi obtenue ne fait intervenir que des dérivées
cartésiennes ce qui permet de contourner la difficulté d’ordre géométrique concernant le calcul
de la perturbation de la normale. Les fluctuations sont désormais définies dans le domaine €
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x(x,t) = X+0x(x,1) (6.43)

q(x(x,t),t) = qX)+dq(x,t) + Va(x)ox(x,t) (6.44)

Fernandez montre, & partir de la définition de cette décomposition, qu’il n’est pas nécessaire
de perturber les noeuds de calcul n’appartenant pas a la paroi. En d’autres termes, il établit
une relation qui ramene a l'interface fixe les effets du mouvement du volume de controéle fluide.
A la paroi, la vitesse fluctuante & la normale s’exprime, en deux dimensions, par :

su'n = n'a— (Van)'n —al[(V-nl, — (Vn)))n] (6.45)
= f'n—(Vun)'n—([V -9l — Volu)'n (6.46)
= [\@/ — @—(v -nI, — Vn)al'n (6.47)

(1) ) ®3)

avec (X, t) = (n(X,t),ny(X,t))T le vecteur déplacement de la paroi, n(X) = (n(X), ny (%))
la normale a la paroi en configuration de référence, Iy la matrice identité d’ordre 2 et

_ aj"?x agnx _ Ozt Oyl ‘ B 35677:(: + 89771/ 0
vn_<8w”y ay”y>’ vu_( 3”)’ vn12_< 0 Oy + Oana )

(6.48)

Sous forme développée, la loi de paroi s’exprime encore

suln = §(n,o)n (6.49)
avec
_ e — Ozt + Oguny) — (g, — Ogn.v) >
,a) = 1| . c d _ 2 ). 6.50
§(m. 1) ( 1y — (Oz0n, + Ogony) — (—0znyt + 0zn,V) (6.50)

Le terme (1) modélise seulement l'entrainement du fluide a la vitesse de la paroi. Il est pré-
pondérant a haute-fréquences. Le terme (2) représente les effets liés & la présence d’un écoule-
ment non uniforme. Il provient du transport de I’écoulement stationnaire sur les coordonnées
actuelles. Il est nul dans le cas des écoulements uniformes ou au repos et d’autant moins
négligeable que les gradients de ’écoulement sont prononcés au voisinage de la paroi. Enfin,
le terme (3) de la formule de transpiration correspond typiquement & la déformation de la
normale entre la configuration de référence et la configuration actuelle. En 2D, il correspond
par exemple a la rotation de la normale en configuration de référence et on montre que ce
terme de rotation dépend uniquement des dérivées tangentielles des composantes du vecteur
déplacement a la paroi [217]. Notons pour terminer que le vecteur normal n en configuration
déformée est relié au vecteur normal n en configuration de référence par I’expression

~ D'n
ID~"n]

n

(6.51)

d’apres la théorie des milieux continus. En exploitant cette relation, on retrouve la formule de
transpiration.

Remarque 2 Dans le cas d'un fluide visqueux, la condition cinématique de transpiration se simplifie puisqu’il n’est
plus nécessaire de prendre en compte la perturbation de la normale [61, 96, 217].

Remarque 3 Les lois de parois mobiles en présence d’écoulements sont intimement liées aux lois d’impédances en
présence d’écoulement [191].
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6.2.5 Choix de la méthode de linéarisation

Quelle méthode choisir 7 La méthode de transpiration est clairement la plus pratique puis-
qu’elle nécessite uniquement une loi de paroi a intégrer dans le code de calcul des EELs. En
fait, il y a une raison importante qui explique I'intérét de la méthode a deux champs. La loi de
transpiration est exacte au premier ordre mais est limitée & des écoulements et des géométries
suffisamment réguliers. En effet, la loi de transpiration dépend des gradients du champ sta-
tionnaire q, or ces gradients peuvent étre tres difficiles a évaluer au voisinage des singularités
géométriques ou de certains comportements aérodynamiques particuliers. C’est notamment
le cas au voisinage du bord de fuite des profils aérodynamiques ou encore en présence de
chocs, de décollements au sein de 1’écoulement. En pratique, le gradient lié au transport du
champ moyen sur les coordonnées actuelles était tres souvent négligé dans les codes de calcul
industriels mais une telle simplification causait une sous-estimation parfois importante des
effets aérodynamiques au voisinage de la paroi. C’est un point particulierement délicat car
par exemple, dans le contexte de l'aéroélasticité, la prédiction des instabilités aéroélastiques
est directement liée & ces gradients. En effet, la stabilité dynamique de la structure est prédite
a partir de la connaissance de la pression a son interface. Or la pression a U'interface s’exprime
normalement par

p(x,t) = p(X) + 0p(x,t) + Vil n(x,t). (6.52)

La méthode de linéarisation a deux champs a été introduite pour éviter I'extrapolation du
champ moyen aux coordonnées actuelles et obtenir de meilleurs prédictions. L’idée remonte
probablement aux travaux de Hall [127, 129]. Cette approche a été ensuite reprise et déve-
loppée notamment dans le code aéroélastique de la NASA par Verdon [269]. L’idée essentielle
était de remplacer la contribution liée au gradient du champ moyen q par une raideur fictive
au domaine de calcul [185]. A la fin des années 90, la méthode est souvent présentée a par-
tir de la semi-discrétisation des équations ALE de facon analogue a celle décrite plus haut
[56, 164, 280]. Notons que Fernandez observe dans sa these les limites du modele de trans-
piration au voisinage des singularités géométriques et 'influence importante du gradient du
champ moyen dans le cas d’une rotation rigide. Cela confirme donc bien les conclusions obte-
nues dans les travaux de Hall au début des années 90. Nous avons choisi d’exploiter la formule
de transpiration. Nous pensons en effet que la difficulté liée a I'estimation des gradients de
I’écoulement en présence de singularités pourra étre contournée a ’aide de filtres numériques
en paroi. Ces procédures sont en effet particulierement exploitées en aéroacoustique pour ten-
ter de régulariser le comportement numérique au voisinage des parois, des singularités et des
écoulements complexes (choc, décollement, turbulence). Par ailleurs, & moyennes fréquences
pour des applications orientées vibroacoustique par exemple, ces considérations sont certai-
nement moins cruciales. En effet, les problemes de nature aéroélastique font plutot intervenir
le domaine basse fréquence, or ce domaine est bien plus sensible aux gradients de 1’écoule-
ment. La validation de ce point de modélisation numérique, faisant 'objet du développement
du code de calcul haute-fidélité, ne sera pas davantage discutée dans le cadre de ce mémoire
qui est consacré au développement du code de calcul réduit. Dans la section suivante, nous
précisons en revanche comment construire le terme source de transpiration dans le cas d’un
mouvement de corps rigide puis de déformation afin de se ramener au formalisme de la théorie
du controle. Le formalisme de la théorie du controle est en effet crucial, on le rappelle, pour
appliquer les concepts de réduction que nous avons introduits jusqu’a présent. En particulier,
I’exploitation du gramien de controlabilité pourra par exemple nous permettre de faire varier
a volonté la fréquence du mouvement de la paroi ou encore de lui imposer une loi d’évolution
temporelle arbitraire, le tout en temps réel.
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6.2.6 Intégration de la transpiration dans le formalisme du controle

Notre objectif est de formuler le modele haute-fidélité dans le formalisme du controle de ma-
niére a pouvoir construire aisément un systeme réduit par la suite. Notre principale contrainte
est d’étre capable de construire un systeme linéaire autonome en temps. Du point de vue des
EELs, les flux et la matrice de réaction ne doivent pas étre construits avec des termes qui
d’une part dépendraient du temps et qui d’autre part seraient indépendants des inconnues.
Reprenons les EELs en coordonnées curvilignes. Les flux et la matrice de réaction doivent
étre scindés en une contribution dépendante des inconnues et une contribution indépendante
des inconnues liée a la loi de paroi imposée. Les EELSs vont donc s’exprimer a la paroi comme
suit :

e sin=V¢alors VéTa =0, VELSu = VETF(n, 1) et les EELs se réduisent &

0 0O 0 0 O
§20p ¢ - 00 00
Foau=F, RJ,=R" |J’Ewall = £,0p bwallv R;ou = Y0P 00 0 0
0 0 & & O
(6.53)
avec
p3(n,0)T'VE 0 0 0 0
bE = 0 LR _ [ 0 pVETS(n, 1) 0 0
el 0 B 0 pVE"S(n. 1) 0
Zp%(n,u)T V¢ 0 0 0 0
(6.54)
e sin = Vnalors VpTa =0, Vnl'éu = VnTF(n, @) et les EELs se réduisent &
0 0 0 0 O
& _ RS £ _ R _ | mop 0 - 00 0 0
E,a =E, R, =R, |J|Fwal15q | nyop bwalla Ry = 70p 00 0 0
0 0 7z ny O
(6.55)
avec
p§(n, 0)"'Vn 0 0 0
bF" — 0 bR” _ 0 ﬁvnTg(nv ﬁ) 0
vl 0 S 0 anT%7L 0
e?pg(n,0)TVn 0 0 0
(6.56)

Les 4 termes bwa”, bwa”, bwa” et bwa” sont indépendants des inconnues du fluide. Ils contri-
bueront a la construction du terme source de transpiration discret. Il nous reste a expliciter la
fonctionnelle § dans le cas particulier d’'un mouvement de corps rigide voire de déformation
plus générale.

6.2.7 Transpiration dans le cas d’un mouvement de paroi rigide

Dans le cas d’un petit mouvement de corps rigide 2D [195], il y a trois degrés de liberté : deux
translations caractérisées par le vecteur s(t) = (I(t), h(t))T et une rotation d’angle a(t) et de

+bR

wall

+bR’

wall
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centre X, = (Z., J.). La figure 6.3 illustre la configuration classique du profil & deux degrés de
liberté. Plusieurs cas se présentent suivant qu’on se limite a une pure translation, une pure
rotation ou encore plus généralement a la composition d’une translation et d’une rotation :

e S’il s’agit d’une petite translation autour de la position X a 1’équilibre, la normale ac-
tuelle n(x,t) & la paroi I'(t) est toujours identique & la normale n & la paroi I' en
configuration de référence. Cela implique que le terme de transpiration (3) est nul. Le
vecteur déplacement s’exprime simplement

n(t) = x(x1)-x (6.57)
n(t) = s() (6.58)

La fonction § se réduit donc a

(1 —0zu (0 — 0Oy
§ = l<0>+l<—8£v>+h(1>+h<—8—v> (6.59)
= §+35+75;,+35n (6.60)
(6.61)

e si il s’agit d’une petite rotation autour de X., la position actuelle s’exprime

x(X,t) = Xc+ Qu(X —X¢) (6.62)
= X+ (X — %)+ Qu(x — %) (6.63)
X+ (Qa - 12)()_( - ic) (6'64>

avec

sin(a)  cos(a)

Q. ( cos(a) —sin(a) ) (6.65)

la matrice de rotation. Comme on se limite a de petits mouvements de rotation, la
matrice de rotation s’approche au premier ordre par

Qa ~ ( ! _f‘ > : (6.66)

a

A la paroi, le vecteur déplacement et le vecteur vitesse seront donc respectivement

n(t) = x(x1)-x (6.67)
J—Ye), T — Te)" (6.68)
4 (6.69)

I
- Q
<

Finalement, la fonction § se réduit a
= Ja+Ja (6.71)

e Si il s’agit d’'un mouvement complet de corps rigide, la fonction § s’exprime apres re-
groupement des deux contributions de translation et de rotation

dun = (§s +Fa + 8 + 8 +Fj, +3n) 0 (6.72)
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FIGURE 6.3 — Profil d’aile classique a deux degrés de liberté.

6.2.8 Transpiration dans le cas d’'un mouvement de paroi déformable

Lorsque la structure est déformable, ses déplacements sont en général bien décrits dans sa
représentation modale. Les déplacements de la structure sont approchés a l'interface a ’aide
de la combinaison linéaire

e t) =3 mei,y). (6.73)
=1

ot les ¢; = (p}”, cp?‘”)T représentent les déformées modales de la structure a I'interface avec
le fluide, et les n;(t) les amplitudes vibratoires associées. Les ¢; peuvent correspondre a des
modes de structure rigide (section précédente) ou des modes de déformation (par exemple
mode de flexion ou mode de torsion). La représentation modale de la structure a I'interface
avec le fluide est substituée dans la loi de transpiration ce qui donne

s T — Mz — My Ny — T —
N E : . 2 o (Oztip;” + Ogup;”) + (Ogp;” u — Ogp* )
§n,0) = — (n’(t) < o > milt) < (0:00]" + 0500") + (e it + 0z v) ) )

(6.74)

Cette généralisation au cas d’'une structure déformable ne sera pas abordée dans le cadre de
cette these. Elle représente en effet davantage une problématique liée au modele haute-fidélité
qu’a la méthodologie proposée pour construire un modele réduit en présence de paroi mobile.

6.3 Modéle discret “haute-fidélité”

Les dérivées partielles O et 0, sont approchées sur les points intérieurs du domaine de calcul
avec un schéma aux différences finies centrées sur 11 points développé par Bogey et Bailly
[40]. Ce schéma non dissipatif est optimisé pour réduire l'erreur de dispersion. Une étude
théorique montre que le schéma proposé nécessite seulement 4 points par longueur d’onde
pour reproduire correctement une perturbation. A I’approche des frontieres de non-réflection,
des schémas aux différences finies décentrées sur 7 points sont appliqués. Au voisinage des
parois, des schémas aux différences finies centrées dégradés sont utilisés. En particulier, les
termes de la matrice de réaction sont simplifiés seulement sur les points de paroi suivant
I'orientation de la normale (directions V& ou Vn). Par contre, les termes de flux numériques
sont simplifiés a 'approche de la paroi en fonction du stencil du schéma aux différences finies
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et de lorientation de la normale a la paroi. Un filtre spatial passe-bas est appliqué dans tout le
domaine de calcul afin d’éliminer les oscillations mailles a mailles susceptibles de déstabiliser le
modele numérique. La prise en compte de géométries complexes nécessite aussi un traitement
numérique particulier. Nous avons tout d’abord introduit les coordonnées généralisées dans
la section précédente dans le but de transformer des grilles de calcul curvilignes en grilles de
calcul cartésiennes. Pour pouvoir effectuer des simulations & la fois tres peu dispersives et
tres peu dissipatives, le maillage global construit devrait dans 1’idéal étre le plus homogene
possible. En présence de géométries complexes, il n’est clairement pas possible de construire
une unique grille de calcul optimale pour de telles propriétés numériques. Une approche multi-
domaine est donc retenue. Elle est basée sur 'agencement de multiples grilles cartésiennes
et/ou curvilignes pouvant se recouvrir partiellement et permettant d’épouser au mieux une
ou plusieurs frontieres de solides présentes dans le domaine de calcul. On parle de maillage
chimere (chimera ou overset grid method en anglais). En général, le recouvrement de multiples
grilles curvilignes doit permettre de mailler le domaine de calcul a proximité des parois tandis
que le recouvrement de grilles cartésiennes permet de mailler plus naturellement le champ
lointain. Le probleme qui se pose avec une telle stratégie, c’est que les points des différentes
zones de recouvrements ne sont pas coincidents en général. Il est donc nécessaire d’échanger
des informations entre les grilles qui se chevauchent. Cet échange est réalisé par 'intermédiaire
d’une méthode d’interpolation de Lagrange d’ordre 8 de fagon a éviter au mieux la génération
de perturbations numériques non physiques. La figure 6.4 donne un exemple d’interpolation
entre une grille annulaire et une grille cartésienne. Les développements informatiques sont
effectués dans un environnement parallele. En particulier, chaque grille est elle-méme découpée
en blocs de maniere a améliorer la granulométrie de la parallélisation obtenue grace a la
bibliotheque MPI utilisée. Toutes ces procédures de nature numériques et informatiques sont
détaillées dans la theése de Emmert [83]. Ils ont donné naissance au code de calcul industriel
Code_Safari chez EDF R&D.

A Fo
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FIGURE 6.4 — Exemple de superposition de grilles et interpolation.

L’application de toutes ces procédures numériques aux EELs induit un modele discret qui
peut s’exprimer sous la forme compacte non matricielle

% = A(x) (6.75)

avec A un opérateur discret linéaire. Dans le cas d’un mouvement de corps rigide, en appli-
quant la loi de transpiration, il s’exprime

x = Ax+ Bu(t) (6.76)
= Ax +I(t)by + I(t)ba + h(t)bs + h(t)bs + a(t)bs + ¢ (t)bg (6.77)
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avec u(t) le vecteur (I(t),1(t), h(t), h(t), o(t),(t))T correspondant aux 6 lois de mouvements
de corps rigides imposés a la paroi, et B l'opérateur constitué par le vecteur [by, bz, bs, by, bs, bg]
correspondant aux semi-discrétisations spatiales des termes sources de transpiration pondérés
par les lois de mouvement imposées. La prise en compte du mouvement de corps rigide de
plusieurs solides (S;) présents dans la configuration de calcul ne pose pas de difficultés sup-
plémentaires sinon une complexification du terme source. Si il y a m solides dans le fluide, le
modele complet s’exprime simplement

x(t) = Ax+ i Biu;(t) (6.78)
=1
= Ax+ Ba(t) (6.79)

ou Bj;u;(t) correspond au terme source de transpiration rigide associé au i-eéme solide. Il y a
donc m x 6 termes sources a construire si on souhaite conserver le formalisme du controle. Ce
formalisme s’applique aussi dans le cas plus général d’un mouvement de structure déformable :

x(t) = Ax+ Bu(t) (6.80)
= Ax+Bin(t) + Bon(t) (6.81)
avec n(t) = (m,...,nr. )7 le vecteur des amplitudes modales, B; et By les semi-discrétisations

spatiales associées a ces amplitudes (constituées en particulier par les modes propres et leurs
dérivées spatiales). Il est important de retenir que nous avons fait en sorte de construire un
modele discret qui soit autonome en temps. En d’autres termes, les coefficients affectés aux in-
connues X ne dépendent pas du temps. L’obtention d’un systeme autonome est trés important
pour pouvoir dans la suite construire un modele réduit en exploitant le formalisme matriciel
introduit dans le chapitre précédent. Notons par ailleurs que I'exploitation de ce formalisme
permettrait de construire tres naturellement un probleme discret issu d’un couplage fort entre
un modele linéaire de structure et les EELs (couplage aéroélastique par exemple). En effet,
dans certaines situations physiques, il n’est plus possible de négliger les phénomenes de ré-
troactions intervenant entre le fluide et la structure. Dans ce cas, le mouvement de la paroi
qui est directement relié au mouvement de la structure, devient une fonction de I’évolution
du fluide. A chaque instant, il y a échange d’énergie entre le fluide et la structure et entre la
structure et le fluide. Afin de prendre en compte ces échanges d’énergie, un modele de struc-
ture doit alors étre introduit. Les interactions entre une structure et son fluide environnant
sont cependant difficiles a représenter numériquement. En effet, les échelles spatio-temporelles
impliquées dans les milieux fluide et structure peuvent étre tres différentes ce qui implique en
général des interfaces rarement conformes. Il est alors particulierement difficile de construire
des méthodes numériques de couplage haute-fidélité. C’est un sujet actif de recherche. Ces
problémes ne seront pas traités dans ce mémoire.

6.4 Construction du systeme réduit

Jusqu’a présent, nous avons exploité le formalisme matriciel pour construire un systeme réduit.
En particulier, la matrice réduite était construite par deux simples produits matriciels :

A, =WI(Av,) (6.82)
N——

Le probleme qui se pose maintenant, c’est que le modele numérique haute-fidélité n’est pas
développé sous forme matricielle. Il serait en effet bien trop compliqué de construire une ma-
trice prenant en compte les géométries complexes, ce qui reviendrait a prendre en compte
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des interpolations de multiples grilles partiellement recouvrantes lors de la formation de la
matrice. Comment peut-on alors construire la matrice réduite si la matrice A n’est pas ex-
plicitement construite ? Il suffit de repartir sur la formulation continue du modele physique
(dans notre cas les EELs). Pour ne pas surcharger la rédaction, nous nous limitons dans la
suite a introduire ’approche continue a partir de I’approche discrete. Il est autrement possible
de tout reformuler mathématiquement a partir de la formulation continue et il serait alors
plus rigoureux de déduire la formulation discrete a partir de la formulation continue.

6.4.1 Construction de A, a partir des EELSs
Dans le cas discret et en formulation matricielle, les inconnues x sont approchées par
x(t) ~ V,x.(t)
= Y we.. (6.8)
k=1

Par définition, on rappelle qu’en différences finies x;;(t) = dq;;(t) = dq(x;,y;,t). Autrement
dit, en chaque noeud de calcul, les inconnues s’expriment

dq(es,yt) = ar(t)dr(xi, y)). (6.84)

k=1

Cette derniere écriture suggere que les inconnues sont approchées par une somme de termes
dont les dépendances spatiale et temporelle sont séparées. Par extrapolation, au niveau des
EELs, cela revient a rechercher une approximation des inconnues dq(z,y,t) sous la forme

da(e,y,t) =Y ar(t)dk(e,y). (6.85)
k=1

Notons que ’approche discrete suggere une approximation par décomposition vectorielle
des variables physiques. Cette décomposition est a opposer a l'idée d’une décomposition sca-
laire des variables physiques. Dans une telle décomposition, chaque variable admettrait ses
propres coefficients temporels. Par exemple, le vecteur vitesse serait approché par

Su(x,t) =Y ai(t)pin(x), Sv(x,t) =D bi(t)psw(x). (6.86)
i=1 =1

Dans le contexte de la méthode POD, on parle respectivement de méthode wvector-valued
POD et de méthode scalar-valued POD. La méthode scalar-valued POD n’est cependant pas
exploitée en formulation continue car elle augmente la dimension du modele réduit et produit
de mauvais résultats numériques [224]. Dans 'approche vectorielle, chaque grandeur physique
se décompose suivant les mémes coefficients temporels.

La construction du systeme dynamique réduit en formulation continue s’effectue comme
suit :

T
e Substituer 'approximation vectorielle dq(z,y,t) ~ Z ax ()¢ (z,y) dans le modele pri-
k=1

mitif

8i6q + L(5q) = 0 (6.87)

écrit sous forme d’EDPs (les EELs dans notre cas). Puisque £ est un opérateur linéaire,
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le modele continu s’exprime

r

> (an(t) e, y) + an(t)L(dr)) = 0 (6.88)

k=1
apres substitution de I’approximation.

e Projeter le systeme (6.88) pour chaque fonction de base globale adjointe 1; et intégrer
sur le domaine de calcul, c’est-a-dire

r

; (ak(t)/Q%(a:,y)T@(x,y)dxdy + a’“(t)/Q‘/’j(may)Tﬁ(qbk(x,y))d:cdy) S0 1<i<n
(6.89)

e Par construction, les fonctions de base directes et adjointes sont orthonormales. En
formulation continue, cela s’exprime par la relation

/Q (. y) (. y)dady = b3 (6.90)

avec 0;, =0sij# ket djp=1sij=F.

e En exploitant 'hypothese d’orthonormalité, le systeme réduit s’exprime finalement a
I'aide des r égalités

ORI / i ()T L(w () dwdy =0, 1<j<r (6.91)
k=1 Q

Les r? coefficients de la matrice réduite A, sont calculés & partir des 2 expressions

/Q i ()T L (i, ) dedy. (6.92)

Le modele réduit ainsi construit se ramene a la résolution d'un systeme d’équations
différentielles ordinaires. Autrement dit, toute la complexité géométrique du domaine
de calcul disparait. Il reste a déterminer les r coefficients temporels par une méthode
d’intégration temporelle, connaissant une condition initiale et/ou un terme source.

6.4.2 Développements informatiques et détails pratiques

En pratique, la construction du modele numérique réduit nécessite de mettre en place les
différentes étapes suivante :

1. la sauvegarde des clichés;

la construction de la matrice de corrélation ;

le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de la matrice de corrélation ;
la formation des modes POD ;

la formation de la matrice réduite ;

la formation de la condition initiale réduite et/ou du terme source réduit ;

I'intégration temporelle du systeme dynamique réduit ;

® N o o W N

la reconstruction de la solution.
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6.4.2.1 La sauvegarde des clichés haute-fidélité

La premiere étape consiste a effectuer une ou plusieurs simulations haute-fidélité de maniere
a sauvegarder les clichés qui vont nous permettre de construire les modes POD. La question
de base est de savoir combien de clichés il est nécessaire de sauvegarder. La mémoire requise
pour le stockage des clichés dépend essentiellement du nombre d’inconnues du probleme et
de la durée de la simulation. Les EELs impliquent des phénomenes fortement instationnaires.
Il est donc souvent nécessaire de stocker une tres grande quantité de clichés pour éviter tout
probleme de causalité dans le modele réduit par la suite. Il est possible de mettre en place
un critere de sauvegarde des clichés heuristique basé sur le produit scalaire normalisé des
solutions aux différents instants. En pratique, nous avons observé que la causalité du systéeme
dynamique réduit est respectée si ’angle formé par deux clichés successifs n’est pas trop proche
de 0. Lorsque que peu d’itérations temporelles séparent deux clichés, 'angle qu’ils forment est
proche de 1. En revanche, si les deux clichés sont assez éloignés, il y a de bonne chance pour
que leur produit scalaire normalisé soit proche de 0. Cela dépend malgré tout de la physique
sous-jacente. On constate qu’il doit y avoir suffisamment de corrélations entre deux clichés
successifs. Le critere dépend par ailleurs du choix du produit scalaire. En particulier, le produit
scalaire canonique nécessite un écart entre deux clichés successifs plus petit que celui nécessaire
pour le produit scalaire basé sur le symétriseur. En d’autres termes, le produit scalaire basé
sur le symétriseur requiert moins de clichés a stocker. D’un point de vue informatique, le
critere de conservation des clichés, pour le produit scalaire basé sur le symétriseur, nécessite
d’évaluer I'expression

/S; (Sq(IE, Y, tn)TH(:E, y)éq(x7 Y, thrp)dxdy/Héq(x? Y, tn) ||H ’\5(1(% Y, tn+p) HH (693>

Le cliché éq(x,y, tn4p) est alors sauvegardé si le produit scalaire normalisé est inférieur au
critere empirique retenu.

6.4.2.2 Construction de la matrice de corrélation et des modes POD

Si m clichés sont stockés, la méthode snapshot-POD débute par la construction de la matrice
de corrélation X orr € R™*™, Cette matrice est symétrique. Il suffit donc de calculer 1+ 2 +
...m =m(m + 1)/2 termes pour la former. Pour le produit scalaire basé sur le symétriseur,
les coefficients de la matrice de corrélation sont donnés par

(Keors )i = /ﬂ sa(z, y,t:) H(z, y)a(z, v, t;)dedy. (6.94)

Les éléments propres de la matrice de corrélation sont calculés a 1’aide des routines infor-
matiques de la librairie scientifique Lapack. Si la reproduction de la simulation haute-fidélité
demande un nombre important de clichés (quelques milliers par exemple), la matrice de cor-
rélation peut étre de dimension importante (elle est dense). Cependant, on peut se limiter au
calcul des 7 premiers modes propres 1;1 associés aux plus grandes valeurs propres \;

Xcorr"/;i = )\1115’“ 1<e<r (695)

si on a une idée de la dimension r utile pour le systeme réduit. Dans la snapshot-POD, il
est important de noter que la dimension du systeme réduit sera limitée par le nombre de
clichés. Par exemple, si une centaine de modes sont nécessaires pour reproduire fidelement
une simulation haute-fidélité, il faut avoir sauvegarder au moins 100 clichés. On pourrait
penser que le nombre optimal de clichés a sauvegarder est égal au nombre minimal de modes
nécessaire a la reproduction de la simulation haute-fidélité. Cependant, en pratique, on a
toujours besoin d'un nombre plus important de clichés par rapport au nombre de modes
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utiles. Les » modes POD sont finalement obtenus a 1’aide de la relation

m Tk
¢i(z,y) = =1 Vi 5q(x’y’tk), 1<i<r (6.96)

Vi

avec zﬁf la k-eme composante du vecteur propre 1&1 D’un point de vue informatique, le calcul
des éléments propres est limité a la précision machine et il est donc important de ne conserver
que les vecteurs propres qui sont associés a une valeur propre réelle positive \; supérieure a
la précision machine (10714 classiquement).

Pour des phénomenes fortement instationnaires simulés sur de longues durées, cela produi-
rait un nombre de clichés et une matrice de corrélations trop importants. Par ailleurs, les
modes POD risquent d’étre de moins en moins optimaux. Une alternative serait de construire
des modeles réduits par morceaux. Il s’agirait alors de construire une partition de l'inter-
valle de temps [to,ts], de construire les modes POD sur chaque sous-intervalle et de déduire
des matrices réduites sur chaque sous-intervalle. C’est le méme principe que la décomposition
Principal Interval [45, 145] (acronyme PID) qui a été proposée pour éviter de perdre I'informa-
tion dynamique locale. En effet, plus 'information dynamique augmente, plus les modes POD
risquent d’étre statistiquement indépendants de la configuration de calcul. La PID s’illustre
par exemple sur une simple équation de transport. On montre que plus l'intervalle d’intégra-
tion temporelle est grand, plus les modes POD convergent vers les modes de Fourier et moins
les modes POD sont optimaux pour une condition initiale ou un second membre donné. Une
analyse PID est des lors plus précise.

Pour terminer, la présence d’'une paroi mobile peut poser un probleme dans la définition
des modes POD. En effet, la base POD est spatiale et indépendante du temps alors que le
domaine de calcul est a priori mobile. L’exploitation des modes POD impose normalement
I'utilisation d’un maillage fixe. Cette problématique émerge essentiellement dans le traitement
des problemes d’interaction entre un fluide et une structure en grand déplacement. Dans notre
cas, 'hypothese de petits déplacements permet de s’affranchir de cette difficulté liée a la
définition des modes POD sur un domaine mobile. On peut citer notamment les travaux de
Anttonen [13, 14, 15] et plus récemment de Liberge [167] sur cette problématique.

6.4.2.3 Construction de la matrice réduite

On rappelle tout d’abord les deux constructions possibles de la matrice réduite :

e en formulation matricielle, les coefficients a;; de la matrice réduite A, sont donnés par
le produit scalaire entre le mode adjoint ¥; et le vecteur formé par le produit entre la
matrice A et le mode direct ®;, c’est-a-dire

a; = U] (A®;). (6.97)

e en formulation continue, les coefficients de la matrice réduite sont donnés par la relation
(6.92)

R (6.98)

La matrice réduite est construite a partir du modele haute-fidélité développé sous une forme
non matricielle (matriz-free approach). Nous n’avons donc pas acces a la matrice A. En for-
mulation continue, on doit calculer le terme L(¢;(x,y)) qui est égal a

1o} 0 -
%(E@) + Fy(F@) +Ro; (6.99)
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en chaque coordonnée (x,y). Dans I'idéal, on aimerait pouvoir construire le modele réduit
indépendamment du code de calcul haute-fidélité. Cela implique d’étre capable d’approcher
numériquement les dérivées 0,(E@;) et 0y(F¢;) sur des géométries complexes ce qui est tres
contraignant en terme de développements informatiques. En pratique, on utilise une approche
intrusive qui consiste a exploiter les routines du code de calcul haute-fidélité qui permet de
dériver les flux dans le systeme de coordonnées curvilignes. Le modele étant linéaire, le calcul
du produit matrice-vecteur A®; est équivalent a A(®;) correspondant a l'application de
I'opérateur A sur le vecteur ®;. Avec cette approche intrusive, chaque coefficient a;; de la
matrice réduite est obtenu a partir :

e d’une application de I'opérateur discret A sur le mode ®; ;
e d’un produit scalaire \Il;f(A(i),))

Au final, la construction d’une matrice réduite de dimension r requiert r applications de
'opérateur discret sur chaque mode direct et r? produits scalaires.

6.4.2.4 Gestion des géométries complexes

Les différentes étapes de construction présentées suggerent que la construction d’un systeme
réduit se réduit principalement au calcul de nombreux produits scalaires. Les produits sca-
laires interviennent dans le calcul des termes de la matrice de corrélation et des différentes
projections gauches (matrice réduite, condition initiale réduite). En présence de géométries
complexes, un probleme se pose au niveau du calcul de ces produits scalaires car on utilise
la méthode chimere qui impose des recouvrements partielles de grilles. De ce fait il existe
des zones d’intersections redondantes. Le produit scalaire risque donc d’étre surestimé. Par
exemple, si le domaine de calcul est constitué de deux grilles G1 et G2 non coincidentes, le
calcul de I'intégrale donne

/ 2/ +/ —/ . (6.100)
G1JG2 G1 G2 G1NG2

Afin d’éviter cette surestimation, on récupere dans un premier temps le nuage de points as-
socié a 'ensemble des grilles du maillage chimére. Dans un second temps, on effectue une
triangulation de Delaunay du nuage de points. De base, la méthode de triangulation de De-
launay est limitée a des ensembles convexes. De plus, il doit y avoir unicité des points (pas
de doublons). Une méthode de triangulation sous contraintes a aussi été développée de facon
a pouvoir prendre en compte des domaines de calcul contenant un ou plusieurs profils aéro-
dynamiques. L’intégrale du produit scalaire est finalement approchée a l'aide de la formule
composite du trapeze

Ny
/f(af,y)dxdy = Z/ f (@, y)dady
. i=1 1Ti (6.101)
~ > gmes(T)(f(A) + F(Bi) + f(C))
=1

avec Ny le nombre de triangles dans le domaine Q, T; les triangles, A; = (x4,,y4,), Bi =
(xB,,yB,) et C; = (z¢,,yo,) les sommets de chaque triangle T; et mes(7;) l'aire du triangle T;
de valeur exacte

1, — ? 1
mes(ﬂ) = §HAZBI N A; Z” = 5‘(sz - l'A,-)(yCi - yAi) - (:UC:' _xAi)(yBi - yAi)" (6'102)
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6.4.2.5 Cout de calcul

La construction du modele réduit engendre un cott de calcul global assez important. Les trois
étapes les plus gourmandes en temps CPU sont respectivement

e les simulations haute-fidélité pour engendrer les clichés représentatifs ;

e le calcul des m(m + 1)/2 coefficients de la matrice de corrélation (m(m + 1)/2 produits
scalaires) ;

e le calcul des 72 coefficients de la matrice réduite (r? produits scalaires).

Il y a donc au total 72 +m?/2+m/2 produits scalaires a estimer numériquement. En pratique,
le cotit de calcul engendré par tous ces produits scalaires peut étre diminué considérablement
si les boucles informatiques sont distribuées sur plusieurs processus (technique de parallélisa-
tion). I a autrement été proposé des méthodes de réduction dite accélérée comme la méthode
missing point estimation [16] ou encore la méthode d’hyper-réduction [229] qui consistent a
réduire le nombre de points d’intégration pour estimer les produits scalaires. Les produits
scalaires sont ainsi approchés numériquement bien plus rapidement. Par exemple, Astrid et
al. [17] utilisent seulement 25% du maillage sans compromettre le modele réduit. De méme,
Ryckelynck réussi a obtenir une réduction CPU d’un facteur 10 avec une telle approche.

6.5 Validation du code de calcul réduit

Le code de calcul réduit a été validé dans de nombreuses situations. Nous présentons ici
quatre configurations de calcul composées de deux configurations ou la paroi reste fixe et
deux configurations ou la paroi est mobile :

e la diffraction d’une impulsion acoustique par un disque dans un écoulement au repos;

la diffraction d’une impulsion acoustique par un profil NACAO0012 incliné dans un écou-
lement de fluide parfait & Mach 0.3;

la déformation d’un segment de paroi chargée par un écoulement uniforme ;

la rotation d’un profil NACAO0012 incliné dans un écoulement de fluide parfait & Mach
0.3.

Les parameétres numériques pour toutes les simulations haute-fidélité sont les suivantes :
e des schémas centrés sur 11 points pour 'approximation des dérivées;

e des interpolations de Lagrange sur 8 points pour ’échange d’informations entre les grilles
partiellement superposées.

e les métriques sont estimées aux frontiéres a ’aide de 10 points fantomes ;
e des schémas centrés dégradés au voisinage des parois qu’elles soient fixes ou mobiles ;

e des schémas décentrés sur 7 points au voisinage des conditions aux limites de non-
réflexion ;

e des filtres dégradés centrés au voisinage des parois;;

e un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 sur 6 étapes pour I'intégration temporelle.
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L’emploi de la méthode intrusive pour construire le systeme réduit implique que tous
ces ingrédients numériques sont aussi déployés pour construire la matrice réduite. Seuls les
filtres numériques n’ont pas été considérés pour construire la matrice réduite. Par ailleurs, le
systeme dynamique réduit est intégré avec le méme solveur temporel et en utilisant le méme
pas de temps que celui utilisé pour le modele haute-fidélité. En effet, cela permet de comparer
aisément les solutions haute-fidélité avec les solutions obtenues a partir du modele réduit. Par
ailleurs, seul le produit scalaire basé sur le symétriseur est considéré. La matrice réduite sera
toujours construite a partir des modes de plus forte contrélabilité pour le produit scalaire basé
sur le symétriseur, c’est-a-dire a partir des modes propres de la matrice

ty
/ ABBT A . (6.103)
t

0

Ces modes propres sont estimés numériquement a partir de la méthode classique des clichés.

6.5.1 Diffraction d’une impulsion acoustique par un disque

Le domaine de calcul est un carré de 20 metres de coté composé d’un disque de rayon 1,3
metre dont le centre est placé au centre du carré. Le maillage chimere est constitué d’une grille
annulaire pour prendre en compte la frontiere circulaire du disque et d’une grille cartésienne
pour le domaine de calcul global. Le rayon intérieur de la grille annulaire coincide avec le rayon
du disque et son rayon extérieur est égal a 3,2 metres. La grille cartésienne est uniforme avec
150 points dans les deux directions = et y. Le nombre de points de la grille annulaire est
défini de maniere a éviter au maximum des écarts de mailles importants au niveau de la
zone d’interpolation avec la grille cartésienne. Le pas d’intégration temporelle est pris égal a
At = 0.00002585 s. L’écoulement de base est au repos avec p = 1,2 kg.m ™3 et p = 10° Pa. A
t = ty, une perturbation acoustique en pression

p(x,y,to) = Pexp(—1log(2)((z — z0)* + (y — y0)*)/b%) (6.104)

avec (zo,y0) = (—5,0), b = 0,5 et P = 0,001 est introduite dans le domaine de calcul.
Cette perturbation définit la condition initiale de la simulation. On effectue 2000 itérations
temporelles ce qui est suffisant pour évacuer totalement I’énergie ici. La figure 6.5 illustre
les champs de pression obtenus a trois dates différentes. Les clichés sont sauvegardés tous
les 20 pas de temps. La matrice de corrélation est donc de dimension 1002. Les figures 6.6
et 6.7 illustrent les champs de pression reconstruits aux mémes dates a partir des systemes
réduits de dimension 202 et 402 respectivement. On constate qu’avec 40 modes, il n’y a aucune
différences visuelles entre les clichés haute-fidélité et les clichés reconstruit a partir du systeme
réduit. Ceci est confirmé quantitativement avec la figure 6.8. Avec 40 modes POD, la systeme
réduit reproduit parfaitement 1’évolution de la perturbation dans le domaine de calcul.
L’application du formalisme du controle permet d’exploiter le systeme réduit construit
pour des lois u(t) arbitraires dans la limite du contenu fréquentiel du modele réduit. On peut
par exemple simuler en temps réel la diffraction d’une source monopolaire de méme centre
et de méme enveloppe spatiale pour différentes fréquences. Le nombre de modes POD pour
construire le systeme réduit est fixé a 50. Le champ de pression est illustré pour les lois
u(t) = sin(200¢) et u(t) = sin(2000¢) sur les images (b) des figures 6.9 et 6.10 respectivement.
Afin de vérifier le comportement a long terme du systeme réduit pour ces deux lois imposées,
on lance deux simulations haute-fidélité pour ces lois sur quelques itérations temporelles. Les
images (a) des figures 6.9 et 6.10 montrent que le systeme réduit prédit parfaitement les solu-
tions sur de nombreuses périodes. Les modeles réduits construits a partir du produit scalaire
basé sur le symétriseur ne posent en effet aucun probleme de stabilité pour des écoulements de
base au repos. Il est intéressant de noter que I'exploitation du formalisme du controle peut per-
mettre d’étudier par exemple en temps réel I’évolution de la directivité acoustique en fonction
de la fréquence. L’extension de 'approximation du gramien de controlabilité pour plusieurs
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FIGURE 6.5 — Champ de pression haute-fidélité. (a) apres 200A¢ (b) apres 600At (c) apres
900A¢
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FIGURE 6.6 — Champ de pression reconstruit avec 20 modes H-POD. (a) apres 200At (b)
apres 600A¢ (c) apres 900A¢
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FIGURE 6.7 — Champ de pression reconstruit avec 40 modes H-POD. (a) apres 200At (b)
apres 600A¢ (c) apres 900A¢t
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FIGURE 6.8 — Comparaison de la solution de référence avec les solutions reconstruites au
capteur situé en (—2,4). En noir trait plein : solution haute-fidélité, en tirets noirs : avec 20
modes POD, en tirets gris : avec 40 modes POD

enveloppes spatiales, correspondant a plusieurs sources placées dans le domaine de calcul,
peut aussi permettre de prédire & moindre coiit les interférences acoustiques (constructives,
destructives, phénomenes de ballotement etc).

6.5.2 Diffraction d’une impulsion acoustique par un profil aérodynamique

Nous effectuons maintenant la méme étude numérique mais avec un profil aérodynamique
incliné et en présence d’un écoulement de fluide parfait faiblement compressible. Le profil
aérodynamique est un profil NACA(0012 standard de centre de rotation (0.273,0) et incliné
de 2,89 ° dans la direction horaire. Le domaine de calcul est discrétisé a I'aide d’une grille
elliptique constituée de 251 points dans chaque direction £ et 7, ce qui induit un modele discret
de 252004 inconnues. Le champ stationnaire q est calculé a partir des équations d’Euler non
linéaires en introduisant un écoulement uniforme de vitesse s, = MyoCoo & 'amont du profil
avec Moo = 0.3, Coo = \/VPoo/Poos Poo = 10° Pa et ps = 1,2 kg.m~3. Le champ de pression
de la solution stationnaire est illustré sur I'image (a) de la figure 6.11. Nous avons effectué
50000 itérations temporelles en prenant At = 0.1368 x 1075 s (qui est toujours imposé par la
condition CFL) pour converger vers une solution stationnaire. Une perturbation acoustique
est ensuite placée en (—1.5,0). Cette perturbation définit une fois de plus la condition initiale
de la simulation. La simulation est alors exécutée pendant 5000 itérations ce qui permet
d’évacuer pratiquement toute ’énergie du domaine. Les clichés sont stockés tous les 25At.
La matrice de corrélation est donc de dimension 2002. La qualité de la reconstruction en
fonction du nombre de modes est ensuite illustrée sur la figure 6.12. On constate que 80
modes permettent de reproduire la diffraction introduite par le profil en trés bon accord avec
la figure 6.11 (b). Ce nombre de modes, relativement important, s’explique d’une part par la
longueur d’onde de 'onde réfléchie et d’autre part par la nécessité d’évacuer 1’énergie. Une
comparaison quantitative est aussi proposée sur la figure 6.13.

Une nouvelle fois, on peut effectuer une prédiction temps-réel pour des lois u(t) particu-
lieres. Le nombre de modes POD pour construire le systeme réduit est fixé a 80. Le champ de
pression est illustré pour les lois u(t) = sin(2000t) et u(t) = sin(6000¢) sur les images (b) des
figures 6.14 et 6.15 respectivement. Les images (a) des figures 6.14 et 6.15 montrent que le
systeme réduit prédit convenablement les solutions sur de nombreuses périodes. Les modeles
réduits ne présentent pas de problemes de stabilité. On observe un artefact en amplitude a
partir du moment ou la période de construction des modes est dépassée. L’amplitude est alors
légerement sous-estimée. Ce phénomene numérique s’explique par le fait que nous n’avons pas
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FIGURE 6.9 — Prédiction de la solution pour u(t) = sin(wt) avec w = 200 rad.—1. (a) Evolution
du champ de pression au capteur (—2,4) avec en noir la solution haute-fidélité et en tirets
gris la solution reconstruite a partir du systéme réduit (b) Visualisation du champ de pression
prédit.
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FIGURE 6.10 — Prédiction de la solution pour u(t) = sin(wt) avec w = 2000 rad.s~'. (a)
Evolution du champ de pression au capteur (—2,4) avec en noir la solution haute-fidélité et
en tirets gris la solution reconstruite a partir du systeme réduit (b) Visualisation du champ
de pression prédit.
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FIGURE 6.11 — (a) Champ de pression de I’écoulement stationnaire (b) Perturbation de pres-
sion apres 2500At
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FIGURE 6.12 — (a) Reconstruction du champ de pression apres 2500A¢ avec 40 modes (b)
Reconstruction du champ de pression apres 2500At¢ avec 80 modes
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FIGURE 6.13 — Comparaison de la solution de référence avec les solutions reconstruites au
capteur situé en (0.5,0.5). En noir trait plein : solution haute-fidélité, en tirets gris : avec 40
‘H-modes POD, en croix noirs : avec 80 H-modes POD
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FIGURE 6.14 — Prédiction de la solution pour u(t) = sin(wt) avec w = 2000 rad.s~!. (a)
Evolution du champ de pression au capteur (0.5,0.5) avec en noir la solution haute-fidélité
et en gris la solution reconstruite a partir du systéme réduit (b) Visualisation du champ de
pression prédit.

considéré un intervalle temporel de construction des modes suffisamment important.

6.5.3 Déformation d’un segment de paroi dans un écoulement uniforme

Il s’agit maintenant de valider le code de calcul réduit en présence de paroi mobile. La premiere
configuration de calcul consiste en un écoulement uniforme @ = 0.5¢y sur une plaque plane.
La plaque subit une petite déformation parabolique verticale définie de fagon analytique par
I’expression

ny = (1—2*/16)u(t), —4<z<4 (6.105)

La situation est illustrée sur I'image (a) de la figure 6.16. Dans ces conditions, la loi de
transpiration est simplement égale a

F(n, ) = (0,a(t)n, + u(t)adn,)”. (6.106)

Le domaine de calcul est discrétisé avec 300 points dans chaque direction spatiale. L’approxi-
mation numérique des modes de plus forte controlabilité (pour le produit scalaire basé sur le
symétriseur) nécessite de résoudre deux problémes aux valeurs initiales. Les deux conditions
initiales sont définies a partir des enveloppes spatiales discrétes associées aux deux lois de
controle u(t) et u(t). Ces deux enveloppes spatiales proviennent du terme source de transpira-
tion discret exprimé par la relation (6.77). En pratique, de tels problemes aux valeurs initiales
sont mal posés d'un point de vue numérique car les enveloppes spatiales du terme source de
transpiration discret ont un support spatial ponctuel. De ce fait, les fronts d’onde sont trop
brutaux pour espérer pouvoir construire des systemes réduits. Afin de contourner ce probleme,
les problemes aux valeurs initiales sont remplacés par des problemes forcés. Pour ce faire, on
définit un terme source de type bu(t) en prenant comme loi u(t) une gaussienne définie par

u(t) = elt=t)*/¥, (6.107)

Il faut alors bien ajuster les deux parametres tg et b en fonction de la gamme de fréquences
désirées [280]. Nous prenons ici comme parametres to = 300At et b = 1072, L’'impulsion gaus-
sienne ainsi définie est illustrée sur I'image (b) de la figure 6.1. Le probleme forcé est alors

X 10™
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FIGURE 6.15 — Prédiction de la solution pour u(t) = sin(wt) avec w = 10000 rad.s~!. (a)
Evolution du champ de pression au capteur (0.5,0.5) avec en noir la solution haute-fidélité
et en gris la solution reconstruite a partir du systéme réduit (b) Visualisation du champ de
pression prédit.

simulé pendant 1500At avec At = 8.94 x 1075 s. Les clichés sont sauvegardés tous les 10At
a partir de t; = 50At ce qui donne au total 145 clichés. Nous essayons ensuite de reproduire
cette simulation haute-fidélité a partir du modele réduit. Nous avons rencontré un probléeme
numérique qui n’existait pas lorsque la paroi était fixe. Le modele réduit, construit avec des
schémas aux différences finies centrées dégradées au voisinage de la paroi s’est révélé comple-
tement instable. Ce probleme est suggéré sur I'image (a) de la figure 6.17. Le modele réduit
est d’autant plus instable en augmentant le nombre de modes. De plus, un écart important en
amplitude est observé. Ces problemes numériques sont directement liés a la non-homogénéité
des conditions aux limites de transpiration. Il est bien connu, en théorie, que les modes POD
vérifient les conditions aux limites homogenes. C’est en effet le cas lorsque les parois sont
fixes. En revanche, il est bien plus compliqué de prendre en compte des conditions aux limites
non homogenes. Ce point a par exemple été récemment discuté par Placzek [210]. Cependant,
I’écriture du modele haute-fidélité dans le formalisme du controle devrait éviter ce probleme
naturellement puisque le caractere non-homogene des conditions aux limites est reporté dans
le terme source de transpiration. En réalité, 'erreur que nous avons commise au moment
de la construction du modele réduit est d’ordre informatique. En effet, la matrice réduite a
été construite comme si les composantes de vitesse de transpiration étaient inconnues a la
paroi. Or, ces composantes sont imposées et ne doivent donc pas étre introduites d’une part
au moment de la construction de la matrice de corrélation (sous peine d’augmenter ’énergie
du systéme) et d’autre part au niveau des deux projections gauche et droite pour former la
matrice réduite. Le fait de conserver les composantes de vitesse imposées a la paroi induit
le probleme de non homogénéité des conditions aux limites. D’un autre coté, lorsqu’elles ne
sont pas conservées, tout se passe comme si la paroi était fixe. Il a aussi été nécessaire d’ap-
pliquer des schémas aux différences finies décentrées sur 11 points au voisinage de la paroi de
maniere a augmenter le support spatial de la loi de transpiration. Ces deux modifications ont
permis d’obtenir un systéme réduit stable comme le montre I'image (b) de la figure 6.17. Un
léger écart en amplitude est observé. Il est difficile de I'expliquer. Il ne s’explique pas par un
manque de modes car on converge vers une solution quand on augmente le nombre de mode
(les courbes se superposent). Nous pensons qu’il est lié aux filtres numériques appliqués dans
le domaine de calcul et au voisinage de la paroi. En effet, la matrice réduite est construite
sans aucun filtre alors que le modele haute-fidélité n’est fonctionnel qu’avec des filtres sous
peine de diverger rapidement a la paroi. Pour terminer, on exploite le modele réduit avec
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FIGURE 6.16 — (a) Configuration de calcul (b) Définition de I'impulsion gaussienne temporelle

une loi de controle de la forme u(t) = sin(wt). Le modele réduit ne pose pas de probleme de
stabilité comme le suggere les courbes sur l'image (a) de la figure 6.18. On retrouve 1’écart en
amplitude comme prévu.

6.5.4 Rotation d’un profil NACA0012 en écoulement subsonique

Dans ce cas-test, la configuration de calcul est identique a celle de la section 6.5.2 décrite
plus haut. La perturbation est engendrée par un petit mouvement de rotation rigide du profil
aérodynamique. Afin de calculer les modes de plus forte controlabilité pour le produit scalaire
basé sur le symétriseur, il est nécessaire de résoudre deux problemes aux valeurs initiales.
La premiere condition initiale est donnée par l’enveloppe spatiale bs associée a la loi a(t).
La seconde condition initiale est donnée par 'enveloppe spatiale bg associée a la dérivée
temporelle &(t). Ces deux enveloppes spatiales proviennent du terme source de transpiration
discret exprimé par la relation (6.77). La résolution de ces deux problémes aux valeurs initiales
ne peut étre effectuée pour la méme raison que dans le cas de la plaque déformable. Ils sont
donc a nouveau remplacés par la résolution d’un probleme forcé en définissant une impulsion
gaussienne temporelle. L’impulsion gaussienne est définie en prenant ici comme parametres
b=1073 et tog = 1000At avec At = 2.052 x 107% s. 11 est illustré sur 'image (a) de la figure
6.19. Pour simplifier, on construit le modele réduit seulement avec I’enveloppe spatiale associée
a &. Le probleme forcé est résolu pendant 7000At¢. Les clichés sont sauvegardés tous les 25At¢
a partir de t1 = 250A¢, ce qui induit une matrice de corrélation de 280 clichés. La matrice
réduite est construite en utilisant le schéma aux différences finies sur 11 points au voisinage de
la paroi pour s’affranchir du probleme de stabilité existant avec les schémas centrés dégradés.
Sur I'image (b) de la figure 6.19, la construction de la matrice réduite avec seulement 15 modes
n’est pas suffisant pour reproduire correctement la solution haute-fidélité. Avec 30 modes en
revanche, la superposition est pratiquement parfaite. On observe toujours un minime écart en
amplitude qui peut encore s’expliquer par le fait qu’on n’introduit pas de filtres a 'intérieur du
domaine de calcul et au voisinage des parois au moment de la construction du systeme réduit.
Ces résultats quantitatifs sont aussi illustrés sur les figures 6.20, 6.21 et 6.22 dans lesquelles
on visualise ’évolution du champ de pression a trois instants différents. En particulier, avec
15 modes on observe bien un manque d’énergie pour reproduire correctement les solutions de
référence. Pour conclure, quelques prédictions pour des lois de controle a(t) = sin(wt) sont
illustrées sur les derniéres images de la figure 6.23.

0.2
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FIGURE 6.17 — Influence des schémas aux différences finies au voisinage de la paroi, comparai-
son des champs de pression obtenus au capteur (4, 3). (a) Construction de la matrice réduite
avec des schémas centrés a la paroi. En noir : solution haute-fidélité, en gris : solution recons-
truite avec 10 H-modes POD, en tirets noirs : solution reconstruite avec 15H-modes POD,
en tirets gris : solution reconstruite avec 20 H-modes POD (b) Construction de la matrice
réduite avec des schémas décentrés sur 11 points a la paroi. En noir : solution haute-fidélité,
en gris : solution reconstruite avec 10 H-modes POD, en tirets noirs : solution reconstruite
avec 20 H-modes POD, en + noirs : solution reconstruite avec 60 H-modes POD
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FIGURE 6.18 — Prédiction de la solution pour la loi de controle u(t) = sin(wt) avec w = 400
rad.s™!. (a) Evolution du champ de pression au capteur (4, 3) avec en noir la solution haute-
fidélité et en gris la solution reconstruite a partir du systeme réduit (b) Visualisation du champ
de pression prédit apres quelques périodes.
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FIGURE 6.19 — (a) Définition de I'impulsion gaussienne temporelle (b) Comparaison de la
solution haute-fidélité avec les solutions reconstruites au capteur situé en (0.5,0.5). En noir :
solution de référence, en gris clair : avec 15 H-modes POD, en gris foncé : avec 30 H-modes
POD.

FIGURE 6.20 — Visualisation du champ de pression haute-fidélité a différents instants. (a) apres
2000At (b) apres 3000At (c) apres 4500At
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FIGURE 6.21 — Visualisation du champ de pression reconstruit
apres 2000At (b) apres 3000At (c¢) apres 4500A¢

FIGURE 6.22 — Visualisation du champ de pression reconstruit avec 30 H-modes POD. (a)
apres 2000At (b) apres 3000At (c) apres 4500A¢
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FIGURE 6.23 — Visualisation du champ de pression prédit pour la loi de controle u(t) = sin(wt).
(a) avec w = 2000 rad.s~! (b) avec w = 4000 rad.s~! (c) avec w = 6000 rad.s~*



Chapitre 7

Conclusion générale et perspectives

Dans ce manuscrit de these, les principales problématiques théoriques et pratiques associées
a la construction de modeles réduits numériques ont été exposées. Il s’agit de représenter a
moindre cout I’évolution de petites perturbations compressibles au sein d’un écoulement. On a
choisi de modéliser ces petites perturbations a ’aide des équations d’Euler linéarisées qui sup-
posent que les effets thermiques et visqueux n’influent pas, en premiere approximation, sur leur
évolution. Ce choix a été principalement motivé par la nature linéaire du modele, permettant
de travailler dans un cadre théorique plus riche. D’une maniere générale, les modeles fluides
linéarisés présentent la grande particularité mathématique d’étre non symétriques et d’étre de
dimension tres importante, ce qui limite considérablement le nombre de méthodes de réduc-
tion exploitables. Les équations d’Euler linéarisées ont été formulées en variables primitives de
fagon a mettre en évidence les termes qui peuvent étre a I'origine d’une croissance transitoire
de I'énergie. Grace a cette écriture particuliere, une petite modification des équations d’Euler
linéarisées a été proposée pour controler cette croissance énergétique dans certaines situations
physiques et numériques critiques (en présence d’une instabilité convective par exemple).

Les travaux menés pendant ces trois années de these ont permis de mieux comprendre les
différentes problématiques numériques qui émergent lorsqu’un systéeme numérique réduit est
construit a partir d'un systeme d’équations hyperboliques. En particulier, le probleme de la
stabilité des modeles réduits émerge a cause de la non symétrie du modele physique discret.
Une grande partie du mémoire a par conséquent été dédiée a I'analyse de l'influence de dif-
férentes projections sur la stabilité et 'optimalité des modeles réduits construits a partir des
équations d’Euler linéarisées. On a rappelé que la stabilité du systéeme réduit est assurée a
condition que le profil d’énergie standard du modele réduit soit monotone et décroissant. De
plus cette décroissance monotone est directement reliée a I’équation algébrique de Lyapunov.
Lorsque toutes les inconnues sont observées, les études numériques effectuées ont permis de
constater que l'application de la méthode POD basée sur le gramien d’observabilité (ou de
maniere équivalente la méthode balanced-POD) est moins bien adaptée que celle basée sur le
symétriseur. Par ailleurs, en présence de croissance énergétique, la méthode POD construite
a partir d’un produit scalaire arbitraire se révele incapable de maintenir la stabilité du mo-
dele réduit sur des intervalles de temps finis. La nature antisymétrique des équations d’Euler
linéarisées nous a amené a développer une nouvelle méthode de projection stabilisante ba-
sée sur la construction d’un systeme dynamique anti-symétrique qui fait intervenir le modele
anti-adjoint. Cette méthode est plus générale que la méthode POD dans la mesure ou elle est
capable de construire un modele réduit stable sur des intervalles de temps finis méme si ’éner-
gie discréte est susceptible de croitre. La méthode proposée est équivalente a la méthode POD
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seulement dans le cas ou la matrice est antisymétrique voire antisymétrisable. L’influence des
conditions aux limites et du nombre de Mach a aussi été discutée, en particulier dans le cas
d’écoulements de base uniformes. Il a notamment été montré que la moindre réflexion numé-
rique non physique peut déstabiliser le modele réduit. C’est par exemple le cas en présence de
conditions aux limites de non réflexion. Une méthode, basée sur la résolution des équations de
Lyapunov pour la matrice réduite, a par ailleurs été introduite afin d’améliorer I'optimalité et
la stabilité du modele réduit & moindre cotit.

Pour terminer, les techniques de réduction de modele ont été mises en oeuvre dans un code
de calcul industriel. L’objectif est essentiellement d’étre capable de prendre en compte des
géométries complexes. Pour ce faire, une méthode de construction intrusive du modele réduit
a été développée de maniere a respecter au mieux une bonne partie des ingrédients numériques
du modele haute-fidélité. La prise en compte de parois mobiles a aussi été présentée. 1l a été
choisi de modéliser la mobilité des parois a partir des lois de transpiration qui permettent
d’éviter de manipuler un domaine de calcul variant au cours du temps. La construction de
modeles réduits en présence de conditions de transpiration a initialement posé des difficul-
tés car c’est par définition une condition aux limites non homogene. Son intégration dans le
formalisme du controle a permis d’améliorer considérablement les résultats numériques. Fi-
nalement, le modele réduit a été exploité pour prédire a moindre cott la réponse du systeme
lorsque par exemple la fréquence et/ou 'amplitude de la loi de contréle varie.

On propose dans ce qui suit quelques perspectives a ce présent travail. L’application de
prédilection envisagée concerne le traitement a moindre cotit des problemes aéroélastiques.
Dans ce mémoire, tous les éléments nécessaires a une telle application ont été introduits. Il ne
reste plus qu’a introduire un modele de structure pour finaliser le couplage aéroélastique. Une
étude de sensibilité aux parametres de la structure pourrait alors étre réalisée directement
a partir du modele réduit couplé. On s’intéresse par exemple a détecter les phénomenes de
mistuning. Il s’agit d’analyser rapidement l'influence des imperfections de conception sur le
comportement vibratoire de la structure d’intérét. Ce type de probléme peut survenir dans
les installations de type turbine dans lesquelles la moindre imperfection de matériaux ou de
symétrie cyclique peut générer des comportements vibratoires indésirables. Une telle analyse
de sensibilité demande de balayer un grand nombre de valeurs des différents parametres de la
structure. Cela ne peut s’envisager qu’avec des modeles réduits.

D’un point de vue pratique, il est important de se rappeler que le développement de modeles
réduits repose sur la construction préalable d’un modele numérique dit haute-fidélité. La pre-
miere étape est donc de s’assurer que le modele numérique de référence soit bien posé. En 1’état
actuel des recherches, il reste malheureusement difficile de construire un modele numérique
irréprochable dans le contexte des équations d’Euler linéarisées ou plus généralement des mo-
deles de fluides compressibles. En particulier, la définition de parfaites conditions aux limites
de non réflexion, la discrétisation spatiale au voisinage des conditions aux limites de paroi
et absorbantes ou encore la prise en compte de géométries complexes posent encore de nom-
breux problemes numériques (réflexions non physiques, oscillations maille & maille, mauvaises
interpolations, etc). Ces imperfections numériques du modele haute-fidélité ne permettent pas
d’appliquer rigoureusement certains éléments théoriques qui assurent par exemple la stabilité
du modele réduit. Il est notamment crucial d’étre capable de construire un modele numérique
de référence stable si ’écoulement de base est physiquement stable. Or, cette propriété n’est
pas toujours respectée ou difficilement vérifiable au regard de la complexité des procédures
numériques intégrées dans les codes de calcul pour pouvoir simuler des écoulements sur des
configurations complexes. Par ailleurs, les modeles linéaires sont extrémement sensibles a tout
défaut numérique puisque ces derniers peuvent a leur tour devenir des sources de perturba-
tions pour le modele physique. Un axe de recherche important concerne donc ’amélioration
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des modeles numériques de référence pour simuler 1’évolution des perturbations. C’est im-
portant car les modeles réduits numériques héritent d’une grande partie de leurs ingrédients
numériques comme on ’a déja mentionné.

Dans ce mémoire, on s’est limité aux équations d’Euler linéarisées. Ces équations supposent
les effets thermiques et visqueux négligeables sur I’évolution des perturbations. Ces effets
deviennent cependant importants si on souhaite prendre en compte des phénomenes plus
complexes pouvant se produire par exemple au niveau de la couche limite. C’est notamment
le cas des phénomenes de décrochage qui correspondent a une perte brutale de la portance
due au décollage de la couche limite. Il serait par conséquent intéressant d’étendre tout le
travail effectué dans ce mémoire au systeme d’équations de Navier-Stokes compressible linéa-
risé (visqueux et anisotherme). En particulier, on comparerait le produit scalaire basé sur le
symétriseur avec la nouvelle méthode de stabilisation, les deux approches pouvant étre com-
binées avec la méthode d’amélioration par ailleurs. Avec un tel modele, on devrait observer
des écarts de performance plus importants entre les deux projections. En effet, la viscosité
peut jouer un role moteur dans la croissance énergétique des perturbations. La contribution
éventuelle des valeurs propres négatives impliquées dans la projection stabilisante devra aussi
étre analysée davantage. On pourrait aussi tester le produit scalaire basé sur le symétriseur
sur les équations de Navier-Stokes non linéaires. Dans le domaine non linéaire, les problemes
de stabilité sont encore plus critiques que dans le cas linéaire. La compréhension de la stabi-
lité des modeles réduits linéaires reste cependant le point de départ pour espérer améliorer et
éviter les problemes numériques qui surviendront dans le domaine non linéaire. L’extension
de la méthode de stabilisation dans le domaine non linéaire semble par contre plus délicate a
mettre en oeuvre car il est difficile d’y définir une notion de modele adjoint sans passer par
une procédure de linéarisation.

Pour terminer, on rappelle que les applications recherchées sont tres nombreuses puisqu’il
s’agit d’effectuer & moindre colt toute expertise numérique (analyse paramétrique, controle,
optimisation, etc). Si on souhaite tendre vers de telles utilisations dans des codes industriels
dédiés a la simulation des écoulements compressibles, il faut étre capable de construire des mo-
deles réduits numériques qui soient par exemple valables sur une gamme entiere de parametres
d’étude. Cette problématique a été brievement introduite dans le mémoire. A I'heure actuelle,
on sait construire des modeles réduits fiables lorsque la dépendance paramétrique est affine.
Il est en revanche tres difficile d’en construire si le modele discret ne peut pas se décomposer
de facon linéaire par rapport a ses parametres. C’est par exemple le cas des modeles linéarisés
en présence d’écoulements de base non uniformes.



Annexe A

Construction de modeles réduits numériques
non linéaires

Introduction

Dans le cas des modeles mathématiques non-linéaires, il n’existe pas de techniques générales
et la littérature est tres vaste sur ce sujet. Par ailleurs, la majorité des approches existantes
sont mal comprises, bien moins maitrisées en théorie que dans le cas linéaire. Il est notamment
difficile d’identifier des espaces invariants en temps. Il s’agit dans un premier temps d’iden-
tifier la nature et I'importance des non linéarités du systeme envisagé. Les mathématiciens
essayent généralement de simplifier, de traiter préalablement la fonctionnelle non linéaire pour
se ramener a un probleme linéaire voire bilinéaire. On est amené a introduire la notion de mo-
dele fortement ou faiblement non linéaire. Il est alors parfois possible d’exploiter a nouveau
les méthodes de réduction linéaires présentées dans le premier chapitre. La majorité des mé-
thodes de réduction non linéaires existantes sont d’ailleurs principalement des extensions des
méthodes de réduction linéaires. Il nous semble important de séparer la phase de traitement
de la fonctionnelle non linéaire (son approximation) de la phase de réduction numérique a pro-
prement parler. Dans un premier temps, nous verrons comment construire un modele réduit
non linéaire des lors qu’on connait un espace réduit. Nous présenterons ensuite les principales
manieres d’approcher des non linéarités, en particulier les différentes formes de linéarisation.
Enfin, les principales méthodes de réduction non linéaires seront introduites tres brievement.

A.1 Construction d’un modele réduit non-linéaire

Comme dans le cas linéaire, un modele réduit peut étre construit soit par méthode de tron-
cature, soit par méthode de résidualisation et a partir du modele semi-discrétisé spatialement
(systeme d’EDOs) ou a partir du modele primitif d’EDPs. Le principe de construction par
résidualisation ou par troncature est identique au cas linéaire. Nous nous limiterons ici a pré-
senter I'extension de la méthode de troncature au cas non linéaire. Cette approche reste en
effet la plus exploitable pour traiter des problemes de grande dimension. Supposons, pour
fixer les idées, que le systeme non-linéaire s’écrive sous la forme semi-discrete

f(x(t)) + Bu(t)
y(tg = Cx(t) ) (A-1)

M
—~~
~
N—

= XO
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Les notations employées sont identiques au cas linéaire et ne sont pas a nouveau décrites.
L’application de la matrice A sur le vecteur inconnu x est remplacée par I’application d’une
fonction non linéaire f sur le vecteur x. L’objectif est alors de construire un systéeme non
linéaire réduit de la forme

x,(t) = f.(x.(t)) + Bru(t)
Y(t) = Cx, (t) . (A72)
Xr (tO) = Xor

Les principales étapes formelles de construction du systéme réduit non-linéaire seront les
suivantes :

e construire l'espace d’approximation & droite V, = (¢1, ..., @), V, € R™*" tel que x ~
V.,x, ou les ¢; dénotent les fonctions de base globales directes;

e substituer 'approximation V,x, dans le modele complet (A—1);
e le systeme obtenu est alors sur-déterminé;

e construire ’espace de projection a gauche W, = (11,...,1,) ou les 1p; dénotent les
fonctions de base globales adjointes ;

e projeter W,. sur le systeme sur-déterminé;

e obtenir le systeme réduit (A-2) de dimension 7 avec f.(x,) = (WIV,)"'WTf(V,x,) ,
B, = (WIV,)"'WIB, C, = CV, ou I'exposant T dénote toujours la transposée de la
matrice ;

e résoudre le systeme réduit d’équations ordinaires par une méthode d’intégration tempo-
relle avec pour condition initiale réduite xq, = (WI'V,)"'WTIxy;

e obtenir la solution originale du modele complet en projetant la solution réduite x(t) ~
V,x,(t).

Ces différentes étapes de construction sont similaires au cas linéaire. Le principal challenge
reste encore la construction des deux sous-espaces V,. et W,.. Il existe par contre une nouvelle
difficulté dans la construction du systéme réduit qui repose sur 1’évaluation du terme f(V,x;)
une bonne fois pour toute. En effet, formellement, I'intégration temporelle du systeme réduit
demanderait & chaque pas de temps de reconstruire la fonctionnelle réduite f,.. Une telle
démarche serait bien trop cotiteuse puisqu’il serait nécessaire de projeter le modele complet
a chaque pas de temps. Le systeme dynamique réduit doit pouvoir étre construit une bonne
fois pour toute avant son intégration temporelle. Cette problématique a été discutée par
exemple par Lucia [174]. Dans le cas linéaire, ce probléme n’était pas rencontré, la matrice
réduite A, pouvant étre formée une bonne fois pour toute au préalable de toute simulation
réduite. Le premier objectif dans la construction d’un modele réduit est donc d’étre capable
d’exprimer le terme non linéaire réduit f('V,x,) une bonne fois pour toute et avec un coiit
de construction raisonnable. Les techniques de construction discretes requierent un effort
algorithmique qui peut étre tres important. Cette difficulté est illustrée formellement dans le
cas d’une fonctionnelle quadratique a l’aide de deux approches : une approche matricielle et
une approche polynémiale.

A.1.1 Meéthode matricielle

La fonctionnelle non linéaire est exprimée sous la forme

£(x)(t) = > @i()Qix(1) (A-3)
i=1
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oil maintenant les matrices Q; sont indépendantes de x = (x1,...,x,)T. Sous cette forme,
il y a autant de matrices a construire qu’il y a d’inconnues. En appliquant une projection
biorthonormale, pour simplifier, la fonctionnelle réduite est calculée une unique fois a ’aide
de I'expression

n

fr(xr) = Z(Vixr(t))ngiVTXr (A-4)

i=1

ot V& est la i-eme ligne de V.. Le principal coiit de construction est le calcul des matrices
WZQZ'VT. Bien qu’il y ait autant de matrices W?inr que d’inconnues, les matrices Q; sont
extrémement creuses. Elles ne contiennent que quelques termes non nuls donc les produits
peuvent étre effectués tres rapidement en utilisant un stockage creux de type Morse. Le prin-
cipal inconvénient de cette approche est I'effort algorithmique que nécessiterait la construction
et le stockage convenable de toutes les matrices Q);.

A.1.2 Méthode de projection polynomiale

Le principe de cette méthode est de construire le modele réduit termes a termes plutot que
sous forme matricielle. Un modele quadratique discret peut s’écrire en toute généralité pour
chaque inconnue

xk_z ij 2 ] (A75)

Apres quelques calculs, chaque k-eme inconnue réduite z,, est donnée par :

=2 | Do MW VaVip | 2y, (A—6)

l’p m Z?]

Cette méthode nécessite le calcul de la triple somme (3, ; J/\/' WiumViVjp) et le stockage
de [ X p x n coefficients réduits. Une centaine de fonctions de base globales nécessiterait
donc 108 coefficients réduits & stocker en mémoire. L’approche polynémiale peut étre étendue
formellement sans difficulté pour des non linéarités d’ordre plus élevé. Pour s’affranchir de
cette difficulté, il est cependant plus courant de construire le modele réduit en revenant au
modele primitif d’équations aux dérivées partielles dans la mesure du possible. En dynamique
des fluides, c’est 'approche classiquement retenue.

A.2 Approximation des non-linéarités

De maniere générale, la simplification des termes non-linéaires est opérée a ’aide d’un dévelop-
pement de Taylor autour d’un point de référence x( (point d’équilibre, point stationnaire...).
La qualité de I’approximation dépendra du caractere plus ou moins marqué de la non-linéarité
et de 'ordre du développement. Cette simplification nécessite le calcul de la valeur de référence
dans un premier temps. Classiquement, un développement de Taylor a I'ordre 2 de f est de la
forme :

f(x) = f(x0) + VEf(x0)(x —x0) + %(x — x0)H(x0)(x — %0) + - ... (A-T)

ou Vf(xg) dénote la jacobienne de f au point de référence et H(xg) la hessienne de f autour de

o (tenseur si f est un vecteur). A lordre 1, on parle de linéarisation et & I'ordre 2 de bilinéa-
risation par exemple. Un systeéme est dit faiblement non-linéaire (weakly non-linear system)
s’il est possible de simplifier la fonctionnelle non-linéaire par développement asymptotique
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(par exemple développement de Taylor) de faible ordre (inférieur & 2 ou 3 en général). On ne
conserve typiquement que les termes quadratiques ou cubiques. C’est la raison pour laquelle
on peut trouver dans la littérature une distinction entre la réduction des systemes faiblement
non-linéaires et celle des systémes fortement non-linéaires.

A.2.1 Meéthodes de linéarisation

On distingue principalement 4 types de linéarisation :
e la linéarisation classique (autour d’un unique point) ;
e la linéarisation par morceaux (autour de plusieurs points) ;

e la linéarisation en cascade (résolution d’une succession de problemes linéaires interdé-
pendants) ;

e la linéarisation par interpolation.

A.2.1.1 Linéarisation classique

Le principe de cette méthode est de décomposer les inconnues en une partie principale (état
stationnaire par exemple) et une partie fluctuante (petites perturbations). On néglige ensuite
tous les termes d’ordre strictement supérieur a 1. Une fois le systeme linéarisé, on applique les
méthodes de réduction des systémes linéaires. En dynamique des fluides par exemple, cette
méthode de linéarisation est restreinte & des études pour des écoulements fluctuants autour
d’un régime stationnaire (fluctuations de faible amplitude). Le procédé de linéarisation ne peut
pas reproduire les chocs qui peuvent se former dans les écoulements compressibles. En effet,
en théorie mathématique, seul le caractere non linéaire est capable d’engendrer des solutions
discontinues partant de conditions initiales continues; alors que le caractere linéaire conserve
la régularité d’une condition initiale (au mieux il conserve le nombre de chocs initials mais
n’en crée pas de nouveaux).

A.2.1.2 Linéarisation en cascade

Cette linéarisation est obtenue par perturbation des inconnues (voir par exemple [30]). Le
principe général est d’identifier un parametre A tel que le probleme soit soluble quand on
connalt la solution pour une valeur particuliere \g. La solution globale peut étre étudiée par
une analyse globale autour de A\g. Une solution perturbative est construite a 1’aide d’une
analyse locale au voisinage de Ao comme une série en A :

£(x) = (%) + (A — Ao)FL(X) + oo + (A — Ag) " En (%) + ... (A-8)

Ces séries sont appelées séries de perturbation. L’avantage de cette écriture réside dans le
fait que f,(x) peut étre calculé connaissant fy(x), ..., f,—1(x) des lors que le probléme est so-
luble pour \g. Si A est proche de Ao, f(x) devrait étre bien approchée avec seulement quelques
termes de la série. Les développements asymptotiques sont un cas particulier des séries de per-
turbation. Le principale probléeme de ces développements est qu’ils divergent dans la plupart
des cas. Il est alors nécessaire de développer et d’utiliser des techniques sophistiquées afin de
“sommer” des séries divergentes, d’une part, et d’accélérer la convergence des séries lentement
convergentes d’autre part (en effet I'accélération de la convergence implique une réduction
du nombre de termes de I'approximation de la solution f). On peut améliorer la convergence
en utilisant les approximants de Padé. On distingue les problemes de perturbation réguliere
ou singuliere. Les perturbations régulieres s’écrivent comme un développement en séries des
puissances de A contrairement aux perturbations singulieres. Les méthodes de perturbations
permettent de se ramener a la résolution de plusieurs systemes linéaires en cascade. Le terme
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“cascade” signifie que la résolution d’un systeme linéaire de rang ¢ dépend des solutions des
systemes linéaires de rang strictement inférieur a 1.

XMy = Y NEP)xD (A-9)

k+l=n

Le parametre A peut par exemple étre le temps ¢ ou encore un parametre du modele. Par
exemple, dans les travaux de Razafindralandy [215], le parametre de controle est le temps.
Une étude sur le rayon de convergence de la série temporelle a été menée et une méthode
de resommation de Borel-Laplace est utilisée pour accélérer la convergence. Dans le cas des
systeémes controlés, on considere des entrées de la forme au(t) avec « un scalaire arbitraire. Le
parametre « est alors exploitée pour le développement de la série de perturbation. Le vecteur
d’état perturbé s’écrit donc :

x(t) = ax1(t) + a®xa(t) + a’x3(t) + . .. (A-10)

Ensuite, on se rameéne classiquement au traitement de multiples systémes linéaires. Cette
approche a été introduite par Phillips [205, 206]. Elle reste limitée aux faibles non-linéarités.
Notons qu’il existe aussi les méthodes de linéarisation et de bilinéarisation de Carleman (voir
par exemple [227]). Les méthodes de linéarisation en cascade se limitent en général a de petites
variations autour des parametres de perturbation.

A.2.1.3 Linéarisation par morceaux

L’inconvénient des méthodes de linéarisation classique est qu’elles ne délivrent de bons résul-
tats qu’au voisinage du point de linéarisation. Le principe est de chercher les plus grands in-
tervalles temporels sur lesquels on peut linéariser les équations. On obtient ainsi un ensemble
de systemes linéaires valables sur chaque sous-intervalle. On découpe l'intervalle [tg,t¢] =
Ul [ti, ti+1] tel que sur chaque sous-intervalle [t;,t;11] on puisse approcher f par f(x) = A;x.
Autrement dit, f est linéarisée a plusieurs dates sur une trajectoire. La linéarisation peut
étre réalisée autour de (¢;,x(t;)) ou autour de x(t;) si le systéme est autonome. Ce type de
linéarisation est employée en particulier dans la méthode de réduction prometteuse Trajectory
piecewise-linear [120, 218, 219] (acronyme TPWL).

A.2.1.4 Linéarisation par décomposition modale

Dans cette forme de linéarisation, on cherche & écrire 'opérateur non linéaire de la fagon
suivante :

Fx() = 3 buay(t) (A-11)
=1

Par exemple, si on s’intéresse au systeme dynamique %(t) = f(x(t)), une décomposition or-
thogonale propre de x(t) fournit directement ’approximation souhaitée.

A.2.2 Approximations particulieres

A.2.2.1 Séries de Volterra

Les théories de Volterra et de Wiener (voir par exemple [227, 240]) cherchent a décrire la rela-
tion entrée-sortie d’une fonctionnelle non linéaire. On commence par décomposer la solution :

x(t) = 3 x,(t) (A-12)
1=0
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o x¢(t) est la caractéristique statique du systéme. Chacun des termes est recherché sous la
forme de convolutions intégrales multidimensionnelles :

x;(t) = /_+OO e /_+OO b (1 mn)a(t — 71) ...ou(t — 7,)dry ... d7y (A-13)

Si n = 1, il s’agit d’une convolution standard (systeme linéaire). Si n = 2, il s’agit d’une
double convolution (non-linéarité d’ordre 2)... Le terme hy, (71, ...7,) est le noyau dynamique
de Volterra d’ordre n. Il correspond a des réponses impulsionnelles généralisées. On dit que
le systeme est causal si hy,(71,...7,) = 0 pour 7; < 0 pour tout j. Les noyaux ne sont plus
des invariants du systeme et dépendent du niveau d’excitation. On peut travailler sur la
représentation fréquentielle des noyaux de Volterra (transformée de Fourier ou Laplace). On
définit alors des fonctions de transfert non-linéaires. Les séries de Wiener (1958) sont une
extension des séries de Volterra. Il s’agit d’'un développement des noyaux de Volterra sur des
fonctions de base orthonormales comme par exemple les fonctions de Laguerre ou Kautz. En
pratique, la principale difficulté est la détermination des noyaux de Volterra (lorsque n > 2
essentiellement). Un certain nombre de méthodes d’identification des noyaux de Volterra ont
été publiées [239, 240] en particulier I’algorithme de Korenberg [48, 154, 186, (Fast orthogonal
Algorithm). Les séries de Volterra restent un outil de décomposition harmonique relativement
efficace mais limité a de faibles non linéarités (probleme de convergence de la série pour de
fortes non linéarités). Elles ne modélisent pas les bifurcations et les hystérésis. L’approximation
de Volterra a été couplée récemment avec la POD en vue d’applications en aéroélasticité
notamment [177, 249].

A.2.2.2 Equilibrage harmonique (Harmonic Balance Method)

Cette méthode est une extension des méthodes fréquentielles linéaires. Elle s’applique pour
les phénomenes périodiques. Pour fixer les idées, on considere le modele suivant :

Ou n OL(u)
ot ox

=0 (A-14)
Les principales étapes de I’algorithme sont les suivantes :

1. écrire la solution sous forme de série de Fourier avec un nombre d’harmoniques en temps
prédéterminées

u(z,t) m Y ea(a)e™ (A-15)
2. substituer 'approximation dans le modele primitif

u al - inwt
i Z inwen(x)e ; (A-16)
n=—N

3. le probleme instationnaire est transformé en un probleme stationnaire

dL(a)

2+ 5(@) = 0 (A-17)

N A ou
avec U = (¢p)n, S : vecteur terme source provenant de | — | ;

ot

4. manipuler algébriquement les équations pour regrouper les termes de méme fréquence ;
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5. on néglige éventuellement certaines composantes de fréquences supérieures ;
6. on suppose l'indépendance de chaque terme (process of balancing);
7. on résout un systeme algébrique pour déterminer les 2NV + 1 coefficients de Fourier ;

8. si c’est trop compliqué on prend une formulation pseudo-temps (probleme fortement non

linéaire)
ou  OL(a) s

Dans le domaine de I'ingénierie, et plus particulierement pour 1’étude des vibrations non-
linéaires (voir par exemple [71]), il est souvent requis de calculer des solutions périodiques d'un
systeme dynamique non-linéaire. Lorsqu’on s’intéresse a des problemes périodiques, on utilise
soit des méthodes d’intégration temporelle sur une période soit une décomposition en série
de Fourier temporelle. Cette derniere approche s’avere a priori moins colteuse et on peut
raisonner physiquement en terme de fréquences. La méthode pourrait étre appliquée pour
traiter des écoulements instationnaires non-linéaires périodiques [187] (régime d’écoulements
auto-entretenus). La méthode a aussi été introduite pour traiter des problemes aéroélastiques
dans loptique de simuler des cycles limites [58, 133, 262, 263, 264]. La méthode d’équilibrage
équilibrée serait limitée a de faibles non linéarités et a un petit nombres d’harmoniques. De
plus, il faut avoir une idée de la fréquence fondamentale du phénomene étudié. C’est souvent
le cas pour les problemes faisant intervenir des machines tournantes.

A.3 Réduction numérique des modeles non-linéaires

La premiere approche consiste a construire un modele réduit en s’appuyant sur les simplifica-
tions de la fonctionnelle non linéaire introduits dans la section précédente. Si aucune simplifica-
tion préalable des non linéarités n’est effectuée au préalable, on cherche a réduire directement
le modele non linéaire. Il s’agit alors sans nulle doute du cas le plus difficile. La littérature
sur les tentatives de réduction numérique des modeles non linéaires est tres vaste. Afin de ne
pas trop surcharger ce mémoire qui ne traite qu'un modele linéaire, nous ne présentons que
les principales méthodes dans la suite.

A.3.1 Reéduction des systémes linéaires non autonomes

Il s’agit d’étendre les méthodes de réduction linéaires au cas plus général des systemes linéaires
non-autonomes (an anglais Linear Time Variant - acronyme LTV). Les systemes non linéaires
peuvent se ramener a ces systemes en utilisant par exemple la technique de linéarisation par
morceaux. On trouvera des tentatives d’extension des méthodes équilibrées [60, 232, 233, 248,
272] et des méthodes d’identification des moments [201, 226, 232].

A.3.2 Méthode TPWL (Trajectory Piecewise-Linear)

1l s’agit d’approcher les matrices jacobiennes des fonctionnelles non linéaires qui dépendent
du temps par une combinaison pondérée de matrices constantes par morceaux. De ce fait
une séquence de systemes linéaires locaux sont utilisés pour engendrer un sous-espace réduit
global. Le modele TPWL final est construit comme une somme pondérée de systemes linéaires
locaux réduits [44, 120, 218, 219, 271]. Pour de fortes non-linéarités, la méthode nécessite un
nombre important de points de linéarisation. Il s’agit du principal inconvénient, ce qui implique
un nombre important de systemes linéaires donc un stockage qui peut devenir rapidement
insurmontable. La fonction poids qui induit la combinaison pondérée détermine 'influence du
i-eme systeme linéaire local sur le systéme global (poids de I’état courant a la date t;). La
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détermination des poids et des points de linéarisation reste peu évidente bien que la méthode
puisse s’appliquer méme pour des non linéarités fortes.

A.3.3 Méthodes équilibrées

On distingue la méthode équilibrée exacte et la méthode équilibrée empirique. Il n’existe pas
encore de méthode équilibrée générale pour les systemes non-linéaires. Il existe une théorie
exacte pour une classe particuliere de systéme non linéaire qui fut introduite par Scherpen
[236, 237, 238]. Scherpen considére les systémes controlés non linéaires et affines suivant :

() = £(x(1) +ex(®)u()
{yu) — h(x(1)) (A-19)

ou f, g et h sont des fonctions de classe C*° avec f(0) = 0 et h(0) = 0. La fonction énergie
de controlabilité est définie par

1 0
L. = min {u € L*(—00,0), x(—00)=0, x(0)=xq, 2/ Hu(t)\zdt} (A—20)
et la fonction énergie d’observabilité par
Lo=35 ; [y (t)[|7dt (A-21)

ou x(0) = xg et u =0 pour (¢ > 0). Ces deux fonctions d’énergie ne sont pas nécessairement
finies. En particulier, si le systeme est instable alors L, ne le sera pas. Dans le cas linéaire,
notons que ces fonctions énergie sont reliées aux gramiens par les relations suivantes :

1

L.(x0) = ixngglxo (A-22)
1 T
LO(XO) = §XO goXO <A723)

Si dans le cas linéaire il est possible de calculer les gramiens a partir des équations de Lyapunov,
il est en revanche difficile de calculer les fonctions d’énergie dans le cas non-linéaire. Si on
suppose que 'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable de f(x), on peut essayer
de résoudre les EDPs de Hamilton-Jacobi suivantes

Lo ) 1 SHT(0B(x) = 0. L(0) = 0 (A-24)
X X T X
b))+ L 20 g g () T g n0) =0 (A-25)

Dans le cas linéaire les équations de Hamilton-Jacobi se ramenent aux équations de Lyapunov.
Sous certaines conditions, Scherpen a montré qu’il existe une réalisation équilibrée des fonc-
tions d’énergie au voisinage de l'origine. Une méthode de réduction équilibrée identique au
cas linéaire pourrait alors étre appliquée. Malheureusement, il n’y a pas d’approche générale
pour déterminer la transformation des fonctions d’énergie et il n’y a pas de procédure pour
des systémes non-linéaires quelconques. D’autres études continuent a étre menées [110]. Une
méthode équilibrée empirique a été introduite par Lall et al. [155, 156, 157]. Les gramiens
empiriques pour les systemes non-linéaires sont introduits. Ils commencent par définir des
ensembles utiles a la construction des gramiens empiriques :

1. un ensemble de r matrices orthogonales (r le nombre de matrices pour la direction
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perturbée)

T"={T1,...., T, ; T, eR™, T/T;=1, i=1...1} ; (A-26)

2. un ensemble de s constantes positives (s est le nombre d’excitations différentes dans
chaque direction)

M={ci,....cs ; G€ER, ¢>0, i=1...s} ; (A-27)
3. un ensemble de p vecteurs unitaires standards

E" = {el, ..,€p 1 € € Rn} . (A*QS)

ou n représente le nombre d’entrées ou le nombre d’états. A partir de ces ensembles, les
gramiens empiriques sont définis. Le gramien de controlabilité empirique est défini par

oS5 [ oo

=1 m=11i=1

avec

®Um (1) = (xm (1) — gy (xim () — gmT @ilm(y) ¢ R (A-30)
ott X' (t) est 1’état du systeme correspondant & une entrée de type impulsion

u(t) =+ ¢, Tie0(t) (A-31)

et X, U sont les états et entrées moyens ou stationnaires. De méme, le gramien d’observabilité
empirique est défini par

— - - 1 > Ilm T lm nxn B
go_;g::lrsc%n/o T W ()T dt, ¥™(t) € R (A-32)
avec
() = (" () - 7T () - 3 (A-33)

ou y“m(t) est la sortie du systéme pour les conditions initiales xg = ¢, T;e; (avec entrée nulle
u = 0). On notera que cette définition ne nécessite pas la définition de ’adjoint en non linéaire.
Lall et al. ont montré que ces définitions sont cohérentes dans la mesure ou I'on retrouve la dé-
finition classique des gramiens linéaires. Le calcul de ces gramiens semble limité aux systemes
non linéaires affines, systémes pour lesquelles il est possible de calculer une réponse impul-
sionnelle. Ils sont dits empiriques car leurs calculs nécessitent des simulations numériques. Le
principal inconvénient repose sur la réalisation d’un grand nombre d’expériences (plusieurs
entrées, plusieurs conditions initiales et plusieurs sorties) pour construire la base. Le choix
des ensembles T et M n’est pas trivial. Lall et al. prennent par exemple 7" = {I,,, —1,} et
M dépends de considérations empiriques et heuristiques. La méthode fait toujours 'objet de
recherches fondamentales [73, 125].

A.3.4 Meéthode de réduction itérative

Il s’agit de construire le sous-espace réduit de maniere itérative. Ryckelynck [229] a proposé la
méthode a priori hyperreduction (acronyme APHR). C’est une méthode d’adaptation du mo-
dele de taille réduite de fagon a maitriser les résidus des équations de mouvement au cours de
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la résolution du probléme non-linéaire d’évolution. Le terme "a priori” signifie qu’aucun cal-
cul préliminaire n’est nécessaire pour commencer la résolution simplifiée (pas d’échantillonage
préalable). Le principe de la méthode est le suivant (cf. aussi figure A.1) :

1. initialiser le sous-espace avec un seul mode (typiquement on prend la condition initiale)
et orthonormaliser (par exemple ¢; = x°/||x"||);

2. construire le systéme réduit avec la premiere approximation U(t) ~ a;(t)¢1(x) et cal-
culer le premier coefficient temporel a;(t);

3. définir un critére d’erreur E, ;
4. estimer l'erreur commise par calcul d’un résidu bien défini;

5. enrichir la base (mise a jour) si le critere d’erreur n’est plus vérifié (maitriser les résidus)
i.e. rechercher un second mode ¢s ;

6. poursuivre 'algorithme en avancant dans le temps;

7. améliorer le sous-espace réduit si il contient trop de fonctions de bases en sélectionnant
les fonctions de forme les plus significatives;

8. continuer le processus.

Les deux opérations d’enrichissement (extension) et d’amélioration du sous-espace concernent
la phase d’adaptation ou d’actualisation du systeme réduit. La phase d’amélioration est réali-
sée avec la méthode POD. Grace a cette approche, on obtient un nombre optimal de fonctions
de forme. Le nombre de fonctions de forme est représentatif du nombre d’événements indépen-
dants (décorrélés) contenu dans 1’évolution de I’état du systeme. Or ce nombre d’événements
ne peut étre supérieur au nombre de pas de temps utilisés pour décrire I’évolution des variables
d’états (c¢f. méthode snapshot-POD). Pour enrichir I'espace réduit V., c’est-a-dire construire
espace réduit V,41, I'espace £"1) engendré par le sous-espace réduit V, de I’étape (n) et
Iespace de Krylov courant (™) (engendré par la matrice tangente J (") jacobienne du systéme
dynamique a 'itération temporelle courante, et le résidu R(”)) :

£ = v )y (A-34)

avec KW = {’R("),J(”)R("),J(”)Q”R(”), e ,J(”)mfl”R(”)}. L’espace L1 est ensuite ortho-
gonalisé (étape comparable a la méthode d’Arnoldi). Le sous-espace réduit enrichi V,4; est
ainsi construit. La méthode peut étre interprétée comme une méthode POD incrémentale.
En général, les modes POD sont valables seulement sur la période temporelle servant a leur
construction. Cette approche permettrait donc de poursuivre des calculs instationnaires. La
méthode a déja été testée en thermomécanique [229] et en mécanique des fluides [270]. La
construction itérative de la base implique qu’il y aura de plus en plus de fonctions de base
utiles. Si on souhaite construire un modele de faible dimension, il est donc nécessaire de cher-
cher & réduire ce nombre au fur et & mesure de la construction (phase d’amélioration). Par
ailleurs, I’étude d’un phénomene fortement instationnaire nécessiterait de nombreuses mises
a jour de 'espace réduit. Or, le calcul d’un résidu nécessite un cout de calcul pratiquement
identique a une itération temporelle du modele numérique non réduit. C’est la raison pour
laquelle, la méthode est certainement limitée aux phénomenes faiblement instationnaires. En
particulier, elle n’est pas adaptée pour traiter des phénomenes hyperboliques.

A.3.5 Méthode POD

La POD est probablement I’approche la plus populaire pour tenter de construire des modeles
réduits numériques issus de systemes dynamiques non linéaires. Typiquement, une simulation
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FIGURE A.1 — Principe d’une méthode itérative a priori

temporelle du systeme dynamique est effectuée et des solutions instantanées appelées "clichés”
(snapshots) sont retenues a certaines dates. A partir de ces données, une matrice de corrélation
a deux points est construite. L’opérateur associé est compact et auto-adjoint si bien qu’il existe
une base de vecteurs propres orthogonale. La procédure associée est linéaire. Ces vecteurs or-
thogonaux représenteront de maniere optimale la solution. La littérature sur la POD est tres
riche et présente dans tous les domaines (statistique, imagerie, mécanique...). Fondamentale-
ment, la méthode POD peut étre interprétée a la fois comme une méthode d’optimisation,
une méthode statistique, une méthode équilibrée, une méthode d’interpolation ou encore une
méthode énergétique. La méthode est d’ailleurs connue sous différentes appellations suivant
le domaine d’application ou I’époque :

e POD (Proper Orthogonal Decomposition)
e PCA (Principal Component Analysis)

e KLD (Karhunen-Loéve Decomposition)

Ces trois approches aboutissent a la méme formulation i.e. la recherche de vecteurs propres
d’un opérateur de corrélation spatiale ou temporelle. Cette recherche est effectuée par la ré-
solution d’un probleme aux valeurs propres (matrice carrée) ou par SVD pour les matrices
rectangulaires. On parle aussi de Empirical Orthogonal Function analysis. En tant que mé-
thode statistique, on peut citer plusieurs extensions de la PCA (donc de la POD) :

1. Generalized Hebbian algorithm (GHA) : d’un point de vue informatique, il peut étre
avantageux de résoudre un probleme aux valeurs propres par méthodes itératives sans
avoir besoin de calculer et de stocker la matrice de clichés directement. C’est particuliere-
ment utile lorsque la taille de la matrice est importante (mémoire nécessaire importante).
Parmi les méthodes itératives existantes de la PCA, la méthode GHA [234] est parti-
culierement intéressante car elle fournit non seulement une implémentation efficace en
terme de mémoire mais elle est aussi capable de s’adapter a des distributions qui varient
dans le temps.

2. Kernel principal component analysis (KPCA) : quand les données sont fortement
non linéaires, la PCA linéaire n’est pas capable de capturer le comportement associé.
KPCA [243] est une extension non linéaire de la PCA ;

3. des extensions multidimensionnelles de la PCA [246] : Generalized Low-Rank-Approzimation
GLRAM, 2DPCA, HOOIL. 1l s’agit d’éviter la vectorisation des variables multidimention-
nelles (en espace).

Pour s’affranchir de 'hypothese d’ergodicité, la méthode Biorthogonal decomposition (acro-
nyme BOD) a été proposée. Elle fut introduite par Aubry [18] dans le cadre de 1’étude des
signaux spatio-temporels et a été reprise récemment par Hemon [136, 137].
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En mécanique des fluides, la méthode POD a dans un premier temps été exploitée pour
analyser directement la phénoménologie d'un écoulement turbulent. Il s’agit d’analyser les
structures et les interactions élémentaires qui pilotent la turbulence développée (par exemple
les interactions entre les grandes et les petites échelles). La connaissance actuelle de la tur-
bulence postule I'existence de structures dites cohérentes au sein des écoulements complexes.
Historiquement, c’est Lumley qui a proposé en 1967 d’étudier ces structures cohérentes di-
rectement a partir des modes POD. L’idée d’employer des modes POD pour construire des
modeles réduits fluides est apparu plus tardivement. Elle a été introduite par Holmes et al
[31, 140]. La méthode s’est depuis fortement popularisée et la littérature sur le sujet est par-
ticulierement abondante. La principale motivation repose sur le fait que la méthode POD
capture I'essentiel de ’énergie avec trés peu de modes en général. A partir de cette propriété
énergétique, 'emploi des modes POD comme approximation des degrés de liberté, associé a
une projection de Galerkin du systéme dynamique, a été appliqué pour une grande variété
de problemes académiques (étude de la dynamique des structures cohérentes dans une couche
limite, dans une couche de mélange, autour d’un cylindre...). Le champ de vitesse est parfois
décomposé en deux contributions : un champ moyen et un champ fluctuant. Il est en effet sou-
vent observé que le premier mode POD s’apparente a 1’écoulement moyen, les modes suivants
contenant les fluctuations. Par ailleurs, ’écoulement moyen représente souvent I’essentiel de
I’énergie de 1’écoulement. Le modele réduit peut ainsi étre construit a partir du champ de
vitesse instantané ou fluctuant. La construction de systemes dynamiques réduits fluides pose
des difficultés pouvant étre de nature différente suivant la nature incompressible ou compres-
sible de ’écoulement. Dans le cas des écoulements incompressibles, se pose essentiellement la
maniere de traiter la pression. D’un autre coté, la réduction des modeles compressibles a été
bien moins étudiée. La construction du modele réduit fait apparaitre des termes polynoémiaux
cubiques ou des fractions rationnelles. Pour s’affranchir de cette contrainte, plusieurs solutions
ont été proposées comme 'utilisation d’un modele isentropique [225], ou encore I'ajout d’'une
équation portant sur le volume spécifique [273]. Enfin, la prise en compte d’éventuelles régions
choquées a été étudiée par Lucia [178]. Les régions avec et sans chocs sont séparées puis la
POD est appliquée seulement sur les régions non choquées, les régions choquées recevant un
traitement spécial. Lucia [175, 177] a aussi récemment proposé une méthode hybride POD-
Volterra pour traiter des problemes aéroélastiques. La projection de Galerkin ne garantit pas
I’obtention d’un systeme réduit stable. C’est en fait déja le cas pour les modeles fluides linéa-
risés comme on a pu le montrer dans la these. Rempfer [216] a par exemple prouvé que la
projection de Galerkin est instable pour les modes POD sur un exemple non linéaire simple.
Par ailleurs, dans le cas ou le modele réduit serait stabilisé, la convergence vers un état erroné
peut étre observé. La technique de stabilisation la plus répandue est basée sur I'introduction
d’une viscosité tourbillonnaire pour modéliser les petites échelles de la turbulence. La princi-
pale difficulté de cette technique réside dans la calibration de la viscosité. Une comparaison
des différentes techniques de stabilisation a été proposée par Gloerfelt [118]. Kalashnikova et
Barone [151] ont récemment proposé de stabiliser les modeles réduits, basés sur les équations
de Navier-Stokes, en conservant 'inégalité d’entropie dans le modele réduit. Ces travaux sont
treés prometteurs.
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