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Résumé 

 

 

Le système cardiovasculaire transporte et distribue des substances biochimiques, telles que 

l’oxygène ou les nutriments, aux cellules par le biais du sang. Celui-ci est mis en mouvement par le 

cœur, cet organe a donc un rôle de pompe qui peut envoyer le sang soit en direction des poumons par le 

ventricule droit, soit en direction des cellules du corps par le ventricule gauche. Pendant un cycle 

cardiaque, les ventricules passent par deux phases, la diastole (ou remplissage) puis la systole (ou 

expulsion). L’étude de ces fonctions, systolique et diastolique, permet de fait un bilan de l’état de santé 

cardiaque global. En routine clinique, les cardiologues peuvent s’appuyer sur différents indicateurs 

comme la fraction d’éjection et la déformation longitudinale globale pour dresser un état de la fonction 

systolique. En ce qui concerne la fonction diastolique, les marqueurs recommandés prennent en compte 

les pics de vitesse pendant la diastole, mais ces derniers peuvent présenter des résultats discordants. Une 

étude approfondie du flux intraventriculaire pourrait changer cette situation via une analyse de la 

géométrie de l’écoulement dans le ventricule gauche lors de la diastole. En effet, au début du remplissage 

du ventricule gauche, le sang rentre rapidement dans celui-ci en passant par la valve mitrale, et forme 

un vortex en forme d’anneau. Ce dernier se dilate et s'étire, créant un mouvement de rotation généralisé 

du sang dans le ventricule gauche qui aide à rediriger la circulation du flux vers les voies de sortie, tout 

en limitant la perte d'énergie. 

L’échographie est une modalité d’imagerie non-invasive qui permet l’étude de l’écoulement 

intraventriculaire via le mode Doppler. Son faible coût et sa facilité de transport au chevet du patient 

font qu’elle est largement utilisée en routine clinique, notamment pour l’évaluation de la fonction 

cardiaque. Tous ces avantages en font une modalité de choix pour l’étude du flux intraventriculaire, 

même si elle ne permet pas d’acquérir l’écoulement complet mais seulement une projection de celui-ci. 

Le travail présenté dans cette thèse porte sur la reconstruction de l’écoulement intraventriculaire 

en trois dimensions à partir d’une acquisition échographique Doppler de couleur en mode triplan. Une 

simplification pour permettre une estimation en deux dimensions de l’écoulement est également 

proposée. Les principales contributions exposées dans ce manuscrit sont le développement de la 

méthode, son application sur un écoulement numérique réaliste, et son utilisation sur des données 

cliniques. Notre méthode repose sur une minimisation aux moindres carrés sous contraintes, via 

l’utilisation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les contraintes s’appuient sur des principes 

de base de la mécanique des fluides : la conservation de la masse et une condition de glissement à la 

paroi. Puis, nous avons appliqué cette méthode sur un écoulement numérique spécifique au patient afin 

d’obtenir une évaluation quantifiée de la précision des résultats qu’elle fournit. Enfin, nous montrons 

les résultats obtenus avec notre méthode sur des données cliniques, et les comparons à ceux obtenus 

avec d’autres méthodes présentes dans la littérature sur le sujet. 

Cette thèse montre le potentiel de notre technique dans l’étude du vortex intraventriculaire, ainsi 

que dans le développement de marqueurs de la fonction diastolique pour le dépistage précoce de son 

dysfonctionnement. 

Mots clés : imagerie ultrasonore, Doppler de couleur, cartographie vectorielle du flux en 3D, 

problème aux moindres carrés contraint, imagerie du flux intracardiaque. 
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Abstract 

 

 

The cardiovascular system transports and distributes biochemical substances, such as oxygen or 

nutrients, to the cells through the blood. This is initiated by the heart, this organ acts as a pump that can 

send blood either to the lungs through the right ventricle, or to the cells of the body through the left 

ventricle. During a cardiac cycle, the ventricles go through two phases, systole (or expulsion) and 

diastole (or filling). The study of these functions, systolic and diastolic, allows an assessment of the 

overall cardiac health of a patient. In clinical routine, cardiologists can rely on different indicators such 

as ejection fraction and global longitudinal strain to assess systolic function. For diastolic function, the 

recommended markers consider the velocity peaks during diastole, but these may present discordant 

results. A detailed study of the intraventricular flow could alter this situation through an analysis of flow 

pattern during the diastole in the left ventricle. Indeed, at the beginning of left ventricular filling, blood 

rapidly flows into the ventricle through the mitral valve and forms a ring-shaped vortex. This ring 

expands and stretches, creating a generalized rotational motion of the blood in the left ventricle that 

helps redirect the flow to the outflow tract, while limiting energy loss. 

Ultrasound is a non-invasive imaging modality that allows the study of intraventricular flow 

using the Doppler mode. Its low cost and transportability to the patient’s bedside make it widely used 

in clinical routine, especially for the evaluation of cardiac function. All these advantages make it a 

modality of choice for the study of intraventricular flow, even if it does not allow to acquire the complete 

flow but only a projection of it. 

The work presented in this thesis is focused on the reconstruction of the intraventricular flow in 

three dimensions from a color Doppler ultrasound acquisition in triplane mode. A simplification to allow 

a two dimensional estimation of the flow is also provided. The main contributions presented in this 

manuscript are the development of the method, its application on a realistic numerical flow, and its 

implementation on clinical data. Our method is based on a constrained least squares minimization, using 

the Lagrange multiplier method. The constraints are related to basic principles of fluid mechanics: 

conservation of mass and free-slip boundary conditions. Then, we applied this method on a patient-

specific numerical flow model to obtain a quantified evaluation of the accuracy of the results it provides. 

Finally, we show the results obtained with our method on clinical data, and compare them to those 

obtained with other methods present in the literature on the subject. 

This thesis shows the potential of our technique in the study of the intraventricular vortex, as 

well as in the development of markers of diastolic function for the early detection of its dysfunction. 

Keywords: ultrasound imaging, color Doppler, 3D vector flow mapping, constrained least 

squares problem, intracardiac flow imaging. 
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Introduction 

 

 

Le système cardiovasculaire est un ensemble d’organes et de vaisseaux permettant 

l’acheminement des nutriments et de l’oxygène à toutes les cellules du corps humain via le sang. Le 

cœur peut être vu comme la pompe de ce système, car il permet la mise en circulation du sang, soit vers 

les poumons via le ventricule droit, soit vers les cellules du corps via le ventricule gauche. Le rôle du 

ventricule gauche est donc majeur au sein du système cardiovasculaire, ainsi que son bon 

fonctionnement. Son fonctionnement peut être décomposé en deux phases : le remplissage, ou diastole, 

et l’éjection, ou systole. La fonction systolique du ventricule gauche est surveillée par les cardiologues 

lors des examens de routine clinique avec des marqueurs tels que la fraction d’éjection ou la déformation 

longitudinale globale du myocarde qui permettent un diagnostic clair de son état. Les mesures sont 

fiables et relativement reproductibles. En ce qui concerne la fonction diastolique, les indicateurs 

recommandés sont nombreux car aucun d’eux pris isolément ne permet d’affirmer une dysfonction 

diastolique. L’évaluation de la fonction diastolique s’appuie sur les pics de vitesse du flux transmitral, 

les vélocités tissulaires de l’anneau mitral entre autres. Cependant, ces marqueurs peuvent induire des 

conclusions divergentes, ce qui rend les diagnostics peu fiables en clinique, avec une zone grise 

d’interprétation. Néanmoins, l’étude du vortex intraventriculaire pourrait permettre un meilleur 

diagnostic de la fonction cardiaque diastolique. En effet, la littérature sur le sujet présente sa géométrie 

comme intrinsèquement liée à la fonction diastolique, c’est pourquoi une étude approfondie de sa 

structure peut permettre une meilleure compréhension et un dépistage précoce de la dysfonction 

diastolique. 

L’imagerie ultrasonore, ou échographie, est une solution privilégiée pour l’étude de la fonction 

diastolique, car elle permet un examen rapide et peu coûteux du ventricule gauche lors du remplissage. 

De plus, l’échocardiographie, grâce au mode Doppler de couleur, apporte des informations sur 

l’écoulement du sang dans le ventricule. En effet, le Doppler de couleur permet d’acquérir une 

projection, le long de l’axe de la sonde, du champ de vitesse du sang sur un plan de coupe du ventricule 
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gauche. En routine clinique, la visualisation de cette projection est utilisée pour l’étude de la fonction 

cardiaque. 

Afin d’améliorer le dépistage de la dysfonction diastolique, nous proposons dans cette thèse une 

nouvelle méthode de reconstruction tridimensionnelle de l’écoulement intraventriculaire à partir 

d’images Doppler de couleur. Afin qu’elle soit compatible avec les pratiques cliniques de routine, la 

méthode que nous avons développée permet une reconstruction de l’écoulement rapide et de manière 

automatique. Enfin, cette méthode permet la reconstruction 3D du champ de vitesse intraventriculaire. 

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante : 

 Le chapitre 1 présente l’anatomie du ventricule gauche, son rôle au sein du système 

cardiovasculaire, ainsi que les différentes phases du cycle cardiaque. Nous présentons ensuite les 

quelques marqueurs de risques traditionnels utilisés dans la détection des pathologies 

cardiovasculaires. Enfin, nous expliquons les différentes étapes du remplissage du ventricule gauche 

durant la diastole, et la structure de l’écoulement chez un patient sain. 

 Le chapitre 2 introduit les deux modalités cliniques permettant l’étude du flux : l’imagerie par 

résonance magnétique et l’échographie. Nous décrivons plus en détail la modalité d’imagerie 

ultrasonore, en abordant le phénomène de propagation d’une onde, de l’acquisition du signal 

radiofréquence par une sonde, ainsi que la formation de l’image mode B. Puis nous étudions le mode 

Doppler de couleur, qui permet d’étudier le flux sanguin. Enfin, nous présentons les différents 

modes d’acquisition Doppler accessibles sur des échographes cliniques. 

 Le chapitre 3 présente les différentes méthodes de la littérature dans le domaine de la reconstruction 

du flux intraventriculaire, en 2D et en 3D, chez un patient à partir d’images échographiques. Nous 

détaillons les deux grandes familles de méthodes utilisées dans ce domaine : les méthodes basées 

sur l’image mode B et celles basées sur le Doppler de couleur. Après avoir présenté les travaux 

réalisés par différentes équipes, nous définissons les orientations proposées dans ce travail. 

 Le chapitre 4 détaille notre méthode basée sur la mécanique des fluides et le Doppler de couleur 

pour permettre la reconstruction de l’écoulement intraventriculaire. Dans ce chapitre, nous 

expliquons les différents choix que nous avons faits afin d’obtenir un champ de vitesse lisse, et 

cohérent du point de vue de la mécanique des fluides. 

 Le chapitre 5 introduit le modèle numérique d’écoulement intraventriculaire spécifique au patient 

qui nous a servi de référence. Le travail sur ce modèle a été fait en collaboration avec Franck Nicoud, 

Simon Mendez et Alain Berod du laboratoire IMAG à Montpellier. Nous présentons les 

reconstructions de flux obtenues avec notre technique en utilisant des acquisitions Doppler simulées 

sur le modèle. Les flux, ainsi que les marqueurs de vorticité, calculés avec notre méthode sont 

comparés à ceux de la référence. 

 Finalement, le chapitre 6 présente les flux intraventriculaires calculés avec notre algorithme sur des 

cas cliniques. Ces images, ainsi que leur traitement, ont été obtenues en collaboration avec Pierre-

Yves Courand, cardiologue aux Hospices Civiles de Lyon. Enfin, ces reconstructions ont été 

comparées à celles présentes dans la littérature sur le sujet. 
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CHAPITRE I 

 

 

 

I. Le contexte médical 

 

 

Ce chapitre présente la raison de ce travail de thèse : la reconstruction du flux intraventriculaire 

gauche dans le cadre de l’évaluation de la fonction diastolique chez les patients. Il présente dans un 

premier temps le rôle du ventricule gauche au sein du système cardiovasculaire. Dans un second temps, 

les différentes pratiques cliniques utilisées dans l’évaluation des fonctions systolique et diastolique sont 

abordées. En ce qui concerne cette dernière, les marqueurs utilisés en cliniques peuvent mener à des 

diagnostiques divergents, c’est pourquoi d’autres pistes sont étudiées comme notamment la structure du 

flux intraventriculaire. La littérature sur le sujet présente, en effet, cette structure comme potentiel 

marqueur de la fonction diastolique. Celui-ci est détaillé dans la dernière partie de ce chapitre. 
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 Le ventricule gauche dans le système cardiovasculaire 

 Le système cardiovasculaire 

 

Le système cardiovasculaire, aussi appelé appareil cardiovasculaire ou encore système sanguin, 

est un circuit fermé composé du cœur, et des vaisseaux sanguins (artères, capillaires et veines). Il a pour 

fonction le transport et la distribution de substances biochimiques (tels que l’oxygène ou les nutriments) 

par le biais du sang. Le cœur, qui peut être assimilé à une pompe, bat et envoie le sang à travers les 

vaisseaux sanguins vers les cellules du corps. Les différents vaisseaux du corps humain sont nommés 

selon leurs fonctions et taille : 

 Les artères transportent le sang du cœur vers les cellules. L’aorte est la plus large artère du corps 

humain et permet l’évacuation du sang depuis le ventricule gauche. 

 Les capillaires sont les plus petits vaisseaux du corps et permettent l’échange de substances avec 

les cellules. Ils forment un réseau arborescent appelé « lit capillaire ». 

 Les veines sont les vaisseaux ramenant le sang des cellules vers le cœur. Les veines caves 

(supérieure et inférieure) sont les plus larges veines du corps humain et sont connectées à 

l’oreillette droite. 

 

 

Figure I-1: Schéma du système cardiovasculaire.1 

                                                     
1 https://www.firstaidforfree.com/what-is-the-function-of-veins-in-the-circulatory-system/ 
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Comme schématisé dans la Figure I-1, le système sanguin peut être divisé en deux parties : le 

circuit pulmonaire et le circuit systémique. Le circuit systémique part du ventricule gauche du cœur qui 

se contracte et envoie le sang à travers l’aorte vers les artères puis les capillaires afin de distribuer 

l’oxygène et les nutriments aux cellules. Le sang s’appauvrit ainsi en oxygène et se charge en dioxyde 

de carbone, déchet produit par les cellules. Il retourne ensuite vers l’oreillette, ou atrium, droit. De 

manière symétrique, le circuit pulmonaire part du ventricule droit et passe par l’artère pulmonaire avant 

d’arriver jusqu’aux capillaires pulmonaires. Lors de son passage par ces capillaires, le sang échange 

avec l’air contenu dans les poumons pour s’enrichir en oxygène et se décharger en dioxyde de carbone 

avant de repartir vers l’oreillette gauche au travers des artères pulmonaires. Une fois le sang arrivé dans 

l’oreillette gauche, il est évacué vers le ventricule gauche et le cycle recommence. 

 

 Le cœur et le cycle cardiaque 

 

Le cœur est un organe musculaire creux de forme grossièrement pyramidale se terminant en 

pointe par l’apex. Il a environ la taille d’un poing et se situe entre les deux poumons, au milieu de la 

cage thoracique. Son muscle, le myocarde, est épais et asymétrique ; le muscle cardiaque est plus 

développé du côté gauche que du côté droit dans la mesure où celui-ci doit alimenter tout le corps (de la 

tête aux pieds) en sang, alors que le côté droit n’envoie du sang qu’aux poumons adjacents. Cette 

différence est visible par le fait que le muscle est plus volumineux du côté gauche et donc la paroi du 

ventricule, dont le myocarde est une couche, est plus épaisse du côté gauche que du côté droit. Les 

ventricules droit et gauche sont séparés par une cloison musculaire épaisse appelée septum 

interventriculaire. Enfin, les valves (bicuspide, tricuspide et semi-lunaires, voir Figure I-2) empêchent 

les reflux sanguins, afin que le sang s’écoule toujours dans la bonne direction. Les valves placées entre 

les oreillettes et les ventricules sont appelées valves atrio-ventriculaires (AV), ce sont les valves 

bicuspide (ou mitrale) et tricuspide, et sont plus larges que les valves placées entre les ventricules et les 

artères, appelées valves semi-lunaires (ce sont les valves aortique et pulmonaire). 

Comme nous l’avons évoqué précédemment, le cœur est la pompe du système cardiovasculaire, 

il met en mouvement le sang pour permettre l’acheminement des substances biochimiques jusqu’aux 

cellules. Afin de faire circuler le sang, le cœur bat entre 60 et 80 fois par minute au repos chez l’Homme 

pour un débit de 4,5 à 5 litres de sang par minute. Le myocarde est donc un muscle constamment sollicité 

qui se contracte en moyenne 2,5 à 3 milliards de fois au cours d’une vie humaine pour un volume total 

de sang déplacé est de l’ordre de 200 000 m3. 

Chaque battement est une suite de plusieurs séquences, l’ensemble de ces séquences est appelé 

cycle cardiaque. Durant un cycle cardiaque, chaque cavité (oreillette ou ventricule) passe par deux 

phases : le remplissage, appelé diastole, et l’expulsion, appelée systole. Les mouvements des côtés droit 

et gauche sont synchronisés : les deux oreillettes se remplissent en même temps, et se vident en même 

temps dans les ventricules ; de même pour les ventricules. De manière générale, s’il n’y a pas de 

précision, les termes de diastole et de systole se réfèrent à la diastole ventriculaire et à la systole 

ventriculaire respectivement. 

La Figure I-2 détaille l’enchaînement des différentes séquences d’un cycle cardiaque recalées 

sur (i.e. mis en parallèle de) l’électrocardiogramme, ou ECG. L’électrocardiographie est un examen 

clinique de routine qui permet la visualisation graphique de l’activité électrique du cœur, cette 

représentation est appelée électrocardiogramme. Cette activité électrique est responsable de la 

contraction et de la relaxation des différentes cavités du cœur et peut permettre la détection de maladies 

cardiaques comme l’arythmie, qui est une irrégularité du rythme cardiaque. Sur un cœur sain, l’EGC 

permet également de déterminer l’instant du cycle cardiaque observé sur une image notamment grâce 

aux ondes P, Q, R, S et T présentées dans la Figure I-2. L’onde P représente la contraction des oreillettes 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
© [F. Vixege], [2022], INSA Lyon, tous droits réservés
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(début de la systole atriale), le complexe QRS traduit la contraction ventriculaire (début de la systole 

ventriculaire), et enfin, l’onde T correspond à la relaxation ventriculaire (fin de la systole ventriculaire). 

Dans cette étude, nous nous sommes concentrés sur la diastole ventriculaire, c’est-à-dire la phase de 

l’écoulement comprise entre l’onde T et l’onde P. 

 

 

Figure I-2: Schéma des différentes phases d'un cycle cardiaque. 2 

 

 Les caractéristiques du ventricule gauche 

 

Le ventricule gauche est l’une des quatre cavités du cœur, il est relié à l’oreillette gauche par la 

valve mitrale et à l’aorte par la valve aortique (voir Figure I-3). Bien que les volumes des deux 

ventricules soient équivalents, la pression dans le ventricule gauche est 5 fois supérieure à celle présente 

dans le ventricule droit. Cela est dû au fait que le ventricule gauche doit propulser le sang à travers tout 

le corps. Cette différence de pression explique la dissymétrie du myocarde entre le côté gauche, plus 

épais, et le côté droit. De plus, la valve mitrale, ou bicuspide, est différente de la valve tricuspide : 

comme son nom l’indique, la valve bicuspide n’a que deux parties, ou cuspides, alors que la valve 

tricuspide en a trois. 

La Figure I-3 montre une coupe du cœur, celle-ci permet de voir que le ventricule gauche a une 

forme ovale avec deux parois distinctes, le myocarde et le septum (ou la cloison) interventriculaire. Sur 

les parois internes des ventricules se trouvent des colonnes musculaires arrondies et irrégulières, 

appelées trabécules charnues, qui forment des aspérités sur toute la surface de l’endocarde (surface 

interne du myocarde). Il existe trois types de trabécule, dont un appelé pilier, qui tient les cordages 

tendineux reliés à la valve mitrale. Le ventricule n’est donc pas lisse mais plutôt irrégulier et traversé 

par les piliers et les cordages tendineux. 

                                                     
2 https://www.artstation.com/artwork/ZLrON 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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Figure I-3: Schéma d'un cœur sain.3 

 

 L’étude de l’état de santé du ventricule 

 Les différentes vues possibles du ventricule gauche 

 

Lors d’un examen de la fonction cardiaque, un cardiologue a à sa disposition deux modalités 

d’imagerie afin d’étudier le ventricule gauche ainsi que l’écoulement du sang à l’intérieur de celui-ci : 

l’imagerie par résonance magnétique (IRM) et l’échographie. 

Lors d’une acquisition IRM, le cardiologue peut faire l’acquisition d’images selon une des 

coupes anatomiques (sagittale, frontale ou transverse, voir Figure I-4) ou acquérir plusieurs images selon 

une même coupe afin d’obtenir un volume.  

Cependant, lors d’une échographie, les coupes d’acquisition, ou vues, sont différentes car 

l’acquisition n’est plus faite par une machine entourant le patient, mais par une sonde échographique 

placée dans la main du cardiologue. La sonde envoie une onde ultrasonore dans le corps du patient et 

reçoit l’écho de cette onde renvoyée par les tissus afin d’imager le cœur. Les côtes, qui entourent le cœur 

et les poumons, ne laissent pas, ou peu, passer les ondes ultrasonores limitant ainsi le nombre de  

« fenêtres » anatomiques (lieux où placer la sonde permettant la visualisation du cœur). Il existe 5 

grandes familles de vues cardiaques en échographie (voir Figure I-4) : la vue parasternale axe long, la 

vue parasternale axe court, la vue apicale, la vue supra-sternale et la vue sous costale. L’axe long désigne 

la droite passant par l’apex et par le centre de la valve mitrale, en opposition à l’axe court, ou transversal, 

perpendiculaire à cette droite. Ces deux axes permettent de visualiser l’ensemble du volume du 

                                                     
3 https://quizlet.com/237458945/frontal-section-of-the-heart-showing-interior-chambers-and-valves-

diagram/ 
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ventricule gauche en l’imageant soit dans sa longueur, pour regarder sa forme ovale, soit de manière 

transversale, pour voir sa circularité. 

En plus de l’axe (long ou court), le placement de la sonde échographique a son importance. Lors 

d’une acquisition en vue parasternale, la sonde échographique est posée au niveau du sternum (l’os plat 

au centre du thorax). Cette vue est la seule à donner accès à l’axe court et permet également une vue du 

cœur selon l’axe long. La vue sous-costale permet de visualiser les 4 chambres, ou 4 cavités, du cœur 

(les deux ventricules ainsi que les deux oreillettes) en posant la sonde sous le thorax. La vue supra-

sternale est principalement utilisée pour étudier l’aorte. Enfin, la dernière fenêtre donne accès à la vue 

apicale, c’est-à-dire depuis l’apex. Cette vue permet, en tournant la sonde, d’observer le cœur sous 

différents angles, les plus notables sont : la vue apicale 2 cavités, 3 cavités, 4 cavités et 5 cavités. Les 

cavités désignent les cavités cardiaques plus l’aorte, la vue 5 cavités permet donc une vue d’ensemble 

du cœur et d’une partie de l’aorte. 

 

 

 Figure I-4: Les plans de coupes échocardiographiques et anatomiques.4 

 

L’échocardiographie Doppler permet une visualisation partielle du flux (voir section II.3). Lors 

de cette acquisition, et afin d’obtenir le maximum d’information sur l’écoulement intraventriculaire 

gauche, le cardiologue aligne l’axe de la sonde avec celui du flux. Pendant la diastole, le sang rentre par 

la valve mitrale en direction de l’apex, et au moment de la systole, il est expulsé de l’apex vers l’aorte. 

Au cours de ce cycle cardiaque, l’écoulement est principalement aligné avec l’axe long ; c’est pourquoi 

la vue apicale est une vue privilégiée pour étudier le flux. Dans cette thèse, seule la vue apicale sera 

donc considérée. 

 

 

                                                     
4 https:/w/ww.jlar.com/Congres_anterieurs/JLAR2013/Atelier_echo_cardiaque.pdf et 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Coupe_sagittale#/media/Fichier:Coupe_anatomie.jpg 
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 Les indicateurs cliniques de l’état de santé du ventricule gauche 

 

Afin de permettre l’évaluation de l’état du ventricule gauche, plusieurs indicateurs sont utilisés 

par les cardiologues dont notamment la fraction d’éjection du ventricule gauche (FEVG). La FEVG 

correspond au pourcentage du sang éjecté par le ventricule au moment de la systole. Elle est calculée en 

divisant le volume d’éjection systolique (différence des volumes télédiastolique et télésystolique, noté 

VES) par le volume télédiastolique (volume du ventricule en fin de diastole, noté VTD) ; le volume 

télésystolique (VTS) est le volume du ventricule en fin de systole : 

𝐹𝐸𝑉𝐺 =
𝑉𝐸𝑆

𝑉𝑇𝐷
× 100 =

𝑉𝑇𝐷 − 𝑉𝑇𝑆

𝑉𝑇𝐷
× 100 (I.1) 

 

La FEVG est généralement calculée à partir d’images échographiques en utilisant la méthode 

de Simpson (Kosaraju et al. 2021). La méthode de Simpson permet d’obtenir une estimation de ces deux 

volumes (VTS et VTD) en les interpolant à partir des vues 4 cavités et 2 cavités acquises en fin de 

diastole et fin de systole. La FEVG est un indicateur de la bonne fonction systolique du cœur (i.e. sa 

contraction), et vaut généralement entre 50 et 75 % pour un patient sain, et décroît chez les patients 

malades. En cas de doute sur le diagnostic, celui-ci peut être complété avec le calcul de la déformation 

longitudinale globale (GLS ou Global Longitudinal Strain en anglais). Ce dernier correspond au 

pourcentage de l’allongement du ventricule gauche suivant l’axe long (Reisner et al. 2004). La FEVG, 

pouvant être complétée au besoin par le GLS, est un bon indicateur de santé systolique, cependant ce 

n’est pas un indicateur de santé cardiaque globale : en effet, elle ne donne aucune indication sur l’état 

de la fonction diastolique (Nagueh et al. 2016). 

 

 

 

 

Figure I-5: Acquisition clinique de la vitesse du flux au niveau de la valve mitrale par Doppler pulsé 

(à gauche) et de la vitesse de l’anneau mitral par Doppler tissulaire (à droite) (Nagueh et al. 2016). 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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En ce qui concerne l’évaluation de la fonction diastolique du cœur (i.e. son remplissage), la 

méthode préconisée est le calcul du ratio E/A. Ce ratio permet de comparer les pics de vitesse du 

remplissage rapide (onde E) et de la systole atriale (onde A) (voir Figure I-5). Le pic de vélocité de 

l’onde E est en moyenne de 85 cm/s chez un adulte jeune en bonne santé, et le ratio E/A est de 1,5 mais 

ces valeurs peuvent varier, et êtres plus faibles ou plus élevées, chez un patient malade suivant sa 

pathologie. Ces vitesses sont obtenues par échocardiographie à l’aide du mode Doppler pulsé (voir 

Section II.3), dans ce mode la sonde émet de brèves impulsions ultrasonores avec tous les éléments puis 

réceptionne les échos renvoyés par le sang avec tous les éléments. Cette technique ne permet pas 

d’obtenir directement la vitesse du sang au niveau de la valve mitrale, mais sa projection sur l’axe 

ultrasonore (axe suivant lequel les ondes ultrasonores sont focalisées, voir Section II-3), c’est pourquoi 

le cardiologue aligne cet axe avec l’écoulement du sang pendant la diastole (i.e. l’axe apex-valve 

mitrale). Par ailleurs, le graphe obtenu en traçant la vitesse du flux au niveau de la valve mitrale en 

fonction du temps est aussi un indicateur (voir Figure I-5) de la fonction diastolique. 

En plus du calcul du ratio E/A, les autorités de santé recommandent le calcul du ratio E/e’. Ce 

ratio prend en compte le mouvement de l’anneau mitral (anneau sur lequel sont fixées les deux feuillets 

mitraux) : le Doppler tissulaire (qui est aussi un Doppler pulsé mais qui ne donne que les valeurs de 

vitesse des tissus) est utilisé afin d’obtenir les pics de vitesse de l’anneau mitral au début de la diastole 

(e’) et durant la systole auriculaire (a’). La Figure I-5 présente des acquisitions cliniques de ces valeurs. 

D’autres indicateurs peuvent également être utilisés, comme le volume de l’oreillette droite par exemple. 

 

Tous ces paramètres décrivent différentes caractéristiques de la systole et de la diastole du 

ventricule gauche, et leur analyse permet de diagnostiquer les maladies cardiaques ainsi que de connaître 

leur état d’avancement. Cependant, le diagnostic de la dysfonction diastolique est souvent imprécis car 

les indices échocardiographiques recommandés peuvent induire des conclusions divergentes, ce qui rend 

les diagnostics peu fiables en clinique, avec une zone grise d’interprétation. Une étude approfondie du 

flux intraventriculaire pourrait changer cette situation via une analyse du motif de l’écoulement lors de 

la diastole dans le ventricule gauche. L’objectif de cette thèse est de reconstruire le champ de vitesse du 

flux intraventriculaire afin d’en permettre l’étude. 

 

 Le remplissage ventriculaire 

 

La littérature récente présente la structure (aussi bien sa forme que son évolution lors du 

remplissage) du flux intraventriculaire comme potentiel marqueur de la fonction diastolique (Gharib et 

al. 2006; Pedrizzetti and Domenichini 2005). Lors de la diastole, le sang rentre dans le ventricule gauche 

et, sous l’action de la valve mitrale, un vortex en forme d’anneau se crée car le sang est un fluide 

visqueux qui adhère aux feuillets, ou cuspides, de la valve mitrale, il est donc freiné par ces derniers. Le 

sang étant plus lent au niveau des feuillets qu’au centre de la valve, cela crée un gradient de vitesse qui 

initie un mouvement de rotation du centre vers l’extérieur. Pendant ce temps, le sang continue à remplir 

le ventricule gauche en passant par la valve mitrale, ce qui va pousser le vortex vers l’apex (voir Figure 

I-6), tout en préservant le mouvement de rotation du flux. 

L’anneau de vortex translate donc en tournant sur lui-même jusqu’à ce que l’un de ses côtés 

heurte la face du myocarde opposée au septum interventriculaire. Une partie de l’anneau du vortex est 

ainsi écrasée contre le myocarde, ce qui va permettre à l’autre partie de s’élargir jusqu’à remplir 

complètement le ventricule gauche à la fin du remplissage rapide. Ce moment du cycle est appelé 

diastase. La systole auriculaire permet de conserver ce mouvement de rotation généralisée du sang dans 

le ventricule gauche. Ce vortex global, en tournant dans le sens naturel du flux, permet la conservation 

de l’énergie cinétique et aide à l’éjection du sang durant la systole (Charonko et al. 2013; Elbaz et al. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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2017; Gharib et al. 2006). Ce vortex et sa déformation sont largement étudiés en tant que marqueur 

précoce de maladie cardiaque (Arvidsson et al. 2016; Pedrizzetti et al. 2014). La Figure I-7 illustre la 

création et la déformation du vortex intraventriculaire lors de la diastole. 

 

 

 

Figure I-7: Déformation du vortex intraventriculaire reconstruit par la méthode développée dans ce manuscrit à 

partir d’un modèle numérique d’écoulement spécifique au patient. Les motifs de « line integral convolution (LIC) » 

représentent les lignes de courant. L’écoulement est représenté en rouge lorsque le sang va vers l’apex et en bleu 

lorsqu’il s’en éloigne (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021). Les flèches marrons représentent le sens de rotation du 

vortex. 

                                                     
5 https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore 

 

Figure I-6: Au milieu, la reconstruction de l’écoulement intraventriculaire par la méthode développée 

dans ce manuscrit. L’écoulement est représenté par des lignes de courant rouges lorsque le sang va 

vers l’apex et en bleu quand il s’en éloigne. L’anneau rouge représente le vortex intraventriculaire 

estimé. À droite, un schéma expliquant le déplacement du vortex.(Vixège, Berod, Courand, et al. 

2021). À droite le vortex schématisé (Arvidsson et al. 2016) ; OG, oreillette gauche ; VG, ventricule 

gauche. 5 
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Lorsque le remplissage est altéré (dysfonctionnement diastolique), il y a une modification du 

flux sanguin, avec un impact significatif sur ce vortex. Selon la littérature récente, les propriétés de ce 

vortex, notamment celle de la conservation de l’énergie cinétique, sont liées à la fonction diastolique 

(Arvidsson et al. 2016; Bermejo, Martínez-Legazpi, and del Álamo 2015). Cependant, à l’heure actuelle 

il n’existe qu’un nombre limité d'outils d'imagerie clinique pour analyser de manière non-invasive le 

flux sanguin intracardiaque : l’IRM et l’échographie qui sont étudiées dans le chapitre suivant. 
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CHAPITRE II 

 

 

 

II. L’imagerie de l’écoulement intracardiaque 

 

 

Dans ce chapitre, nous abordons les différentes modalités d’imagerie permettant l’étude du flux 

intraventriculaire : l’imagerie par résonance magnétique (IRM) et l’échographie. Le fonctionnement de 

l’IRM, ainsi que ses avantages et inconvénients, sont brièvement exposés avant une présentation plus 

complète de l’échographie. Nous décrivons comment sont émises et réceptionnées les ondes 

ultrasonores afin de reconstruire des images B-mode permettant de visualiser les tissus. Enfin, nous 

présentons l’acquisition des images Doppler de couleur permettant une estimation du flux 

intraventriculaire ainsi que les particularités des différents modes disponibles sur les échographes 

cliniques. 
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 L’imagerie par résonance magnétique 

 

L’imagerie par résonance magnétique (IRM) est une modalité d’imagerie permettant de mesurer 

les propriétés magnétiques de certains noyaux atomiques (ceux possédant un moment magnétique non 

nul) présents dans le corps humain, comme l’hydrogène (H) par exemple. Cet atome est essentiel pour 

cette modalité d’imagerie car il est présent en grande quantité dans le corps, puisqu’il fait partie des 

composants de la molécule d’eau (H2O), qui elle-même constitue 66 % du corps humain. L’IRM crée 

en continu un champ magnétique important, appelé 𝐵0, grâce à un aimant placé au cœur de la machine, 

qui force les moments magnétiques des atomes d’hydrogène à s’aligner dans le même sens que lui. Un 

autre champ magnétique plus faible, appelé 𝐵1, est ensuite appliqué pour changer l’orientation de ces 

moments, puis interrompu afin de mesurer le temps de précession, c’est-à-dire le temps que mettent les 

moments magnétiques à se réorienter dans le sens de 𝐵0. L’orientation des moments magnétiques est 

mesurée pendant la précession afin d’imager la structure du corps. Les phénomènes d’orientation des 

moments magnétiques et de précession sont schématisés dans la Figure II-1. 

 

Figure II-1: Schéma de la stimulation d'une aiguille dans un champ magnétique.6 

 

L’IRM permet une visualisation du flux sanguin, mais pour cela, plusieurs acquisitions sont 

nécessaires afin d’avoir une vue complète de l’écoulement du sang dans le cœur : il faut répéter 

l’opération afin d’obtenir les trois composantes de la vitesse. De plus, chaque acquisition est 

synchronisée avec l’électrocardiogramme et la respiration du patient pour permettre une visualisation 

de l’écoulement du sang durant un cycle cardiaque. Le flux obtenu n’est donc pas un flux instantané 

mais un flux moyenné sur plusieurs cycles, il est donc sensible aux changements de rythme cardiaque 

durant l’acquisition. Enfin, le patient doit rester immobile durant la totalité de l’acquisition afin d’éviter 

tout problème de reconstruction et de garantir une bonne qualité d’image ; cela est compliqué en 

pratique, car une acquisition IRM de flux dure au minimum 10-15 minutes. 

Au final, ce procédé est coûteux, long, et la machine n’est pas transportable au chevet du patient. 

De nombreuses contre-indications peuvent également empêcher l’accès à l’IRM comme la présence de 

métaux ou de dispositifs médicaux métalliques dans le corps du patient (pacemaker par exemple) à cause 

de la présence du champ magnétique, ou encore la claustrophobie. Néanmoins, l’IRM reste à ce jour la 

modalité d’imagerie de référence pour l’étude du flux intraventriculaire. La Figure II-2 est une image 

du flux cardiaque obtenue par IRM, et la Figure II-3 image l’écoulement intraventriculaire à différents 

moments de la diastole. 

                                                     
6 https://theconversation.com/the-science-of-medical-imaging-magnetic-resonance-imaging-mri-15030 
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Figure II-3: Visualisation du flux, par IRM, au cours d’un cycle cardiaque dans le ventricule gauche 

(VG) d'un patient sain au moment du remplissage rapide du VG (A), de la diastase (B) et de la 

contraction auriculaire (C). Les tracés sont codés par couleur selon : Flux direct, vert ; flux retenu, 

jaune ; flux d'éjection retardé, bleu ; volume résiduel, rouge. LA, oreillette gauche ; LV, ventricule 

gauche. (Eriksson et al. 2010) 

 

  

 

Figure II-2: Image du flux cardiaque par IRM. Le flux est représenté par des lignes de courant au 

niveau de la valve mitrale (rouge-jaune) et de la valve tricuspide (bleu-blanc). (Markl, Kilner, and 

Ebbers 2011) 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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 L’imagerie ultrasonore 

 

L’échographie est une modalité d’imagerie qui repose sur les mêmes principes que 

l’écholocation utilisée dans la nature, par les chauves-souris entre autres. Le principe est simple, une 

onde ultrasonore est émise par une source. Dès que celle-ci rencontre un obstacle, elle est renvoyée dans 

toutes les directions puis récupérée par un capteur. Les ultrasons sont des ondes mécaniques sonores, se 

déplaçant progressivement dans le milieu qu’elles traversent, qui ne peuvent pas être captées par l’oreille 

humaine. 

 

Dans le cas de l’échographie, c’est généralement une petite céramique piézoélectrique placée 

sur une sonde qui, sous l’effet d’un courant électrique, vibre et émet une onde ultrasonore. L’air, comme 

les côtes, ne laisse pas passer les ondes ultrasonores, c’est pourquoi le cardiologue utilise un gel qui 

permet d’éviter la présence d’air entre la sonde et le corps du patient ; ce gel sert également de lubrifiant 

pour permettre au clinicien d’ajuster la position et l’orientation de la sonde, pour être face aux fenêtres 

anatomique (voir Section I.2.1), lors de l’acquisition. L’onde pénètre donc dans le corps et génère un 

écho (une onde retour) lorsqu’elle change de milieu et que ceux-ci ont des propriétés acoustiques 

différentes (frontière entre deux organes ou tissus, ...). L’écho est renvoyé dans toutes les directions, 

donc une partie est renvoyée vers la sonde et une partie continue plus loin dans le corps. La partie de 

l’onde renvoyée vers la sonde va faire vibrer la céramique piézoélectrique, ce qui va générer un courant 

électrique, appelé signal radio fréquence (RF, voir Figure II-4). Ce dernier est ensuite récupéré et traité 

par l’échographe. Les points de l’espace où sont générés ces échos sont appelés scatterers ou diffuseurs. 

Pour répondre au mieux aux besoins cliniques, il existe différents types de sondes dont les plus 

utilisées sont la sonde linéaire, la sonde convexe et la sonde cardiaque. La sonde linéaire permet 

d’imager les vaisseaux ou les tissus proches de la peau comme l’artère carotide. La sonde convexe 

permet d’obtenir un champ de vue plus large et image mieux les tissus ou organes situés en profondeur 

comme l’aorte abdominale ou encore les fœtus. Enfin, la sonde cardiaque est plus petite et carrée pour 

passer entre les côtes et a un champ de vue assez large pour englober le cœur. Cette étude portant sur 

l’écoulement intraventriculaire, seule la sonde cardiaque sera utilisée. 

 

 Émission ultrasonore 

 

Les sondes utilisées en clinique sont à réseaux phasés, c’est-à-dire que chaque élément 

piézoélectrique peut être activé indépendamment des autres. Dans une sonde cardiaque, il y a 

généralement 64 éléments en ligne placés derrière une lentille acoustique. Cette lentille permet de 

concentrer l’énergie acoustique dans une zone suffisamment mince autour du plan d’acquisition (le plan 

à imager, voir Figure II-5) pour permettre son étude. Le but de cette focalisation des faisceaux est 

                                                     
7 https://www.biomecardio.com/files/Tracking_motions_in_the_body.pdf  

 

Figure II-4: Exemple de signal RF en noir et de son enveloppe en rouge.7 
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d’acquérir un signal retour plus important en provenance de la zone à imager (car elle reçoit plus 

d’énergie). 

 

 

Figure II-5: Schéma d'une sonde échographie avec et sans lentille acoustique. 8 

 

La lentille permet de focaliser le faisceau ultrasonore dans la direction normale au plan 

d’acquisition de l’image, mais il est aussi possible de focaliser le faisceau dans le plan de l’image. Dans 

ce cas, un délai est appliqué individuellement à chaque élément de la sonde ; il est possible d’appliquer 

ce type de retard dans la mesure où les céramiques piézoélectriques peuvent être activées 

indépendamment les uns des autres. Les délais utilisés lors de l’émission sont adaptés suivant la position 

du point focal choisi dans le plan d’acquisition. La Figure II-6 présente un tir ultrasonore focalisé en 

face du centre de la sonde. Dans cette configuration, les ondes ultrasonores émises par les éléments les 

plus éloignés du centre de la sonde ont plus de chemin à parcourir pour atteindre le point focal, ces 

éléments sont donc activés en premier. L’élément du centre de la sonde est le plus proche du point focal, 

il est donc activé en dernier. L’onde résultante de toutes ces émissions individuelles va converger vers 

le point focal, puis une fois le point focal dépassé, elle diverge. 

 

 

Figure II-6: Schéma de la création d’un tir ultrasonore focalisé à gauche et champ de pression acoustique résultant 

à droite.9 

 

                                                     
8 https://www.biomecardio.com/files/Tracking_motions_in_the_body.pdf  
9 https://www.biomecardio.com/files/Tracking_motions_in_the_body.pdf  
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 Réception de l’écho 

 

Quand l’onde rencontre un diffuseur, une onde sphérique est créée et va faire vibrer tous les 

éléments de la sonde. La vibration va alors être convertie en signal électrique par les céramiques 

piézoélectriques de la sonde, c’est le signal RF. Afin de prendre en compte le temps que met l’onde à 

revenir du point focal, un retard est appliqué au signal RF de chaque élément piézoélectrique avant leur 

somme. Ce délai est le même qu’au moment de l’émission de l’onde (voir Figure II-7). Cette technique, 

appelée Delay and Sum ou DAS (délai et somme en français), est largement utilisée en échographie. Elle 

considère le point focal comme unique point source (ou diffuseur), même si la reconstruction se fait sur 

une ligne entière dans la direction du point focal. Cependant, il existe d’autres techniques comme le 

DAS dynamique par exemple (Perrot et al. 2020). Ce dernier utilise plusieurs délais pour chaque signal 

RF : la ligne à imager est reconstruite pixel par pixel en considérant le centre de chaque pixel comme 

point source de l’écho. Le calcul du délai est donc fait pour chaque élément de la sonde et pour chaque 

pixel de la ligne acquise à partir du temps de vol, c’est-à-dire le temps que met l’onde pour aller jusqu’au 

centre du pixel puis pour revenir à l’élément piézoélectrique. 

 

 

Figure II-7: Schéma du délai et de la somme en réception ultrasonore. 10 

 

 Création de l’image 

 

Le signal RF récupéré peut être décomposé en amplitude et en phase : l’amplitude est utilisée 

pour la visualisation des tissus et la phase pour celle du flux. Les images donnant un aperçu des tissus 

et des organes présents dans le corps sont appelées images B-mode (ou simplement B-mode) et sont 

affichées en noir et blanc. L’amplitude du signal, ou enveloppe (voir Figure II-4), est récupérée et 

compressée, avec une compression logarithmique, puis affichée sur l’écran de l’échographe. La 

compression logarithmique permet de rehausser le contraste et de faire ressortir les informations 

structurelles du milieu étudié, i.e. les tissus cardiaques dans notre cas. 

Même si le tir est focalisé en un point lors de l’émission, les ondes acoustiques insonifient une 

large zone dans la direction du point focal (voir Figure II-6). Ce type d’acquisition permet donc d’obtenir 

de l’information sur toute la zone insonifiée avec plus ou moins de précision suivant l’intensité de la 

pression acoustique qui la traverse. Les acquisitions ultrasonores successives balayent l’ensemble de la 

zone à imager, chacune permettant d’obtenir une partie de l’image finale (voir Figure II-8). En 

échocardiographie, un B-mode nécessite environ 100 tirs focalisés, ce qui restreint la cadence 

d’imagerie. La vitesse du son dans les tissus mous étant de 1540 m/s, et la profondeur maximale à 

                                                     
10 https://www.biomecardio.com/files/Tracking_motions_in_the_body.pdf 
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atteindre pour imager tout le cœur étant de 15 cm (30 cm aller-retour), environ 50 images par seconde 

(ou fps pour frame per second en anglais) peuvent être acquises. Cette cadence élevée permet de voir en 

temps réel le mouvement rapide des tissus cardiaques. Cependant l’aspect grumeleux des images, dont 

les tâches sont appelées speckles (voir Section III.1), rend difficile l’interprétation et la visualisation 

précise des organes et des structures anatomiques (voir Figure II-8). Néanmoins, la taille, l’intensité et 

le motif des speckles renseignent sur la composition et l’état de santé des tissus imagés. La Figure II-8 

montre une image clinique en vue 3 cavités axe long, sur ce type d’image la sonde est, par convention, 

toujours représentée en haut, c’est pourquoi l’apex est représenté en haut et l’oreillette en bas. 

 

 

Figure II-8:Schéma illustrant les différentes acquisitions nécessaires à la création d’une image B-mode axe 

long 3 cavités. VG: Ventricule Gauche; OG: Oreillette Gauche; AO: Aorte. 

 

 Modes Doppler accessibles en clinique 

 

En échographie, le mode d’imagerie Doppler permet l’étude du flux sanguin chez le patient. Il 

existe plusieurs modes Doppler accessibles avec un échographe clinique, mais tous se basent sur le 

décalage de phase entre deux signaux RF pour obtenir une estimation de la vitesse. En effet, deux 

signaux RF sont déphasés, l’un par rapport à l’autre, si le diffuseur acoustique qui renvoie l’écho est en 

mouvement par rapport à la sonde échographique. Les deux signaux sont d’autant plus déphasés que le 

diffuseur a une vitesse (positive ou négative) importante dans la direction de la sonde. Cela a pour 

conséquence que le Doppler ne permet d’acquérir que la projection de la vitesse du sang le long de l’axe 

ultrasonore (voir Figure II-9) : si l’axe du faisceau ultrasonore et la direction du sang sont identiques 

alors la vitesse Doppler mesurée est égale à la vitesse de déplacement du scatterer, cependant, s’ils sont 

perpendiculaires aucune vitesse Doppler n’est perçue. La vitesse Doppler mesurée est donc dépendante 

de l’angle entre la direction de l’écoulement et l’axe ultrasonore. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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Figure II-9: Schéma d'une acquisition Doppler dans le ventricule gauche. En bleu, l’axe 

d’acquisition, en pointillés rouges, l’endocarde et en rose la cavité ventriculaire ; v est la vitesse du 

sang en un point de l’axe ultrasonore et 𝑣𝐷 est la vitesse Doppler mesurable. (Vixège, Berod, Sun, et 

al. 2021). 

 

Afin d’obtenir de l’information Doppler (i.e. la vitesse) sur l’écoulement, il existe deux 

méthodes : le Doppler pulsé et le Doppler continu. La méthode du Doppler continu consiste à envoyer 

en permanence des ondes ultrasonores avec une partie des éléments de la sonde et à recevoir en 

permanence avec l’autre partie. Cette technique permet d’obtenir un spectre de vitesse Doppler : toutes 

les vitesses Doppler sont acquises sur un axe mais sans connaître le point de l’espace auquel elles sont 

rattachées car tous les signaux retour se superposent. Le Doppler continu n’ayant pas de résolution 

spatiale, seul le Doppler pulsé sera étudié dans la suite de ce manuscrit. 

En ce qui concerne le Doppler pulsé, l’onde n’est plus émise en permanence mais seulement 

une fois par acquisition, et les acquisitions sont faites à une fréquence appelée la pulse repetition 

frequency (PRF, ou en français, fréquence de répétition de la pulsation). La PRF est calculée pour laisser 

le temps à l’onde ultrasonore d’atteindre et de revenir du point le plus profond à imager : plus ce point 

est profond, plus le temps d’une acquisition est long et plus la PRF est faible. Cette méthode permet de 

connaître la vitesse en chaque point de l’axe ultrasonore imagé, mais elle est soumise au phénomène de 

recouvrement spectral (ou aliasing): si l’amplitude de la vitesse du diffuseur est trop élevée, alors 

l’estimation de la vitesse sera erronée. L’aliasing est un effet qui survient sur tout signal échantillonné. 

Si la fréquence d’échantillonnage est trop faible par rapport à la fréquence du signal à échantillonner, 

alors la fréquence du signal reconstruit sera sous-évaluée (voir Figure II-10). C’est un phénomène 

observable dans les films, il se produit notamment lorsque le spectateur regarde des roues de voiture en 

mouvement. Si les roues de la voiture tournent au-delà d’une certaine vitesse en marche avant, la 

fréquence d’acquisition de l’image fait que le spectateur à l’impression que les roues tournent en sens 

inverse. De la même façon, si la projection de la vitesse du sang sur l’axe ultrasonore est trop élevée, la 

vitesse Doppler obtenue ne sera pas fiable. Cette vitesse limite, au-delà de laquelle il y a de l’aliasing, 

est appelée vitesse de Nyquist. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
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Figure II-10: Schéma illustrant la notion de sous-échantillonnage d'un signal. En bleu, le signal à 

échantillonner, en noir, les points d'échantillonnage et en rouge le signal estimé. 11 

 

La formule permettant d’estimer la vitesse met en évidence la relation entre la vitesse Doppler 

et la vitesse de Nyquist : 

𝑣𝐷 =
𝑐 × 𝑃𝑅𝐹

4𝑓0

𝛥𝜙

𝜋
= 𝑣𝑁

𝛥𝜙

𝜋
 (II.1) 

Où 𝑣𝐷 est la vitesse Doppler, 𝑐 est la vitesse de l’onde ultrasonore dans le corps (environ  

1540 m/s), 𝑓0 est la fréquence de l’onde envoyée par la sonde, 𝛥𝜙 est le déphasage et 𝑣𝑁 est la vitesse 

de Nyquist. Le décalage de phase étant un angle, il est compris entre –𝜋 et 𝜋 , de ce fait, 𝑣𝐷 est compris 

entre −𝑣𝑁 et 𝑣𝑁. La vitesse de Nyquist est dépendante de la PRF : plus la PRF est élevée plus la vitesse 

de Nyquist est élevée. Dans le cas de l’échocardiographie, le praticien souhaite imager l’ensemble du 

cœur (jusqu’à 15 cm environ), la PRF est donc relativement faible ce qui limite la vitesse de Nyquist. 

Cette dernière est plus faible que la vitesse de pointe du sang au début de la diastole et de la systole, il 

n’est donc pas rare de voir de l’aliasing sur les images échocardiographiques Doppler. 

 

                                                     
11 https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_d%27%C3%A9chantillonnage 
12 https://www.biomecardio.com/files/Color_Doppler.pdf  

 

Figure II-11: Image clinique Doppler du cœur durant la systole avec aliasing à gauche et l’échelle de 

couleur montrant l’effet de l’aliasing sur celle-ci à droite. 12 
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La Figure II-11 représente une échocardiographie Doppler durant la systole où l’aliasing est 

visible. Par convention, les couleurs bleues représentent le sang qui s’éloigne de la sonde et les couleurs 

rouges le sang qui se rapproche. L’intensité de la couleur permet d’estimer la vitesse Doppler : plus les 

couleurs sont claires plus les vitesses sont élevées. La Figure II-11 image le sang lors de la systole, 

puisque le sang s’éloigne de l’apex où est placée la sonde (représentation en bleu), et passe à travers la 

valve aortique. Au niveau de celle-ci, dans le cercle rouge, de l’aliasing est présent car l’amplitude des 

vitesses Doppler est supérieure à la vitesse de Nyquist. En échographie cardiaque, l’aliasing est 

reconnaissable par un changement du signe de la vitesse (et donc de couleur) sur une petite zone. 

Lorsqu’il survient, l’amplitude de la vitesse est sous-estimée et le signe est inversé. 

Concernant le déphasage 𝛥𝜙, il n’est pas possible de l’évaluer sur un seul tir ; en clinique au 

moins 6 tirs, donc 6 acquisitions de signaux RF, sont nécessaires pour l’évaluer de manière précise. 

Chaque signal RF reçu est un mélange des informations du sang et des tissus, c’est pourquoi il faut les 

filtrer, et ne garder que le signal provenant du sang, avant de calculer le déphasage. En effet, comme 

montré dans la Figure II-12, le tissu renvoie un signal plus important, et donc masque le signal provenant 

du sang. Néanmoins, les fréquences de ces signaux sont différentes car le sang bouge plus vite que les 

tissus, c’est pourquoi il est possible de les filtrer à partir de plusieurs acquisitions ; chaque acquisition 

permet d’obtenir une valeur du signal global (sang et tissu) en chaque point de l’axe ultrasonore. Un 

filtre passe haut est ensuite appliqué en chaque point de la ligne (à partir des 6 valeurs acquises) afin de 

ne récupérer que le signal du sang. Une fois celui-ci récupéré, une autocorrélation permet de déduire le 

décalage de phase des signaux deux à deux. En pratique, les déphasages en chaque point sont calculés à 

partir d’une autocorrélation moyenne, puis utilisés pour le calcul du champ de vitesse Doppler. 

 

 

Figure II-12: Schéma montrant les différences entre le signal renvoyé par les tissus et celui renvoyé par 

le sang et l’utilisation du filtre de paroi passe haut. 13 

 

Une fois les vitesses Doppler calculées sur une ligne, le processus est répété sur les autres lignes 

du plan à imager. Pour obtenir une image Doppler de couleur du ventricule gauche, entre 50 et 60 lignes 

sont généralement nécessaires, ce qui fait une cadence d’environ 15 fps en considérant toujours une 

profondeur de 15 cm. En clinique, il est de plus en plus courant d’utiliser une technique appelée MLA 

(Multi-Lignes Acquisition) pour augmenter le nombre d’images par cycle : deux ou trois lignes sont 

alors acquises en même temps au lieu d’une seule, ce qui permet d’obtenir environ 45 fps. 

 

                                                     
13 https://www.biomecardio.com/files/Color_Doppler.pdf  
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 M-mode 

 

Le M-mode est un mode particulier du Doppler de couleur pulsé conventionnel dans le sens où 

l’acquisition se fait seulement sur une ligne, et non pas sur un plan complet comme évoqué 

précédemment. Bien qu’il ne dépende que d’une seule variable spatiale (la profondeur), le M-mode 

Doppler est représenté selon deux axes : la profondeur et le temps (voir Figure II-13). Le temps est 

représenté sur l’axe des abscisses et la profondeur sur l’axe des ordonnées. Sa cadence d’imagerie est 

très élevée car une image est obtenue tous les 6 tirs, soit un peu plus de 1000 lignes par seconde, ce qui 

permet une étude très précise du flux au cours du temps. Le M-mode est notamment utilisé en recherche 

clinique pour étudier le jet mitral lors de la diastole : il est par exemple utilisé pour l’étude de la pression 

intraventriculaire gauche (Hodzic et al. 2020). 

 

 

Figure II-13: Image Doppler M mode clinique sur l’axe apex-valve mitrale. (Hodzic et al. 2020) 

 

 Mode triplan 

 

Le mode triplan n’est pas accessible avec les sondes cardiaques usuelles. Pour l’obtenir, il faut 

utiliser une sonde avec une matrice d’éléments piézoélectriques, c’est-à-dire un quadrillage permettant 

d’insonifier dans toutes les directions de l’espace et non plus seulement un plan. Ce genre de sonde 

contient généralement entre 2000 et 3000 éléments piézoélectriques. 

Le mode triplan permet d’acquérir trois plans décalés de 60° par rapport à l’axe de la sonde. Ce 

mode permet d’imager les plans 2 cavités, 3 cavités et 4 cavités sans bouger la sonde. Ces plans sont 

acquis les uns après les autres, ce qui diminue la cadence d’imagerie : celle-ci est autour de 40 triplans 

par seconde pour un B-mode. Comme pour une échographie 2D conventionnelle, le Doppler de couleur 

est accessible en mode triplan permettant ainsi d’obtenir des informations sur le flux intraventriculaire. 

Cependant le nombre de triplans par seconde (environ un cycle cardiaque) est réduit à 11 avec le mode 

Doppler par cycle cardiaque. Le délai est donc important entre l’acquisition de la première ligne Doppler 

du premier plan et la dernière ligne Doppler du troisième plan, c’est pourquoi le triplan possède une 

résolution spatio-temporelle limitée. 

Néanmoins, le triplan permet une étude plus complète de l’écoulement sanguin dans le 

ventricule gauche. En effet, l’information Doppler n’est plus limitée à un plan comme pour le 2D, mais 

à trois plans centrés autour de l’axe apex-valve mitrale sans nécessité pour le cardiologue de bouger la 
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sonde. De plus, les trois plans étant obtenus successivement, l’acquisition peut se faire sur un seul cycle 

cardiaque sans avoir besoin de la recaler sur l’ECG. Dans cette thèse, et afin de reconstruire un 

écoulement en trois dimensions, nous avons utilisé le mode triplan puisqu’il permet d’acquérir plusieurs 

ensembles d’images par seconde, et que ses données sont accessibles directement en clinique via le 

logiciel EchoPAC (GE Healthcare). La Figure II-14 montre une échocardiographie triplan Doppler 

clinique au moment de la diastole. 

 

 

Figure II-14: Échocardiographie triplan Doppler avec un schéma d’acquisition des différent plans. (Muraru 

and Badano 2019) et (Vixège, Berod, Courand, et al. 2021) 

 

 Mode volumique 

 

De la même manière que l’acquisition triplan, il est possible d’imager complètement le volume 

du cœur. Les différences principales entre ces 2 modes sont le nombre de plans et la manière dont ils 

sont acquis. En effet, le triplan ne compte que trois plans alors que le volume acquis compte le même 

nombre de lignes par plan que de plans par volume : pour 64 lignes par plan, le nombre de plans doit 

être de 64, soit un total de 64 x 64 = 4096 lignes14. Aussi, l’acquisition ne se fait plus en tournant de 60° 

autour de l’axe de la sonde mais par petit pas angulaire autour du centre de la sonde (voir Figure II-15). 

Une acquisition volumique B-mode conventionnelle (i.e. ligne par ligne) prend environ 0,8 s pour une 

acquisition de 64 plans allant jusqu’à 15 cm de profondeur, soit environ 1,25 volumes par seconde. Afin 

d’augmenter la cadence d’imagerie, des techniques de MLA sont utilisées, en plus de la minimisation du 

volume à échantillonner, pour acquérir jusqu’à 7 volumes par seconde (Macron et al. 2010). Afin 

d’augmenter la cadence d’imagerie, il est possible de faire les acquisitions volumiques sur plusieurs 

cycles en les recalant sur l’ECG. Par exemple, sur la Figure II-15, le mode « dual beat » fait plusieurs 

acquisitions du volume bleu au cours d’un cycle cardiaque recalées sur l’EGC, puis il passe au volume 

violet. Les volumes finaux seront donc pris sur différents cycles cardiaques puis assemblés en prenant 

en compte l’ECG, cela fait qu’il peut y avoir des problèmes de reconstruction du volume si le rythme 

cardiaque du patient n’est pas régulier (i.e. tachycardie). Il y a donc un compromis entre la résolution 

spatiale et la qualité de la reconstruction à prendre en compte : plus l’acquisition se fait sur un nombre 

                                                     
14 https://folk.ntnu.no/stoylen/strainrate/Basic_ultrasound#3D  
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de cycles élevé, plus la résolution temporelle sera élevée, mais plus le risque qu’il y ait un artefact de 

reconstruction est grand. 

 

 

En ce qui concerne l’étude du flux intraventriculaire, les volumes sont généralement acquis sur 

plusieurs cycles cardiaques, car la résolution temporelle est faible, et l’acquisition doit donc être recalée 

sur l’ECG (Wigen et al. 2018). De plus, les données Doppler acquises en mode volumique ne sont pas 

accessibles, à moins d’avoir un partenariat avec les entreprises qui fabriquent les échographes. 

 

En somme, même si l’échographie Doppler ne permet pas l’étude en trois dimensions de 

l’écoulement sanguin, elle permet néanmoins d’acquérir la projection de la vitesse de l’écoulement le 

long de l’axe ultrasonore. De plus, c’est une modalité d’imagerie peu coûteuse, facile à transporter et 

aucune contre-indication n’en empêchent l’utilisation, c’est pourquoi l’échographie est largement 

utilisée en routine clinique, notamment pour l’évaluation de la fonction cardiaque. Dans cette étude, 

nous avons utilisé le Doppler de couleur (plan) afin de reconstruire l’écoulement intraventriculaire 2D, 

et le mode Doppler de couleur triplan pour la reconstruction du flux 3D, puisque leurs données sont 

accessibles en clinique et que leurs résolutions temporelles sont suffisamment élevées pour permettre 

une étude de l’écoulement à partir d’un cycle cardiaque uniquement. 

  

                                                     
15 https://medinco.pl/wp-content/uploads/2017/02/vivid-e9.pdf  

 

Figure II-15: Schéma montrant différents types d'acquisitions volumiques en échocardiographie ainsi que 

la façon dont les volumes sont acquis. 15 
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CHAPITRE III 

 

 

 

III. État de l’art des méthodes d’estimation de champs de 

vitesse intraventriculaire chez les patients 

 

 

Comme nous l’avons vu précédemment, aucune technique clinique échographique ne permet de 

reconstruire directement le champ de vitesse dans le ventricule gauche. Afin d’estimer ce champ de 

vitesse et d’en déduire le motif de l’écoulement du sang dans le cœur ainsi que l’évolution du vortex 

cardiaque, plusieurs méthodes ont été développées en se basant sur l’imagerie échocardiographique. Ce 

chapitre aborde les principales méthodes développées afin de reconstruire l’écoulement 

intraventriculaire chez le patient. L’état de l’art présenté dans ce manuscrit se concentre uniquement sur 

les techniques ayant déjà été utilisées in vivo. L’ensemble de ces méthodes peut être séparé en deux 

familles, celles basées sur les images B-mode (avec injection de produit de contraste ou non), et celles 

basées sur le Doppler de couleur. Nous détaillons d’abord les méthodes permettant une reconstruction 

2D avant de nous consacrer au 3D. 
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 Estimation basée sur le B-mode 

 

En imagerie optique, pour étudier le comportement d’un liquide qui s’écoule dans des conduites, 

plusieurs milliers de petites particules y sont ajoutées. Le fluide ainsi que les conduites sont 

transparentes, et seules les particules ajoutées permettent de diffuser la lumière afin qu’elles soient 

visibles quand l’écoulement est éclairé. Une source lumineuse est utilisée pour illuminer une tranche ou 

un volume de l’écoulement. Le tout va ensuite être enregistré par une ou plusieurs caméra(s). Cette 

technique est appelée Particle Image Velocimetry (vélocimétrie par image de particules) ou PIV. Les 

images sont ensuite découpées en petites zones pour permettre de calculer le déplacement des particules. 

Chaque zone de la première image va être rattachée à une zone de l’image suivante (la zone la plus 

ressemblante) grâce à une mesure de similarité (autocorrélation croisée normalisée par exemple), cela 

donne le déplacement moyen des particules dans cette zone, puis leur vitesse moyenne en la divisant par 

le temps entre les deux images. Cette technique, permettant d’estimer un déplacement de zone, est 

appelée block matching (ou la correspondance de blocs en français) et est largement utilisée en 

mécanique des fluides. La Figure III-1 schématise le principe de fonctionnement du block matching dans 

le cas de deux images d’un vol d’oies. 

 

 

De la même manière, le speckle tracking regarde l’évolution des speckles d’une image à l’autre. 

Pour cela, deux méthodes sont généralement utilisées : l’écho-PIV et le blood speckle tracking (BST ou 

suivi des motifs d’interférence du sang). L’hypothèse principale de ces méthodes est que le speckle se 

conserve suffisamment d’une image sur l’autre pour être suivi. Pour bien comprendre cette hypothèse, 

il faut revenir à la définition du speckle : les speckles sont les petites tâches ou grumeaux visibles sur les 

images B-mode. Ces grumeaux sont principalement produits par l’interférence entre les signaux 

renvoyés par des diffuseurs (ou scatterers en anglais) qui peuvent être présents dans les tissus ou dans 

le sang (Geyer et al. 2010). La Figure III-2 montre les motifs d’interférence, ou speckles, résultants de 

deux ou plusieurs diffuseurs, et la Figure III-3, la technique de la correspondance de blocs appliquée 

dans le cas d’une échographie cardiaque, au moment de la diastole. 

                                                     
16 https://www.biomecardio.com/files/Color_Doppler.pdf 

 

Figure III-1: Schématisation de la technique du block matching appliquée à des oies en mouvement. 16 
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Figure III-2: Motifs d’interférence résultant des interférences entre deux ou plusieurs diffuseurs. 

(Garcia, Lantelme, and Saloux 2018) 

 

 

 Figure III-3: block matching sur des images B-mode au moment de la diastole. La flèche rouge 

permet de voir le déplacement de l'anneau mitral entre les deux images 

 

 Écho-PIV 

 

L’écho-PIV ou echocardiographic particle image velocimetry (vélocimétrie 

échocardiographique par image de particules) est la technique directement inspirée du PIV utilisé en 

mécanique des fluides. Dans le cas de l’écho-PIV, des microbulles de gaz sont injectées dans le sang du 

patient afin de permettre la visualisation de son écoulement dans le ventricule sur des images B-mode. 

Les microbulles, utilisées comme agent de contraste, peuvent être remplies de différents gaz et ont un 

diamètre très petit (< 6 µm). Lorsque l’onde ultrasonore rencontre une microbulle, un écho important 

est renvoyé dans toutes les directions car les propriétés acoustiques du sang et de la bulle sont très 

différentes. Il n’y a donc pas besoin de filtre de paroi pour voir les speckles résultant des échos renvoyés 

par les bulles. Contrairement à la PIV évoquée précédemment, l’écho-PIV n’observe pas directement le 

déplacement de l’agent de contraste mais plutôt celui du speckle, c’est-à-dire des interférences, qu’il 

produit (Garcia et al. 2018). 
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Figure III-4: Champs de vitesse intraventriculaire estimés, sur une vue 3 chambres, avec la technique 

de l'écho-PIV chez un volontaire sain lors de la diastole. (Kheradvar et al. 2010) 

 

L’écho-PIV, de la même manière que la PIV, utilise généralement une technique de corrélation 

croisée afin de permettre le calcul du déplacement de chaque bloc d’une image à l’autre (Jensen et al. 

2016). Une fois la carte de corrélation obtenue, la position du pic correspond à la position du bloc étudié 

dans l’image suivante. Afin d’affiner le résultat, la technique peut être répétée avec différentes tailles de 

fenêtre, pour estimer l’écoulement à différentes échelles. Il peut aussi être régularisé, ou lissé, pour 

supprimer les résultats aberrants. Certaines techniques utilisent par exemple des équations de mécanique 

des fluides pour régulariser leurs champs de vitesse (Gao et al. 2015). La Figure III-4 montre 

l’écoulement du sang obtenu avec cette technique chez un volontaire sain. 

Le point faible majeur de cette technique est la nécessité d’injecter des microbulles de gaz dans 

le sang, cela est chronophage et demande plus de personnel soignant qu’une échocardiographie 

classique. C’est pourquoi l’écho-PIV n’est pas utilisé comme méthode de routine clinique ; elle est 

surtout utilisée en recherche pour étudier l’écoulement du sang dans le ventricule gauche (Abe et al. 

2013; Hong et al. 2008; Kim and Hong 2019). Afin de se passer de l’agent de contraste, une autre 

technique basée sur les images B-mode a été développée : le Blood Speckle Tracking. 

 

 Le « Blood Speckle Tracking » 

 

Le Blood Speckle Tracking (BST) est une technique utilisant le block matching sur les speckles 

du sang directement. Ces derniers ne sont pas visibles sur une image B-mode conventionnelle, c’est 

pourquoi un filtre de paroi est appliqué pour les faire ressortir. Une fois les speckles observables sur 

l’image filtrée, une technique de block matching conventionnelle est appliquée. Une régularisation peut 

être réalisée en utilisant les informations liées à l’image Doppler de couleur acquise en parallèle du B-

mode, puisque celle-ci donne accès à la projection de la vitesse sur l’axe ultrasonore. Les informations 

liées au déplacement de la paroi peuvent également être utilisées pour la régularisation du champ de 

vitesse (Nyrnes et al. 2020). La Figure III-5 montre les résultats obtenus avec cette méthode chez un 

enfant sain. La cadence d’imagerie nécessaire pour permettre le suivi des speckles du sang est très élevée  

(> 200 fps) (Daae et al. 2021; Wigen et al. 2018). Une telle cadence d’imagerie n’est pas accessible sur 

les échographes cliniques pour le moment chez l’adulte, ce qui empêche son passage en routine clinique. 
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Figure III-5: Champ de vitesse intraventriculaire reconstruit par blood speckle tracking chez un 

enfant sain de 9 ans sur une vue 3 cavités lors de la fin de la diastole. (Nyrnes et al. 2020) 

 

 Estimation basée sur le Doppler 

 

Nous avons vu que le Doppler de couleur permet d’obtenir un plan contenant les projections de 

la vitesse du sang le long de l’axe ultrasonore (voir Section II.3). Cette information Doppler peut être 

utilisée afin de régulariser un champ de vitesse obtenu par une autre méthode (Nyrnes et al. 2020) 

puisqu’elle est équivalente à la vitesse radiale 𝑣𝑟 dans un repère polaire (voir Figure III-6). Toutefois, 

cette information peut également être utilisée comme la composante radiale du champ vectoriel à 

reconstruire, et l’objectif des méthodes de reconstruction est alors d’estimer la vitesse azimutale 𝑣𝜃. 

Dans cette partie, nous nous concentrons uniquement sur ce dernier type de méthode. 

 

 

Figure III-6: Schéma d'une acquisition Doppler de couleur intraventriculaire dans un repère polaire 

avec 𝑣𝑟 vitesse radiale, également vitesse Doppler 𝑣𝐷, et 𝑣𝜃 vitesse azimutale. (Assi et al. 2017) 
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La première méthode, basée sur le Doppler de couleur, mise au point pour reconstruire le champ 

de vitesse intraventriculaire a été développée en 2006 par Ohtsuki et Tanaka (Ohtsuki and Tanaka 2006), 

puis améliorée par Uejima (Uejima et al. 2010). Pour ce faire, ils décomposent le flux en deux parties : 

un flux de vortex et un flux de « base ». Le flux de vortex est défini comme étant la partie de 

l’écoulement liée au vortex intraventriculaire, et le flux de « base » comprend le reste de l’écoulement. 

Pour estimer ces deux composantes, chaque arc de cercle centré sur la sonde (ligne iso-radiale, voir 

Figure III-7) est catégorisé : soit la vitesse est toujours positive ou négative et il n’y a que du flux de 

« base », soit il y a des vitesses positives et négatives et ce qui signifie que les deux flux sont présents. 

Dans la première version, proposée en 2006, la composante radiale du flux de vortex était 

calculée en supposant qu’il s’agissait d’un pourcentage du flux radial total. Ce pourcentage était obtenu 

en faisant un ratio entre les vitesses Doppler positives et négatives. Puis, la composante azimutale du 

flux de vortex était déterminée à partir des vitesses radiales déterminées plus tôt, en utilisant l’équation 

de la fonction de courant. Dans la dernière version, le flux de vortex est considéré comme symétrique, 

cela est visible dans la Figure III-7b, la ligne 2 à droite : le flux de vortex dans la fraction positive est 

défini comme étant le symétrique du flux dans la fraction négative. Cette hypothèse considère donc 

l’écoulement de vortex comme un mouvement de rotation pure. Enfin, dans les deux cas, la composante 

radiale du flux de « base » est calculée en soustrayant la composante radiale du flux de vortex aux 

vitesses Doppler. Enfin, la dernière composante de l’écoulement est calculée en utilisant l’équation 

d’une fonction de flux normalisée. 

 

 

Figure III-7: Un exemple de champ de vitesse générée par la technique d’Uejima (a1). L’écoulement de « base », 

en vert, et deux écoulements écoulement tourbillonnaire de vortex, en rose (a2). (b) Décomposition des vitesses 

Doppler de couleur en écoulement de base et écoulement de vortex. Le champ de vitesse est estimé lors du début de 

la diastole. (Uejima et al. 2010) 

 

Les hypothèses développées par Ohtsuki, puis reprisent par Uejima, sont des hypothèses fortes 

qui ne sont pas vérifiées dans des conditions physiologiques. En effet, ces techniques reposent sur des 

hypothèses de symétrie du vortex intraventriculaire, de manière explicite ou sous-jacente, alors que les 

études par PIV mettent en évidence que le vortex, en forme d’anneau, symétrique en début de la diastole, 

se déforme et s’allonge afin de remplir la chambre ventriculaire et perd donc sa symétrie (Hong et al. 

2008; Kheradvar et al. 2010; Pedrizzetti and Domenichini 2005; Zhang et al. 2013). 
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Pedrizzetti et al., en 2014, ont proposé une technique similaire à celle d’Ohtsuki, cependant la 

décomposition n’est plus faite en flux de « base » et « vortex » mais en flux « Doppler » et flux 

« irrotationnel » (Pedrizzetti and Tonti 2014). Ce dernier est calculé de sorte que son rotationnel soit 

nul, mais aussi de manière à obtenir un écoulement final (i.e. somme des deux flux) à divergence nulle 

pour assurer la conservation de la masse dans le plan. Cela signifie que le rotationnel global de 

l’écoulement reconstruit est égal à celui de la composante radiale (donnée par le Doppler). Cette 

hypothèse de reconstruction ne se fonde sur aucun principe physique et sous-évalue la norme du 

rotationnel. Cela a aussi pour conséquence de diminuer la valeur de la vorticité, qui permet d’estimer le 

vortex, car elle se base sur la valeur du rotationnel. 

 

En 2010, Garcia et al. s’appuient sur l’équation de continuité afin de reconstruire l’écoulement 

du sang dans le ventricule gauche (Garcia et al. 2010). Sous l’hypothèse que le sang est un fluide 

incompressible, l’équation de continuité (i.e. l’équation de conservation de la masse) impose la 

divergence nulle. Cette équation peut être réécrite de façon à obtenir la dérivée de la composante 

azimutale : 

 𝜕𝜃𝑉𝜃(𝑟, 𝜃) = −𝑟𝜕𝑟𝑉𝑟(𝑟, 𝜃) − 𝑉𝑟(𝑟, 𝜃) (III.1) 

 

Les vitesses azimutales sont donc obtenues à une constante près en les intégrant le long d’un arc 

de cercle. Pour estimer cette constante, Garcia et al. calculent la vitesse de la paroi grâce à du speckle 

tracking et définissent cette vitesse comme étant égale à la vitesse du fluide au niveau du myocarde. 

Deux champs de vitesse sont alors estimés, l’un en intégrant par la gauche et l’autre en intégrant par la 

droite pour chaque arc de cercle (ligne iso-radiale). Enfin, une fonction poids est calculée afin de 

pondérer chacune des deux solutions selon leurs distances à leurs parois de référence. La Figure III-8 

détaille les différentes étapes de la méthode développée par Garcia et al. 

Cet algorithme a été intégré sur des échographes cliniques de chez Hitachi (maintenant Fujifilm) 

et eSAOTE (Tanaka et al. 2015). La limite principale de cette technique est qu’elle calcule les vitesses 

ligne par ligne uniquement. En effet, elle ne prend pas en compte les points avoisinant dans la direction 

radiale, ce qui peut mener à des discontinuités (Ro et al. 2014). Pour gommer le problème, le champ de 

vitesse peut être lissé (Itatani et al. 2013). Enfin, l’erreur sur les vitesses perpendiculaires aux faisceaux 

ultrasonore est assez importante (> 20 %). 

Cette technique a été reprise récemment par Zhuang et al. (Zhuang et al. 2020) qui utilisent de 

l’apprentissage profond (deep learning) afin de mieux estimer les vitesses de la paroi. En effet, 

l’algorithme apprend à détecter les parois du myocarde et à estimer leur mouvement. Quant au champ 

de vitesse de l’écoulement, il est calculé de la même manière que dans le papier de Garcia. 

 

Une autre méthode développée par Meyers et al.(Meyers et al. 2020) repose sur l’équation qui 

relie la vorticité et la fonction de courant. Cette équation, obtenue en supposant que le fluide est 

incompressible, permet de reconstruire le champ de vitesse du flux intraventriculaire. De plus, une 

condition de non-glissement est imposée à la paroi c’est-à-dire que la vitesse du flux est égale à celle de 

la paroi au niveau de l’endocarde. Or, la résolution spatiale de l’échographie est trop faible pour imager 

la couche limite de l’écoulement (voir Section IV.1.3), c’est pourquoi la condition limite utilisée n’est 

pas adaptée, ce qui peut avoir un impact négatif sur la reconstruction du champ de vitesse, d’autant plus 

que l’écoulement est principalement inertiel. Enfin, la vitesse dans la direction de la sonde est imposée 

comme étant la vitesse Doppler brute, or celle-ci peut être bruitée, d’où la nécessité de la lisser. 
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Figure III-8: Schéma explicatif de la méthode développée par Garcia et al. pour la reconstruction de 

la composante azimutale du champ de vitesse intraventriculaire. (Garcia et al. 2010) 
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Enfin la dernière technique, proposée par Assi et al. (Assi et al. 2017), se base sur l’équation de 

continuité, des conditions de glissement à la paroi ainsi qu’un lisseur pour estimer le champ de vitesse 

intraventriculaire. Le problème est écrit sous la forme d’une fonction coût à minimiser. Cette dernière 

est définie comme la pondérée des contraintes au carré : 

 𝒗𝒊𝑽𝑭𝑴 = argmin(𝐽(𝒗)) (III.2) 

Où argmin permet de trouver les valeurs de la variable qui minimisent la fonction. Avec : 

 𝐽(𝒗) = ∫ (𝑣𝑟 + 𝑢𝐷)
2

Ω

+ 𝜆1∫ (div(𝒗))2

Ω

+ 𝜆2∫ (𝒗 ∙ 𝒏𝒘)
2

Ω

+ 𝜆3∫ (𝑆(𝒗))
2

Ω

 (III.3) 

 

Où 𝐽(𝒗) est la fonction coût, Ω est la région d’intérêt, 𝑣𝑟 est la vitesse radiale du champ de 

vitesse reconstruit, 𝑢𝐷 est la vitesse Doppler, 𝒏𝒘 est la normale à la paroi, 𝑆(𝒗) est la fonction de lissage 

et les 𝜆𝑖 sont des paramètres de régularisation. Par convention, la vitesse Doppler est de signe opposée 

à la vitesse radiale c’est pourquoi la fonction cherche à minimiser la somme des deux. Enfin, le problème 

peut être réécrit sous forme matricielle, en utilisant des différences finies, ce qui le rend linéaire, de 

forme 𝐴𝒗 = 𝒃. Dans cette équation, 𝐴 est une matrice creuse symétrique, 𝒃 est un vecteur colonne 

contenant les vitesses Doppler, et 𝒗 est un vecteur colonne contenant le champ de vitesse reconstruit. 

La Figure III-9 montre le processus de l’iVFM (intraventricular Vector Flow Mapping ou cartographie 

du flux vectoriel intraventriculaire) développé par Assi et al. À gauche, l’acquisition et le découpage de 

la région d’intérêt réalisé par le cardiologue et à droite la cartographie du flux reconstruite par l’iVFM. 

 

 

Cette méthode permet de reconstruire rapidement et avec une bonne précision les valeurs des 

vitesses radiales et angulaires. Cependant, la principale limite de cette méthode est le calcul des trois 

paramètres de régularisation qui sont obtenus par la méthode de la courbe en L (Hansen and O’Leary 

1993). Pour estimer la valeur optimale d’un paramètre avec cette méthode, plusieurs calculs sont 

nécessaires. Dans ce cas, trois paramètres sont à déterminer ce qui rallonge le nombre de calculs à 

effectuer avant l’obtention du champ de vitesse final. Enfin, la fonction coût cherche à imposer, au 

niveau de la paroi, un écoulement glissant sans vitesses normales : c’est-à-dire que le sang est libre de 

bouger le long de la paroi mais il ne suit pas le myocarde dès lors que celui-ci se remplit ou se contracte. 

 

Figure III-9: Schéma explicatif de la méthode développée par Assi et al. À gauche, l'acquisition et la découpe 

de la région d'intérêt et à droite le champ de vitesse reconstruit par iVFM. (Assi et al. 2017) 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
© [F. Vixege], [2022], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE III - État de l’art des méthodes d’estimation de champs de vitesse intraventriculaire 

chez les patients 

 

36 

 Reconstruction 3D 

 

La visualisation 2D, sur un plan, a l’avantage d’être claire et compréhensible, mais elle ne 

permet pas une visualisation complète du flux intraventriculaire. En effet, la visualisation 2D nous 

renseigne seulement sur l’écoulement du sang sur une coupe et sur ce qu’il se passe dans celle-ci, mais 

laisse libre à interprétation le mouvement hors plan. Pour remédier à cela, plusieurs techniques 3D ont 

été développées en se basant soit sur le B-mode soit sur le mode Doppler de couleur. 

 

La méthode développée par Sengupta et al. (Pedrizzetti et al. 2014; Sengupta, Pedrizetti, and 

Narula 2012) se basent sur l’écho-PIV, acquis en mode biplan, pour estimer l’écoulement du sang dans 

le ventricule gauche. Le mode biplan, de la même manière que le mode triplan, permet l’acquisition de 

deux plans perpendiculaires. La Figure III-10 représente les résultats obtenus par cette méthode avec, 

en bleue, la partie du vortex en forme d’anneau qui va remplir la totalité du ventricule, et en rouge est 

la partie du vortex tournant dans le sens inverse. 

Outre la nécessité de l’injection d’un produit de contraste, cette technique ne permet pas 

réellement de reconstruire l’écoulement intraventriculaire dans son ensemble. En effet, cette technique 

nous donne seulement accès à deux écoulements 2D sur 2 plans perpendiculaires, mais aucune 

information sur l’écoulement dans la direction hors plan n’est accessible. 

 

 

Figure III-10: Estimation de l'écoulement intraventriculaire par écho-PIV bi-planaire avec l'ECG. 

Champ de vitesse correspondant à la fin de la diastole. (Sengupta, Pedrizetti, et al. 2012) 
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Une autre méthode plus récente, développée par Chen et al., permet de reconstruire l’écoulement 

3D intraventriculaire (Chen et al. 2021). Celle-ci aussi s’appuie sur l’injection de produit de contraste 

et son utilisation est possible même si la cadence d’imagerie est faible (entre 3 et 8 volumes par seconde 

dans l’étude). L’acquisition dure environ 80s (soit 80 cycles cardiaques) et sur chaque battement, seule 

un moment du cycle est imagé (en se basant sur l’ECG). En chaque point du volume à reconstruire, 

l’étude de la concentration de l’agent de contraste (à travers la brillance du speckle) sur plusieurs cycles 

cardiaques permet une reconstruction statistique de l’écoulement. Celui-ci est ensuite régularisé avec 

les équations de Navier-Stokes. 

 

Le mode Doppler de couleur est également accessible pour les acquisitions volumiques et peut 

donc permettre la reconstruction de flux intraventriculaire dans son ensemble. Pour remédier au fait que 

le Doppler ne permet d’obtenir qu’une seule composante de la vitesse, Gomez et al. (Gomez et al. 2013, 

2015; Gómez et al. 2013) se basent sur des acquisitions depuis plusieurs points de vue différents. Trois 

acquisitions volumiques du Doppler de couleur, plus une acquisition volumique du B-mode, sont 

nécessaires afin de reconstruire le champ de vitesse dans son ensemble. La Figure III-11 schématise la 

technique développée par Gomez. Une fois tous les volumes obtenus, ils sont repositionnés dans l’espace 

en se basant sur les points anatomiques tels que l’apex ou la valve mitrale. Le problème de reconstruction 

est alors écrit sous la forme d’une fonction coût à minimiser. Cette fonction cherche à minimiser la 

différence entre les vitesses reconstruites et les vitesses Doppler tout en imposant une condition de 

glissement à la paroi. Enfin, un terme de pénalisation, proportionnel à la divergence, est introduit afin 

d’assurer la conservation de la masse dans toute la cavité ventriculaire gauche. 

 

 

Figure III-11: Schéma de fonctionnement de la méthode développée par Gomez. Le mouvement de la 

paroi, calculé à partir d'un volume B-Mode, est combiné avec les vitesses Doppler des différentes 

vues pour récupérer le flux intraventriculaire. (Gomez et al. 2015) 
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Cette méthode permet de reconstruire l’écoulement intraventriculaire dans son ensemble en 

acquérant plusieurs Doppler de couleur depuis différentes fenêtres échographiques, puis en les recalant 

dans le temps (grâce à l’ECG), et dans l’espace (grâce aux points anatomiques). Cependant, dans un 

contexte clinique le recalage spatio-temporel peut être compliqué surtout si le cycle cardiaque n’est pas 

régulier. 

Pour pallier le problème lié au recalage spatial, Grønli et al. (Gronli et al. 2018) partent d’une 

seule acquisition volumique Doppler de couleur afin de reconstruire le champ de vitesse 

intraventriculaire. Pour cela, ils emploient le logiciel libre TensorFlow qui utilise des algorithmes 

d’apprentissage automatique (ou machine learning) afin d’estimer les dérivées spatiales et temporelles. 

Le problème est écrit sous la forme d’un problème de minimisation contraint : ils cherchent à minimiser 

l’écart entre les vitesses radiales et les vitesses Doppler tout en imposant des conditions de glissement à 

la paroi, la conservation de la masse et une version simplifiée de la conservation du moment (équation 

de Navier-Stokes). La Figure III-12 montre l’écoulement intraventriculaire reconstruit au moment de la 

diastase (fin du remplissage rapide). 

 

 

Figure III-12: Champ de vitesse intraventriculaire gauche reconstruit avec la technique développée 

par Grønli. L'acquisition a été faite chez un adulte sain à différents moments du cycle cardiaque. 

(Gronli et al. 2018) 

 

Cette technique, basée sur des acquisitions volumiques, ne permet d’obtenir qu’un champ de 

vitesse moyen sur plusieurs cycles. En effet, la cadence d’imagerie n’étant pas suffisante pour permettre 

l’étude de l’écoulement sur un seul cycle, l’acquisition se fait sur 5 à 6 cycles en se calant sur l’ECG 

afin de fournir des volumes B-mode et Doppler de couleur. Les données volumiques extraites des 

échographes cliniques ne sont donc pas des volumes instantanés mais moyennés sur plusieurs cycles : 

ils sont donc sensibles aux arythmies cardiaques. 
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Bilan de l’état de l’art et orientation du travail 

 

 

Nous avons présenté l’état de l’art des techniques d’estimation de l’écoulement intra-

ventriculaire par échocardiographie chez le patient. Celles-ci sont basées soit sur l’image B-mode soit 

sur le Doppler de couleur. Parmi les méthodes s’appuyant sur le B-mode, l’écho-PIV est la plus utilisée, 

mais elle nécessite l’injection de produit de contraste, ce qui limite son application dans un contexte de 

routine clinique. L’autre technique basée sur le B-mode est le blood speckle tracking. Elle ne nécessite 

pas d’injection de produit de contraste car elle estime l’écoulement directement à partir des speckles du 

sang. Son utilisation en clinique chez l’adulte n’est pas possible de nos jours car la cadence d’imagerie 

nécessaire à cette technique est supérieure à celle accessible sur les échographes cliniques. En ce qui 

concerne les méthodes utilisant le Doppler de couleur, une partie d’entre elles décompose le flux en 

deux parties afin de reconstruire le vortex de manière séparée : les hypothèses utilisées dans ces cas-là 

sont fortes et ne sont pas toujours vérifiées dans des conditions physiologiques. L’autre partie des 

méthodes, s’appuyant sur le Doppler, utilise des équations de mécanique des fluides afin de reconstruire 

l’écoulement. Ces méthodes sont robustes et sont les plus enclins à être utilisées en routine dans un 

contexte médical, car elles se basent sur des acquisitions cliniques. La limite principale de ces techniques 

est qu’elles ne permettent pas une étude 3D de l’écoulement. Enfin, les méthodes proposées en 3D ne 

permettent généralement pas de reconstruire un écoulement instantané, mais seulement un écoulement 

moyen sur plusieurs cycles. 

Notre approche a pour objectif de permettre la reconstruction de l’écoulement intraventriculaire 

en 3 dimensions en se basant uniquement sur des acquisitions échographiques. Pour cela, nous avons 

utilisé l’imagerie triplan disponible sur les échographes afin d’obtenir plusieurs images par cycle, et 

donc d’obtenir un champ qui n’est pas moyenné sur plusieurs cycles et ainsi éviter d’avoir à recaler les 

acquisitions avec l’ECG. Enfin, cette méthode devra être également compatible avec des images 

échographiques 2D, pour permettre une reconstruction de l’écoulement dans le plan. 

La méthode proposée se basera donc sur le Doppler de couleur triplan et des équations de 

mécanique des fluides, notamment celles utilisées dans Assi et al. (Assi et al. 2017), qui reposent sur 

des propriétés hémodynamiques, pour permettre une reconstruction rapide de l’écoulement et dans tout 

le volume du ventricule gauche. Le problème sera écrit sous la forme d’un problème de minimisation 

sous contraintes afin de limiter le nombre de paramètres à régler. Enfin, la méthode sera automatisée de 

manière à la rendre robuste et à réduire la variabilité inter-opérateur. 

Afin de permettre la reconstruction de l’écoulement, nous avons fait deux hypothèses : nous 

avons considéré que l’acquisition était instantanée (pas de délai entre le début et la fin de l’acquisition 

du triplan) et que l’écoulement global est lisse, notamment dans la direction hors plan. 
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CHAPITRE IV 

 

 

 

IV. « Intraventricular Vector Flow Mapping » 3D 

 

 

Dans ce chapitre, nous décrivons la méthode que nous avons développée. Dans une première 

partie, nous présentons les données sur lesquelles se base l’iVFM (intraventricular Vector Flow 

Mapping, ou cartographie vectorielle du flux intraventriculaire en français), ainsi que les contraintes 

utilisées. Ces contraintes s’appuient sur la mécanique des fluides afin de permettre une reconstruction 

cohérente de l’écoulement du sang. Le problème est ensuite mis en équation. Dans une seconde partie, 

nous expliquons notre choix quant à la matrice de régularisation utilisée pour obtenir un champ de 

vitesse lisse dans les trois directions de l’espace, ainsi que les hypothèses faites pour permettre la 

reconstruction de l’écoulement dans le ventricule gauche complet à partir d’une échographie triplan. 

Dans la dernière partie, nous réécrivons le problème sous forme d’un produit matrice-vecteur afin de 

pouvoir effectuer le calcul de manière numérique. Enfin, une simplification du problème est décrite à la 

fin du chapitre afin de permettre la reconstruction d’un champ de vitesse en deux dimensions à partir 

d’une acquisition Doppler de couleur 3 cavités. 
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 Écriture du problème 

 Les données cliniques 

 

L’intraventricular Vector Flow Mapping (iVFM) est une technique dédiée à l’application 

clinique, c’est pourquoi elle est basée sur des données cliniques facilement accessibles. Via l’utilisation 

du logiciel EchoPAC, il est possible d’extraire les données brutes (avant conversion de l’échographe, 

i.e. dans un repère polaire, voir Figure IV-1) des échographes cliniques et de les utiliser pour la 

reconstruction du flux intraventriculaire. Ces données incluent le type de sonde utilisée, le type 

d’échographe, le mode d’acquisition, les données B-mode et Doppler ou encore l’ECG. Une fois 

extraites, ces informations sont regroupées dans un fichier dont l’extension est h5 ou hdf5 avant d’être 

anonymisées. Finalement, les données peuvent être lues par différents logiciels spécifiques ou non au 

domaine clinique. 

 

 

Figure IV-1: Acquisition triplan avant conversion de l'échographe à gauche, et après conversion à droite (Vixège, 

Berod, Courand, et al. 2021). 

 

Dans notre cas, ce sont surtout les données échocardiographiques qui vont nous intéresser, telles 

que les données B-mode et Doppler de couleur. L’image B-mode est représentée par une grille, ou 

matrice, de valeurs entières codées sur 8 bits. En ce qui concerne le Doppler de couleur, il n’est pas 

accessible directement, mais peut être obtenu en multipliant le « déphasage normalisé » par la vitesse 

de Nyquist (équation (II.1)). Le « déphasage normalisé » se présente sous forme de grille (une valeur 

par acquisition Doppler) où chaque valeur est un réel, codé sur 32 bits, compris entre -1 et 1 (équivalent 

à Δ𝜙/𝜋 dans l’équation (II.1)) ; la vitesse de Nyquist est un scalaire réel codé sur 32 bits. Une autre 

information Doppler, accessible grâce au logiciel EchoPAC, est le Doppler de puissance. Il fournit des 

renseignements sur la force du signal reçu en chaque point de la grille Doppler de couleur. L’information 

qu’il contient est donc reliée à la fiabilité du Doppler de couleur, car plus le signal renvoyé est puissant, 

plus il est facile d’obtenir le déphasage du signal et donc plus il est facile d’estimer correctement la 

vitesse Doppler. Le Doppler de puissance se présente également sous la forme d’une matrice de valeurs 

réelles comprises entre 1 et 100, et codées sur 32 bits. La Figure IV-2 montre ces trois acquisitions (B-

mode, Doppler de couleur et Doppler de puissance) avant la conversion de l’échographe. La grille B 

mode est généralement plus grande que la grille du Doppler de couleur, qui elle, est de même taille que 

celle du Doppler de puissance. Plus la valeur du Doppler de puissance est élevée, plus elle tend vers le 

jaune, et plus elle est faible, plus elle tend vers le bleu. Dans le coin en bas à droite, le Doppler de couleur 

est très bruité, et donc il n’est pas fiable ; le Doppler de puissance tend vers 1 dans cette zone. 
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Figure IV-2: Acquisition d'une image B-mode avec un Doppler de couleur, ainsi que le Doppler de 

puissance associé. 

 

Enfin, les dernières informations nécessaires à la mise en place de notre méthode sont celles 

relatives à la grille des coordonnées Doppler et au temps d’acquisition. Dans un fichier h5 la grille n’est 

pas directement donnée, il faut la calculer à partir de la profondeur minimale et maximale ainsi que 

l’angle d’ouverture utilisé lors de l’acquisition. La profondeur est donnée par rapport au centre de la 

sonde, définie par convention comme l’origine de la grille. À partir de ces valeurs, la grille est 

reconstruite, et chaque point de celle-ci est régulièrement espacé dans un repère cardiaque (i.e. polaire, 

voir Section II.2.3). Pour une acquisition en mode triplan, une dernière information est donnée : l’angle 

de rotation par rapport au premier plan (respectivement 0°, 60° et 120°). 

Le système de coordonnées du triplan étant différent de celui communément utilisé en physique 

(convention ISO 80000-2:2019) ; nous les avons adaptées afin de simplifier les calculs. Les coordonnées 

sphériques utilisées dans l’iVFM-3D sont présentées dans la Figure IV-3. Le centre de la sonde est 

l’origine du repère, le plan xOz est le plan où 𝜑 vaut 0, pour les 𝑥 positifs, ou 𝜋, pour les 𝑥 négatifs et 

𝜃 vaut 0 le long des 𝑧 positifs et 𝜋 le long des 𝑧 négatifs. La direction 𝜑 correspond à la direction hors 

plan ou azimutale, 𝜃 à la direction d’élévation ou polaire et 𝑟 à la direction radiale. Au final, chaque 

plan est découpé en 2 demi-plans (au niveau de l’axe d’intersection des plans), c’est pourquoi nous 

avons au final 6 demi-plans par acquisition. Ce changement de coordonnées permet également de mettre 

en avant la symétrie du ventricule gauche par rapport à l’axe apex-valve mitrale (voir Section I.1.3). 

 

 

Figure IV-3: Schéma de la sonde et du cœur gauche lors d'une acquisition échographique superposée 

aux repères sphérique et cartésien adoptés dans notre méthode (Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 
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 L’équation de continuité 

 

L’équation de continuité est une équation fondamentale de la mécanique des fluides : c’est 

l’équation de conservation de la masse pour un fluide. 

 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝒗) = 0 (IV.1) 

 

Tout écoulement fluide respecte l’équation (IV.1) (en l’absence de source et de puits), où 𝜌 est 

la masse volumique et 𝒗 est le vecteur vitesse du fluide en variable d’Euler ; les variables d’Euler sont 

adaptées à notre problème, car elles permettent de décrire l’écoulement comme un ensemble de volumes 

de référence (dans notre cas les pixels ou voxels) dans lesquels le fluide peut entrer et/ou sortir. 

L’équation de continuité prend en compte les variations de masse volumique, qui peuvent être 

interprétées comme une augmentation ou une diminution de la quantité de fluide dans le volume de 

référence considéré, ainsi que les échanges de fluide entre les volumes. 

Nous faisons l’hypothèse que le sang est un fluide incompressible, c’est-à-dire un fluide dont la 

masse volumique est constante au sein du volume considéré et au cours du temps. Cette hypothèse 

permet de simplifier l’équation de continuité comme suit : 

 𝑑𝑖𝑣(𝒗) = 0 (IV.2) 

 

Afin de reconstruire l’écoulement intraventriculaire, nous avons utilisé l’équation de continuité 

comme une contrainte physique. En effet, la reconstruction de l’écoulement étant en trois dimensions, 

cette relation est vérifiée et nous permet de reconstruire un écoulement consistant d’un point de vue 

physique. Dans notre cas, le système de coordonnées utilisé est sphérique, l’équation (IV.2) s’écrit donc 

sous la forme suivante : 

 
2𝑣𝑟
𝑟
+
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟
+
cos(𝜃) 𝑣𝜃
𝑟 sin(𝜃)

+ 
1

r
 
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑟 sin(𝜃)

𝜕𝑣φ

𝜕φ
= 0 (IV.3) 

 

Où 𝑣𝑟, 𝑣𝜃 et 𝑣𝜑 sont les trois composantes de la vitesse 𝑣, et 𝑟, 𝜃 et 𝜑 sont les trois directions 

de l’espace. Afin d’éviter des divisions par 0, nous avons multiplié l’équation (IV.3) par 𝑟 sin(𝜃) lors 

de son utilisation comme contrainte de notre problème. 

 

 Condition de glissement à la paroi 

 

La deuxième contrainte que nous avons utilisée pour reconstruire l’écoulement 

intraventriculaire est une condition sur l’écoulement du sang à la paroi, aussi appelée condition aux 

limites. Il existe deux grands types de condition à la paroi en mécanique des fluides : la condition de 

glissement et la condition de non-glissement à la paroi (dans notre cas, le myocarde). 

La condition de non-glissement à la paroi est la condition aux limites la plus communément 

utilisée en mécanique des fluides. Elle décrit un écoulement où le fluide adhère à la paroi, c’est-à-dire 

que la vitesse du flux au niveau de la paroi est égale à la vitesse de la paroi. Cette condition prend en 

compte la couche limite : c’est une zone de faible épaisseur où l’écoulement est dominé par les forces 

de viscosité dues à l’interaction avec la paroi. Pour prendre en compte cette couche limite, le maillage 
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doit être assez fin pour considérer les fortes variations de vitesse présentes dans l’épaisseur de la couche 

limite. Dans le cas de l’échographie, la résolution spatiale est limitée (𝑑𝑟 ≈ 0,5 mm, 𝑑𝜃 ≈ 0,02 rad) et 

ne permet pas l’étude de la couche limite, de plus, les trabécules, présentes à la surface de l’endocarde, 

ont un impact sur celle-ci, mais elles ne sont pas visibles non plus par échographie ; c’est pourquoi nous 

considérons la paroi du ventricule comme une surface lisse. 

L’utilisation de condition de non-glissement à la paroi peut avoir un impact préjudiciable sur la 

reconstruction de l’écoulement, notamment proche de l’endocarde. Ces paramètres nous poussent à 

considérer un écoulement glissant à la paroi. Contrairement à l’écoulement non-glissant, cette hypothèse 

n’impose aucune adhésion du sang à la paroi dans la direction tangente à cette dernière. Néanmoins, 

dans la direction normale, le sang est lié au myocarde, de sorte qu’il ne puisse pas le traverser ou s’en 

décoller ; cela donne la condition à la paroi suivante : 

 𝒗 ∙ 𝒏𝐰 − 𝒗𝐰 ∙ 𝒏𝐰 = 0 sur 𝜕Ω (IV.4) 

 

Où 𝒗 est le vecteur vitesse du fluide, 𝒗𝐰 est le vecteur vitesse de la paroi, 𝒏𝐰 est le vecteur 

normal à la paroi et Ω est la région d’intérêt (le ventricule gauche). Cette condition sera plus précisément 

appliquée sur l’endocarde, en excluant la valve mitrale et la valve aortique. 

Cependant, le mode triplan ne nous permet ni l’accès direct à la composante hors plan de la 

vitesse de la paroi (𝑣w φ), ni à celle de la composante hors plan de la normale à la paroi (𝑛w φ), donc il 

n’est pas possible d’appliquer la contrainte de glissement dans cette direction. Afin de trouver la 

contrainte la plus adaptée pour la direction hors plan, nous avons essayé quatre conditions à la paroi 

différentes sur un modèle numérique d’écoulement cardiaque (voir Section V.1): un cas (idéal) où nous 

avons toutes les informations, un cas où nous n’imposons rien sur 𝜑 à la paroi, un cas où nous estimons 

𝑛w φ à la paroi et une vitesse de la paroi nulle (𝑣w φ = 0), et enfin un cas où nous imposons  

𝑣𝜑 = 0 à la paroi. Le Tableau IV-1 récapitule les résultats que nous avons obtenus sur ce modèle, 

pendant la diastole. Le minimum d’erreur, hors cas idéal, est obtenu dans le cas où 𝑣𝜑 = 0 à la paroi, 

c’est pourquoi nous avons gardé cette condition comme contrainte à la paroi pour le reste de l’étude. 

 

Méthode Cas idéal Non contraint 

Vitesse de la 

paroi nulle 

(𝑣w φ = 0) 

Vitesse du flux 

nulle à la paroi 

(𝑣φ = 0) 

Erreur globale (RMSE) 20,33% 33,74% 29,03% 23,58% 

Tableau IV-1: Calcul de l'erreur lors de la diastase pour différentes conditions à la paroi pour la 

composante hors plan. 

 

 Minimisation du problème 

 

Pour rappel, notre problème est exprimé sous la forme d’un problème de minimisation sous 

contraintes : cela signifie que nous cherchons le minimum d’une fonction coût satisfaisant chacune des 

contraintes. En d’autres termes, parmi toutes les solutions existantes, seule les solutions respectant les 

contraintes sont prises en compte, puis parmi ces solutions, la solution retenue est celle qui minimise la 

fonction coût. Cette fonction, comme pour Assi et al. (Assi et al. 2017), se base sur l’adéquation entre 

les vitesses Doppler et les vitesses radiales du champ de vitesse reconstruit, ainsi que sur un lisseur (voir 

Section IV.2.2). Notre problème peut donc être écrit sous la forme suivante : 
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Minimiser 

𝐽(𝒗) = ∫ (𝑣𝑟 + 𝑢𝐷)
2 dΩ +  𝛼ℒ(𝒗)

Ω

 

Tel que 

{

div(𝒗) = 0  sur Ω,
(𝑣𝑟 − 𝑣𝑤 𝑟) 𝑛𝑤 𝑟 + (𝑣𝜃 − 𝑣𝑤 𝜃) 𝑛𝑤 𝜃 = 0  sur 𝜕Ω 

 𝑣𝜑 = 0  sur 𝜕Ω
 

(IV.5) 

 

Où 𝐽 est la fonction coût, 𝑣𝑟, 𝑣𝜃 et 𝑣𝜑 sont respectivement les vitesses radiales, d’élévation et 

azimutales, 𝑢𝐷 est la vitesse Doppler, ℒ est la fonction de lissage, 𝛼 est le paramètre de lissage, Ω est la 

région d’intérêt, 𝒗𝒘 est la vitesse de la paroi et 𝒏𝒘 est la normale à la paroi. Par convention, les vitesses 

Doppler et radiales sont de signes opposés, c’est pourquoi nous cherchons à minimiser leur somme et non 

leur différence. 

Afin de tenir compte des contraintes dans l’écriture de la fonction coût, des multiplicateurs de 

Lagrange ont été utilisés. Ces multiplicateurs deviennent des inconnues de notre fonction, c’est pourquoi 

elle se note désormais 𝐽(𝒗, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐), où 𝝀𝟏 est un vecteur de multiplicateurs relatifs à la contrainte de 

conservation de la masse, et 𝝀𝟐 est un vecteur de multiplicateurs relatifs à la contrainte à la paroi. Le 

problème s’écrit alors sous la forme suivante : 

 

Minimiser 

𝐽(𝒗, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐) = ∫ (𝑣𝑟 + 𝑢𝐷)
2 dΩ +  𝛼ℒ(𝒗)

Ω

+ 𝝀𝟏div(𝒗) + 𝝀𝟐bnd(𝒗) 
(IV.6) 

 

Où bnd(𝒗) est la fonction relative aux contraintes à la paroi. Enfin, pour trouver le minimum de 

la fonction coût, nous cherchons les valeurs des inconnues de manière à ce que la dérivée de  𝐽(𝒗, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐) 
soie nulle, autrement dit : 

 ∆𝐽(𝒗𝒔𝒐𝒍, 𝝀𝟏 𝒔𝒐𝒍, 𝝀𝟐 𝒔𝒐𝒍) = 0 (IV.7) 

 

Où 𝒗𝒔𝒐𝒍, 𝝀𝟏 𝒔𝒐𝒍, 𝝀𝟐 𝒔𝒐𝒍 sont les solutions du problème. Le champ de vitesse reconstruit, en trois 

dimensions, est contenu dans la variable 𝒗𝒔𝒐𝒍. Seule cette variable est considérée pour l’étude du flux 

intraventriculaire. 

 

 Lissage et création du volume 

 Interpolation trigonométrique 

 

L’iVFM-3D a pour objectif de fournir rapidement une estimation du flux pour permettre l’étude 

du vortex intraventriculaire par le cardiologue. Pour ce faire, nous avons écrit le problème de 

minimisation sous la forme d’un produit matrice-vecteur, en utilisant la méthode des différences finies 

avec un schéma centré d’ordre 2 (voir Section IV.3). Bien que l'échantillonnage de l’échographie 

Doppler soit suffisant dans les directions radiale et d’élévation pour cette méthode, il est limité dans la 

direction azimutale (6 échantillons, voir Section II.3.2). Pour obtenir des dérivées azimutales correctes 
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et assurer une reconstruction volumique complète (et non seulement sur les trois plans), nous avons 

exprimé les composantes de la vitesse par une fonction paramétrée périodique dans la direction 

azimutale (Scheiber 2011). Cette fonction permet d’assurer la continuité de l’écoulement et des dérivées 

dans tout le volume, notamment entre le premier et le dernier plan. De plus, définir chaque composante 

comme une fonction paramétrée périodique nous assure que le champ de vitesse sera lisse dans la 

direction hors plan. Les composantes de la vitesse ont été définies de la manière suivante : 

 

 
𝑣𝑘 = 𝑎0𝑘(𝑟, 𝜃) + 𝑎1𝑘(𝑟, 𝜃) cos(𝜑) +  𝑎2𝑘(𝑟, 𝜃) cos(2𝜑)

+ 𝑎3𝑘(𝑟, 𝜃) cos(3𝜑) + 𝑎4𝑘(𝑟, 𝜃) sin(𝜑) + 𝑎5𝑘(𝑟, 𝜃) sin(2𝜑) 
(IV.8) 

Avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑}. 

 

Chaque composante de la vitesse a été paramétrée par 6 coefficients 𝑎0𝑘 jusqu’à 𝑎5𝑘 puisque 

nous avons accès à six demi-plans. Désormais, notre objectif est de déterminer ces coefficients pour 

ensuite calculer les vitesses sur le nombre de plans désirés. Il faut noter que, pour un couple (𝑟, 𝜃) fixé, 

nous cherchons à déterminer les six coefficients trigonométriques 𝑎𝑛𝑘 de chaque composante de la 

vitesse, soit 18 valeurs de coefficient. Pour un triplan de taille (𝑀 × 𝑁 × 𝑂), où M est le nombre de 

points par lignes d’acquisition et N le nombre de lignes par demi-plan, et 𝑂 le nombre de demi-plans 

par acquisition (6 dans le cas du triplan), nous devons déterminer 3𝑀𝑁𝑂 coefficients. 

 

 Choix du lisseur 

 

Les vitesses Doppler acquises en échographie peuvent être fortement bruitées, ce qui peut 

affecter le champ de vitesse reconstruit, en introduisant localement de fortes variations de vitesse. Pour 

limiter l’impact du bruit, et obtenir un champ de vitesse lisse, l’utilisation d’une fonction de 

régularisation (i.e. lissage) est nécessaire lors de la résolution du problème. De la même manière que 

pour les conditions à la paroi utilisées pour 𝑣𝜑 (Section IV.1.3), plusieurs lisseurs ont été étudiés en vue 

de sélectionner le plus adapté pour l’iVFM-3D. Afin de lisser les champs de vitesse dans toutes les 

directions, nous avons opté pour des méthodes basées sur les dérivées secondes et croisée. Nous avons 

notamment étudié deux types de lisseurs, la matrice Hessienne et la flexion de plaque mince (TPS ou 

Thin Plate Spline en anglais) (Duchon 1976). Plus précisément, nous avons considéré la norme de 

Frobenius de la matrice Hessienne comme lisseur. Même si ces deux lisseurs sont équivalents en 

cartésien, ils ne le sont pas ni en polaire ni en sphérique car la matrice Hessienne prend en compte la 

métrique. Dans le cas de la matrice TPS, ce sont uniquement les variations de valeur qui sont considérées 

(sans tenir compte des métriques). Par ailleurs, nous avons exprimé les composantes de la vitesse par 

une fonction paramétrée périodique dans la direction azimutale (voir Section IV.2.1), elles sont donc 

définies comme étant lisses dans cette direction. Pour prendre cela en considération, nous avons 

considéré des lisseurs polaires (lissage dans le plan d’acquisition, (𝑟, 𝜃)), et nous les avons comparés 

aux lisseurs 3D (lissage dans le volume (𝑟, 𝜃, 𝜑)). 

Les lisseurs ont été comparés sur deux écoulements à divergence nulle : le vortex de Hill 

(Norbury 1972) et un écoulement dont le champ de vitesse est équivalent à celui d’une boule en rotation 

(appelé EBR pour « écoulement de la boule en rotation » par la suite). Le vortex de Hill est un vortex 

en forme d’anneau très similaire au vortex intraventriculaire du début de la diastole (Section I.2.3), il 

avance dans une direction en s’enroulant sur lui-même. Lors de la simulation de l’acquisition triplan sur 

le vortex de Hill, nous avons aligné l’axe d’intersection des trois plans du triplan avec l’axe de symétrie 

du vortex. Cela nous permet d’obtenir un maximum d’informations Doppler, puisque l’axe principal de 
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l’écoulement est colinéaire à l’axe ultrasonore ; néanmoins, cela peut également introduire des biais 

dans les résultats obtenus. Afin de casser cette symétrie, nous aurions pu considérer un mouvement de 

rotation ou de translation d’un axe par rapport à l’autre, mais cela aurait diminué drastiquement 

l’information acquise sur l’écoulement. C’est pourquoi nous avons préféré introduire un autre 

écoulement, l’EBR, dont l’axe de symétrie n’est pas aligné avec l’axe du triplan mais est parallèle au 

plan de la sonde. La Figure IV-4 présente ces écoulements à l’aide d’une coupe et de lignes de courant. 

Les couleurs sur les coupes correspondent aux vitesses Doppler acquises (de manière numérique) et la 

longueur des flèches est proportionnelle à la vitesse du flux. 

 

  

Figure IV-4: Lignes de courant de l’écoulement de la boule en rotation à gauche, et du vortex de Hill à 

droite. Les lignes de courant sont accompagnées d’une coupe 2D dont la taille des flèches est 

proportionnelle à la vitesse du flux et la couleur représente la vitesse Doppler acquise. 

 

Le résultat de ces tests est résumé dans le Tableau IV-2, qui reprend les valeurs d’erreur obtenues 

pour ces deux écoulements pour chacun des différents lisseurs considérés. 

 

 Sphérique Polaire 

TPS Hessien TPS Hessien 

Erreur vortex de 

Hill (RMSE) 
2,49% 28,79% 0,92% 10,79% 

Erreur sur l’EBR 

(RMSE) 
10,95% 44,22% 3,17% 43,54% 

Tableau IV-2: Calcul de l'erreur sur deux écoulement simples pour différents lisseurs polaires ou 

sphériques. 
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Nous pouvons en conclure que les lisseurs polaires permettent d’obtenir de meilleurs résultats. 

Par ailleurs ils permettent de diminuer le temps de calcul, car les matrices utilisées sont plus petites. Les 

matrices Hessiennes sont plus grosses que les matrices TPS ce qui augmente également le temps de 

calcul. De plus, elles introduisent des vitesses hors-plan élevées (voir Figure IV-5) qui semblent être 

liées à l’introduction de nombreux termes dans la matrice de lissage. Cela est appuyé par le fait que la 

matrice Hessienne sphérique, qui contient plus de termes, estime des vitesses plus élevées que le lisseur 

Hessien polaire. En augmentant la valeur du paramètre de lissage (Section IV.2.3), les vitesses hors-

plan diminuent grâce à une régularisation plus importante (le minimum d’erreur est atteint dans les deux 

cas pour 𝛼 = 10−7). Cependant, pour faire diminuer suffisamment ces vitesses, il faut augmenter la 

valeur du paramètre de lissage au-delà de sa valeur optimale, ce qui a un impact significatif sur les autres 

composantes de la vitesse (voir Figure IV-6). 

Pour la suite de ce manuscrit, seul le lisseur polaire TPS a été retenu. 

 

 Choix du paramètre de lissage 

 

Maintenant que nous avons déterminé notre matrice de lissage, le choix du paramètre de lissage, 

appelé 𝛼 (équation (IV.5)), est crucial afin de permettre une bonne reconstruction du champ de vitesse. 

Ce paramètre est un scalaire réel strictement positif. La Figure IV-6 présente trois cas avec des valeurs 

de paramètre de lissage différentes : un cas où le paramètre est sous-évalué, un cas où il est optimal et 

enfin, un cas où il est surévalué. Si le paramètre de lissage est trop faible, du bruit sera présent dans les 

vitesses reconstruites, et donc l’écoulement ne sera pas clairement visible. Au contraire, si le paramètre 

de lissage considéré est trop élevé, les vitesses de l’écoulement reconstruit seront trop homogénéisées 

et tendront vers une vitesse identique partout. Afin de rendre notre algorithme utilisable en routine 

clinique, il est nécessaire que ce paramètre soit calculé de manière complètement automatique, puisque 

cela assure la reproductibilité des résultats obtenus, et permet également de diminuer la variabilité inter-

opérateur. 

 
Figure IV-5: Histogramme des vitesses azimutales et radiales pour les lisseurs Hessiens sphérique et 

polaire avec deux valeurs de lissage différentes, dans le cas du vortex de Hill. 
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Figure IV-6: Écoulement dans le premier plan du triplan pour 3 paramètres de lissage différents dans le 

cas de l’écoulement de la boule en rotation. 

 

Pour déterminer la valeur optimale du paramètre de lissage , nous avons opté pour la méthode 

de la L-curve (ou courbe en L en français) (Hansen 2001). Cette méthode permet d'identifier la valeur 

de 𝛼 permettant le meilleur compromis entre la proportion de régularisation (lissage) et la qualité de 

l'ajustement aux données d'entrée (adéquation aux vitesses Doppler). La L-curve consiste en un tracé 

log-log de la norme résiduelle (ou norme de l’écart aux données) en fonction de la norme de 

régularisation pour un ensemble de valeurs du paramètre de lissage, c’est-à-dire que la méthode de la L-

curve nécessite de résoudre le système linéaire avec plusieurs valeurs du paramètre de lissage. En 

général, l’utilisation d’une échelle log-log permet d’obtenir le tracé d’une courbe en forme de L, et la 

valeur offrant le meilleur compris biais-variance est positionnée dans le coin du L. 

Dans notre cas, la valeur " optimale " était celle qui correspondait au point d'inflexion ascendant 

de la courbe en L. La Figure IV-7 représente la courbe obtenue sur le cas de l’écoulement de la boule 

en rotation, avec, en rouge, la valeur du paramètre de lissage qui minimise l’erreur par rapport à la 

référence. Le coin de la L-curve est proche de la valeur optimale de 𝛼 qui permet d’obtenir le minimum 

d’erreur. La Figure IV-7 permet de voir l’influence du paramètre de régularisation sur l’erreur globale 

de la reconstruction. 

 
Figure IV-7: Tracé de la L-curve à gauche avec différentes valeurs de lissage et en rouge, la valeur 

minimisant l'erreur par rapport à la référence. À droite, l'évolution de l'erreur en fonction du 

paramètre de lissage. 
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 Numérisation du problème 

 Introduction des opérateurs mathématiques 

 

La vitesse Doppler, ainsi que chaque composante de la vitesse calculée par notre méthode, 

peuvent être représentées sous la forme d’un tenseur : une grille 3D (nous considérerons uniquement les 

tenseurs d’ordre 3 dans ce manuscrit). Cependant, pour résoudre le problème de manière numérique, ce 

dernier doit écrit sous forme d’un produit matrice-vecteur, c’est pourquoi les tenseurs doivent être 

réécrits sous forme vectorielle (vectorisation, voir Figure IV-8). 

 

Figure IV-8: Schéma d'un tenseur contenant une acquisition Doppler triplan et du vecteur 

correspondant (Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 

 

Dans ce chapitre, nous faisons la distinction entre les scalaires (0D), les vecteurs (1D), les 

matrices (2D) et les tenseurs (3D). Afin de permettre une meilleure visibilité et compréhension, les 

scalaires seront notés en minuscule (𝑎), les vecteurs en minuscule et en gras (𝒂), les matrices en 

majuscule (𝐴), et les tenseurs en majuscule et en gras (𝑨). 

 

Dans l’optique de réécrire le problème sous forme tensorielle, nous avons besoin d’introduire 

quatre notions mathématiques : le produit d’Hadamard, le produit de Kronecker, le produit tensoriel et 

le produit mode µ. 

 

 Premièrement, le produit d’Hadamard, noté ∘, est simplement le produit terme à terme des 

matrices ou tenseurs considérés : 

 
𝐴 ∘ B =  [

𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

] ∘ [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

] =  [
𝑎1𝑏1 𝑎2𝑏2
𝑎3𝑏3 𝑎4𝑏4

] (IV.9) 
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 Le produit de Kronecker, noté ⨂, est la multiplication de tous les termes d’une matrice A par la 

matrice B. 

 

𝐴⨂𝐵 = [
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4

]⨂ [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

] = [
𝑎1 [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

] 𝑎2 [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

]

𝑎3 [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

] 𝑎4 [
𝑏1 𝑏2
𝑏3 𝑏4

]
] 

𝐴⨂𝐵 = [

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2
𝑎1𝑏3 𝑎1𝑏4

𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2
𝑎2𝑏3 𝑎2𝑏4

𝑎3𝑏1 𝑎3𝑏2
𝑎3𝑏3 𝑎3𝑏4

𝑎4𝑏1 𝑎4𝑏2
𝑎4𝑏3 𝑎4𝑏4

] 

(IV.10) 

 

 

 Le produit tensoriel, noté ⨂𝑜 est l’extension du produit dyadique (ou outer product en anglais) 

aux tenseurs. Il permet de créer un tenseur à partir d’une matrice et d’un vecteur, ou une matrice 

à partir de deux vecteurs (produit dyadique en exemple ci-dessous). 

 

𝒂⨂𝑜𝒃 = [

𝑎1
𝑎2
𝑎3
]⨂𝑜 [

𝑏1
𝑏2
𝑏3

] = [

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 𝑎1𝑏3
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 𝑎2𝑏3
𝑎3𝑏1 𝑎3𝑏2 𝑎3𝑏3

] (IV.11) 

 

 

 Enfin, le produit mode µ, noté •𝜇, est une multiplication tenseur-tenseur ou matrice-tenseur. 

Cette opération, dans le cas de deux tenseurs, est équivalente à écrire les tenseurs sous forme de 

matrices, puis à multiplier ces dernières entre elles, en utilisant une multiplication matricielle 

standard. L’écriture des tenseurs sous forme matricielle (voir Figure IV-9) en mode µ, noté 𝐴(𝜇), 

permet donc le calcul entre tenseurs dans la direction de l’espace souhaitée. Prenons par 

exemple, un tenseur 𝑿 ∈ ℝ𝑛1,𝑛2,𝑛3 et une matrice 𝐴 ∈ ℝ𝑚,𝑛1 , alors la matrice 𝑋(1) ∈

ℝ𝑛1,(𝑛2×𝑛3), et nous pouvons ainsi effectuer les calculs suivants : 

 𝒀 = 𝐴 •1 𝑿   ⟺   𝑌(1) = 𝐴𝑋(1) (IV.12) 

Où 𝒀 ∈ ℝ𝑚,𝑛2,𝑛3 est un tenseur et 𝑌(1) ∈ ℝ𝑚,(𝑛2×𝑛3) est une matrice. 

 

Figure IV-9: Schéma d'un tenseur à gauche et de son écriture sous forme de matrice mode 1 à droite.17 

 

                                                     
17 https://cscproxy.mpi-magdeburg.mpg.de/mpcsc/events/trogir/slides/tensorlectures.pdf 
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 Écriture tensorielle et matricielle 
 

Tableau IV-3:Tableau de notation des différentes variables et autres notions nécessaires à la 

compréhension des équations de l'iVFM-3D. 

Scalaire 

 

Vecteurs 

colonne 

Taille =
(𝑀𝑁𝑂 × 1) 

Tenseur 

Taille= 

(𝑀 × 𝑁 ×𝑂) 
Description 

𝑢𝐷 𝒖𝐃 𝑼𝐃 Vitesses Doppler avant conversion de l’échographe. 

𝑣𝐷 𝒗𝐃 𝑽𝐃 Vitesses Doppler négatives avant conversion de l’échographe. 

𝑟 𝒓 𝑹 Coordonnées radiales des nœuds de la grille. 

𝜃 𝜽 𝚯 Coordonnées d’élévation des nœuds de la grille. 

𝜑 𝝋 𝚽 Coordonnées azimutales des nœuds de la grille. 

𝑣𝑊𝑟 𝒗𝑾𝒓 𝑽𝑾𝒓 Composante radiale de la vitesse de la paroi. 

𝑣𝑊𝜃 𝒗𝑾𝜽 𝑽𝑾𝜽 Composante d’élévation de la vitesse estimée de la paroi. 

 𝒗𝑾  

Vecteur colonne de taille (3𝑀𝑁𝑂 × 1) qui concatène les deux 

composantes de la vitesse de la paroi dans le plan, et un vecteur de 0 

de taille (𝑀𝑁𝑂 × 1). 

 𝒏𝒓 𝑵𝒓 
Composante radiale du vecteur unitaire normal à la paroi interne du 

cœur. Vaut zéro si le nœud n'appartient pas à l'endocarde. 

 𝒏𝜽 𝑵𝜽 
Composante d’élévation du vecteur unitaire normal à la paroi interne 

du cœur. Vaut zéro si le nœud n'appartient pas à l'endocarde. 

𝛿 𝜹 𝚫 

Tableau binaire qui définit la cavité ventriculaire gauche. Il vaut 1 si le 

nœud est à l'intérieur ou au bord de la cavité du ventricule gauche, 0 

sinon. 

𝜕𝛿 𝝏𝜹 𝝏𝚫 
Tableau binaire qui définit la paroi de myocarde. Il vaut 1 si le nœud 

appartient à l'endocarde et 0 sinon. 

 𝒗𝒓 𝑽𝒓 Composante radiale de la vitesse estimée. 

 𝒗𝜽 𝑽𝜽 Composante d’élévation de la vitesse estimée. 

 𝒗𝝋 𝑽𝝋 Composante azimutale de la vitesse estimée. 

 𝝀𝟏  Multiplicateurs de Lagrange pour la 1ère contrainte (divergence nulle) 

 𝝀𝟐  
Multiplicateurs de Lagrange pour la 2ème contrainte (conditions de 

glissement sur la paroi). 

Scalaire Vecteur Matrice Autres notions 

 𝑶𝒒 𝕆𝑞 
𝑶𝒒 est un vecteur nul de taille (𝑞 × 1). 𝕆𝒒 est une matrice de taille 

(𝑞 × 𝑞) où q est une taille quelconque. 

  𝐷̇𝑞 Matrice de dérivation du premier ordre de taille (𝑞 × 𝑞). 

  𝐷̈𝑞 Matrice de dérivation du second ordre de taille (𝑞 × 𝑞). 

 𝑰𝒒 𝕀𝑝 
𝑰𝒒 est un vecteur de un de taille (𝑞 × 1). 𝕀𝑞 est la matrice identité de 

taille (𝑞 × 𝑞). 

𝑎𝑟 𝒂𝒓 𝐴𝑟 Coefficients d’interpolation de la vitesse radiale estimée. 

𝑎𝜃 𝒂𝜽 𝐴𝜃 Coefficients d’interpolation de la vitesse d’élévation estimée. 

𝑎𝜑 𝒂𝝋 𝐴𝜑 Coefficients d’interpolation de la vitesse azimutale estimée. 

 𝒂  
Vecteur colonne de taille (3𝑀𝑁𝑂 × 1) qui concatène tous les 

coefficients d’interpolation. 
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Pour rappel, nous devons minimiser l’équation (IV.5), pour cela, nous la développons avant de 

la réécrire sous forme tensorielle, puis matricielle-vectorielle. Dans un second temps, nous dérivons ce 

résultat pour obtenir l’équation (IV.7) sous forme d’un produit matrice-vectorielle, qui peut être résolue 

numériquement. 

Avant de tout réécrire, nous allons introduire les différentes notations que nous allons utiliser, 

et qui sont toutes présentées dans le Tableau IV-3. Les différentes formes de chaque variable (tensorielle, 

matricielle, vectorielle ou scalaire) ainsi que les autres notions nécessaires à la compréhension des 

équations sont présentées dans le Tableau IV-3. Enfin, les notations de taille des éléments reprennent 

celles de la Figure IV-8. 

 

Dans la suite de ce chapitre, la vitesse, les contraintes et le problème dans son ensemble sont 

réécrits sous forme vectorielle (ou de produit matrice vecteur) à l’aide des notations du Tableau IV-3. 

Le détail de tous les calculs est présenté en Annexe. 

 

La vitesse : À partir de toutes ces notations, nous pouvons réécrire le vecteur vitesse, comme 

défini dans l’équation (IV.8), sous forme d’une somme de tenseurs. Comme nous l’avons vu dans la 

Section IV.2.1 les coefficient 𝑎𝑛𝑘 (avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑} et 𝑛 ∈ {1, … ,5}) ne sont définit que dans un plan 

(ce sont des matrices). Pour obtenir un tenseur, nous utilisons le produit tensoriel entre la matrice de 

coefficient et un vecteur de 1 de taille(6 × 1). Le tenseur de chaque composante de la vitesse est 

finalement obtenu par le calcul suivant : 

 

𝑽𝒌 = 𝐴0𝑘⊗𝑜 𝑰𝑶 + (𝐴1𝑘⨂𝑜𝑰𝑶) ∘ cos(𝚽) + (𝐴2𝑘⨂𝑜𝑰𝑶) ∘ cos(2𝚽)

+ (𝐴3𝑘⨂𝑜𝑰𝑶) ∘ cos(3𝚽) + (𝐴4𝑘⨂𝑜𝑰𝑶) ∘ sin(𝚽)

+ (𝐴5𝑘⨂𝑜𝑰𝑶) ∘ sin(2𝚽) 

(IV.13) 

Avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑}. 

 

Chaque tenseur de coefficient peut ensuite être vectorisé individuellement : 

 
𝒗𝒌 = 𝑰𝑶⨂𝒂𝟎𝒌  +  cos(𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝒂𝟏𝒌) +  cos(2𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝒂𝟐𝒌) + 

               cos(3𝝋) (𝑰𝑶⨂𝒂𝟑𝒌) + sin(𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝒂𝟒𝒌)  + sin(2𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝒂𝟓𝒌) 
(IV.14) 

 

Enfin, nous séparons les inconnues du problème, et nous obtenons le produit matrice-vecteur 

suivant : 

 𝒗𝒌 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)
𝑇

(diag(cos(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(3𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇
]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

  

[
 
 
 
 
 
𝒂𝟎𝒌
𝒂𝟏𝒌
𝒂𝟐𝒌
𝒂𝟑𝒌
𝒂𝟒𝒌
𝒂𝟓𝒌]

 
 
 
 
 

 (IV.15) 
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Avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑} et où les vecteur 𝒂𝒏𝒌 sont des vecteurs de taille (𝑀𝑁 × 1) (𝑛 ∈ {0,… ,5}). 

L’opérateur diag(𝒙) crée une matrice carré creuse dont la diagonale est le vecteur 𝒙. 

Afin de simplifier les notation, l’équation (IV.15) peut être réécrite : 

 𝒗𝒌 = 𝑃𝒂𝒌 (IV.16) 

 

Où 𝑃 est la matrice contenant les coordonnées azimutales des plans à reconstruire, et permet 

donc le passage des coefficient 𝒂𝒌 au vitesses 𝒗𝒌. Elle est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 6𝑀𝑁) car nous avons autant 

de coefficients que de plans, soit 6. 

 

À partir de la dernière équation, nous pouvons obtenir la dérivée de la vitesse dans la direction 

azimutale, en dérivant 𝑃 par rapport à 𝜑 (car les coefficient 𝑎𝑛𝑘 ne dépendent pas de 𝜑). Cela nous 

donne alors : 

 
𝜕𝒗𝒌
𝜕𝜑

= 𝑃1𝒂𝒌 (IV.17) 

Où 𝑃1 est la dérivée de 𝑃 par rapport à 𝜑, et est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 6𝑀𝑁). 

 

 

 

L’adéquation aux données : Maintenant, que nous avons défini cela, nous pouvons réécrire les 

équations de notre problème sous forme tensorielle puis de produit matrice-vecteur, en commençant par 

l’adéquation aux données : 

 
𝛿(𝑣𝑟 + 𝑢𝐷) ≡ 𝛿(𝑣𝑟 − 𝑣𝐷)

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝚫 ∘ (𝑽𝑹 − 𝑽𝑫) 

(IV.18) 

Où 𝑣𝐷 représente les vitesses Doppler négatives. 

 

Les tenseurs peuvent être vectorisés, nous obtenons alors : 

 
𝜹 ∘ 𝒗𝒓 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫 = diag(𝜹)(𝑃𝒂𝒓) − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫   

= ([1 0 0]⨂(diag(𝜹)𝑃))𝒂− 𝜹 ∘ 𝒗𝑫 
(IV.19) 

Où 𝒂 = [𝒂𝒓
𝑻 𝒂𝜽

𝑻 𝒂𝝋
𝑻 ]
𝑇

. 

 

Ce qui peut être réécrit : 

 𝑄0𝒂 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫 (IV.20) 

Où 𝑄0 = [1 0 0]⨂(diag(𝜹)𝑃) et est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁). 
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La divergence : Afin de d’éviter une division par 0 pendant le calcul de la divergence (équation 

(IV.3)), nous l’avons multipliée par 𝑟sin (𝜃). Cela s’écrit sous forme tensorielle de la manière suivante : 

2Δ ∘ sin(𝜣) ∘ 𝑽𝑹   +   
1

ℎ𝑟
Δ ∘ 𝑹 ∘ sin(𝜣) ∘ (𝐷̇𝑀 •1 𝑽𝑹)  +   Δ ∘ cos(𝚯) ∘ 𝑽𝚯 + 

1

ℎ𝜃
Δ ∘ sin(𝚯) ∘ (𝐷̇𝑁 •2 𝑽𝚯)  +   Δ ∘ 𝜕𝜑𝑽𝚽   =   𝑶𝑶⨂𝑜𝕆𝑀𝑁  

(IV.21

) 

 

Suivant le même raisonnement que pour l’adéquation aux données, cette équation peut être 

réécrit sous forme d’un produit matrice vecteur : 

[
 
 
 
 
 
 
 
((2diag(𝛅 ∘ sin(𝜽)) +

1

ℎ𝑟
diag(𝛅 ∘ 𝒓 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀)) 𝑃)

𝑇

((diag(𝛅 ∘ cos(𝜽)) +
1

ℎ𝜃
diag(𝛅 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀))𝑃)

𝑇

 (diag(𝛅)𝑃1)
𝑇 ]

 
 
 
 
 
 
 
𝑇

𝒂 = 𝑄1𝒂 = 𝑶𝑴𝑵𝑶 
(IV.22

) 

 

Où 𝑄1 est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁). 

 

 

 

Les conditions de bord : Pour rappel, les conditions à la paroi ont été définies avec deux 

équations, une pour les vitesses dans le plan, et une pour la vitesse azimutale (Section IV.1 et équation 

(IV.5)). En suivant le même raisonnement que précédemment, nous obtenons le produit matrice-vecteur 

suivant : 

[
diag(𝒏𝒓)𝑃  diag(𝒏𝜽)𝑃 𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂 𝕆𝑀𝑁𝑂  diag(𝝏𝜹)𝑃

]𝒂 − [
diag(𝒏𝒓)  diag(𝒏𝜽) 𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂 𝕆𝑀𝑁𝑂  diag(𝝏𝜹)

] [

𝒗𝑾𝒓
𝒗𝑾𝜽
𝑶𝑴𝑵𝑶

] = 𝑶𝟑𝑴𝑵𝑶 (IV.23) 

 

Nous pouvons ici définir 2 matrices, la matrice 𝑄2 = [
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝒏𝒓)𝑃 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝒏𝜽)𝑃 𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂 𝕆𝑀𝑁𝑂 diag(𝝏𝜹)𝑃

] 

qui est de taille (2𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁) et la matrice 𝑄2𝑤 = [
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝒏𝒓) 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝒏𝜽) 𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂 𝕆𝑀𝑁𝑂 diag(𝝏𝜹)

] qui est de 

taille (2𝑀𝑁𝑂 × 3𝑀𝑁𝑂). Nous obtenons donc l’égalité suivante : 

 𝑄2𝒂 − 𝑄2𝑤𝒗𝒘 = 𝑶𝟐𝑴𝑵𝑶 (IV.24) 
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Le lissage : Enfin, la matrice de lissage prend en compte, pour chaque composante, le carré des 

dérivées secondes et croisées dans le plan, ce qui peut s’écrire comme suit : 

 ℒ(𝒗) =∑ {(
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑟2

)

2

+ 2(
1

𝑟

𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑟𝜕𝜃

)

2

+ (
1

𝑟2
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝜃2

)

2

}
𝑘∈{𝑟,𝜃,𝜑}

 (IV.25) 

 

Pour un meilleur conditionnement de la matrice finale, nous multiplions tous les termes par 𝑟2. 

La fonction de lissage étant une somme de termes au carré, nous allons d’abord définir la matrice 

permettant le calcul des dérivées: 

 

𝑄ℒ =

[
 
 
 
 
 
 𝕀3⨂

1

ℎ𝑟
2 (diag(𝜹 ∘ 𝒓

∘2) (𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̈𝑀)) 𝑃

𝕀3⨂
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
(diag(𝜹 ∘ 𝒓) (𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝐷̇𝑀))𝑃

𝕀3⨂
1

ℎ𝜃
2 (diag(𝜹) (𝕀𝑂⨂𝐷̈𝑁⨂𝕀𝑀)) 𝑃 ]

 
 
 
 
 
 

 (IV.26) 

Où 𝒓∘2 = 𝒓 ∘ 𝒓. 

 

À partir de cette matrice, la fonction de lissage sous la forme du produit matrice-vecteur suivant : 

 𝒂𝑻𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ𝒂 (IV.27) 

 

 

 

La fonction coût : La fonction coût, définie par l’équation (IV.6), peut maintenant être réécrite 

sous forme de produit matrice-vecteur : 

𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐) = (𝑄0𝒂 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫)
T(𝑄0𝒂 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫) + 𝛼𝒂

𝑻𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ𝒂 + 𝝀𝟏

 T𝑄1𝒂

+ 𝝀𝟐
 T(𝑄2𝒂 − 𝑄2𝑤𝒗𝒘) 

(IV.28) 

 

Nous cherchons donc maintenant les dérivées de 𝐽 par rapport aux trois inconnues de notre 

problème afin de minimiser cette fonction de coût. 

 

{
  
 

  
 
𝜕𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐)

𝜕𝒂
= 2 𝑄0

T(𝑄0𝒂 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫) + 2𝛼 𝑄ℒ
 T𝑄ℒ𝒂 + 𝑄1

 T𝝀𝟏 + 𝑄2
 T𝝀𝟐 = 𝑶𝟏𝟖𝑴𝑵

𝜕𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐)

𝜕𝝀𝟏
= 𝑄1𝒂 = 𝑶𝟔𝑴𝑵

𝜕𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐)

𝜕𝝀𝟐
= 𝑄2𝒂 − 𝑄2𝑤𝒗𝒘 = 𝑶𝟔𝑴𝑵

 (IV.29) 
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Cet ensemble d’équation peut être réécrit sous forme d’un seul produit matrice vecteur comme 

suit : 

 [
2(𝑄0

𝑇𝑄0 + 𝛼𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ) 𝑄1

𝑇 𝑄2
𝑇

𝑄1
𝑄2

𝕆3𝑀𝑁𝑂
]

[
 
 
 
 
𝒂𝒓
𝒂𝜽
𝒂𝝋
𝝀𝟏
𝝀𝟐 ]
 
 
 
 

= [
2𝑄0

𝑇(𝜹 ∘ 𝒗𝑫)
𝑶𝟔𝑴𝑵
𝑄2𝑤𝒗𝒘

] (IV.30) 

 

Cette dernière formulation peut être réécrite de façon plus compacte : 

 𝐴𝒙 = 𝒃 (IV.31) 

Où 𝐴 est une matrice creuse de taille ((18𝑀𝑁 + 3𝑀𝑁𝑂) × (18𝑀𝑁 + 3𝑀𝑁𝑂)) et 𝒃 et 𝒙 sont 

des vecteurs colonne de taille (18𝑀𝑁 + 2𝑀𝑁𝑂). Ce problème inverse peut être résolu sous Matlab par 

une décomposition LDL. 

Afin d’appliquer la méthode de la L-curve (Section IV.2.3), nous devons séparer la partie lissage 

du reste de l’équation. Celle-ci peut alors s’écrire : 

 

(𝐴1 + 𝛼𝐴2)𝒙 = 𝒃 

Où 

𝐴1 = [
2𝑄0

𝑇𝑄0 𝑄1
𝑇 𝑄2

𝑇

𝑄1
𝑄2

𝕆3𝑀𝑁𝑂
]  et 𝐴2 = [

2𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ 𝕆3𝑀𝑁𝑂

𝕆3𝑀𝑁𝑂 𝕆3𝑀𝑁𝑂
] 

(IV.32) 

 

Nous obtenons donc un système linéaire où 𝒙 est notre vecteur d’inconnues et 𝒃 est le vecteur 

contenant nos données. Le vecteur 𝒙 contient tous les coefficients nécessaires au calcul du champ de 

vitesse dans tout le ventricule gauche, ainsi que les multiplicateurs de Lagrange. Dans notre cas, nous 

ne considérons que les coefficients et le champ de vitesse résultant (équation (IV.16)). Enfin, en 

modifiant la matrice 𝑃, nous obtenons le champ de vitesse sur le nombre de plans désirés. 

 

 

 Simplifications pour le 2D 

 

La technique mise au point précédemment permet la reconstruction volumique de l’écoulement 

intraventriculaire en trois dimensions, mais peut être simplifiée afin d’estimer la vitesse du sang sur un 

seul plan (une seule vue) du ventricule gauche. Dans le cadre de cette simplification, seules les vitesses 

dans le plan sont considérées. Nous n’avons plus besoin de passer par des tenseurs, ni à interpoler les 

composantes de la vitesse dans la direction hors plan. Cependant, le résultat doit tout de même être écrit 

sous la forme d’un produit matrice-vecteur pour la résolution numérique. Les vitesses Doppler, les 

vitesses à la paroi et les normales à la paroi seront donc de taille (𝑀 × 𝑁) car nous n’avons qu’un plan, 

où 𝑀 est le nombre d’acquisitions par ligne, et 𝑁 le nombre de lignes dans un plan. 

L’écoulement étant désormais en deux dimensions, la divergence n’est plus nulle dès lors qu’il 

y a un écoulement hors plan. C’est pourquoi nous avons choisi une vue particulière : la vue 3 cavités 
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qui est un plan de quasi symétrie du flux intraventriculaire (Pedrizzetti and Domenichini 2005). Dans 

ce cas de figure, l’écoulement hors plan est faible, ainsi que la divergence. 

Afin d’être résolu de manière numérique, le problème doit être écrit sous forme d’un produit 

matrice-vecteur. En appliquant les mêmes procédés que précédemment, nous obtenons les matrices 

suivantes : 

 

𝑸2𝐷0 = [1 0]⨂diag(𝜹) ,

𝑸2𝐷1 = [
1

ℎ𝑟
diag(𝜹 ∘ 𝒓) (𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀) + diag(𝜹)  ,

1

ℎ𝜃
diag(𝜹) (𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀)] ,

𝑸2𝐷2 = [diag(𝒏𝒓) diag(𝒏𝜽)],                           

𝑸2𝐷ℒ =

[
 
 
 
 
 
 𝕀2⨂

1

ℎ𝑟
2 (diag(𝜹 ∘ 𝒓

∘2) (𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀))

𝕀2⨂
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
(diag(𝜹 ∘ 𝒓) (𝐷̇𝑁⨂𝐷̇𝑀))

𝕀2⨂
1

ℎ𝜃
2 (diag(𝜹) (𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀)) ]

 
 
 
 
 
 

.

 (IV.33) 

 

Où 𝑄2𝐷0, 𝑄2𝐷1 et 𝑄2𝐷2 sont de taille (𝑀𝑁 × 2𝑀𝑁), et 𝑄2𝐷ℒ est de taille (6𝑀𝑁 × 2𝑀𝑁). Ces 

matrices correspondent respectivement à l’adéquation aux données, à la divergence (en polaire), à la 

condition aux limites, et au lissage (lissage dans le plan comme pour le 3D). 

De la même manière que précédemment, nous définissons une matrice de lissage et une matrice 

contenant les contraintes et l’adéquation aux données : 

 

𝐴2𝐷1 = [
2𝑄2𝐷0

𝑇 𝑄2𝐷0 𝑄2𝐷1
𝑇 𝑄2𝐷2

𝑇

𝑄2𝐷1
𝑄2𝐷2

𝕆2𝑀𝑁
], 

𝐴2𝐷2 = [
2𝑄2𝐷ℒ

𝑇 𝑄2𝐷ℒ 𝕆2𝑀𝑁
𝕆2𝑀𝑁 𝕆2𝑀𝑁

] 

(IV.34) 

 

Les deux matrices définies sont creuses et de taille (4𝑀𝑁 × 4𝑀𝑁). 

 

 

Figure IV-10: Champs de vitesse 2D obtenu par iVFM-2D. À gauche le champ estimé en contraignant 

le problème, et à droite le champ obtenu en lissant après l’application des contraintes. 
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La divergence nulle est une contrainte forte qui n’est pas exacte en pratique. Cela induit que le 

champ de vitesse estimé peut présenter des discontinuités, notamment au niveau de la paroi (voir Figure 

IV-10). Pour obtenir un champ de vitesse lisse, le champ de vitesse sera contraint, puis régularisé. 

Mathématiquement, cela peut s’écrire de la façon suivante : 

 𝒙𝒊𝑽𝑭𝑴 = argmin(‖𝐴2𝐷1𝒙 − 𝒃‖ + 𝛼‖𝐴2𝐷2𝒙‖) (IV.35) 

 

Où 𝒙 est notre vecteur d’inconnues et 𝒃 est le vecteur contenant nos données. 

 

Cette équation peut être écrite sous la forme d’une fonction coût : 

 
Minimiser 

𝐽2𝐷(𝒙) = (𝐴2𝐷1𝒙 − 𝒃)
𝑇(𝐴2𝐷1𝒙 − 𝒃) + 𝛼𝒙

𝑻𝐴2𝐷2
𝑇 𝐴2𝐷2𝒙 

(IV.36) 

 

Avec : 

 𝒙 =  [

𝒗𝟐𝑫
𝝀𝟐𝑫𝟏
𝝀𝟐𝑫𝟐

]  et 𝒃 = [
2𝑄2𝐷0

𝑇 (𝜹 ∘ 𝒗𝑫)
𝑶𝑴𝑵
𝑄2𝐷2𝒗𝒘

] (IV.37) 

 

Les vecteurs 𝒙 et 𝒃 sont de taille (4𝑀𝑁), 𝒗𝟐𝑫 est le vecteur de taille (2𝑀𝑁 × 1) qui concatène 

les deux composantes du champ de vitesse reconstruit. Comme pour le cas 3D, nous ne tenons pas 

compte de la valeur des multiplicateurs de Lagrange lors de la reconstruction du champ de vitesse. 

 

La dérivée de 𝐽2𝐷 mène donc à l’équation suivante : 

 ∆𝐽(𝒙) = 𝑶𝟒𝑴𝑵                                  

⇒ (𝐴2𝐷1
T 𝐴2𝐷1 + 𝛼𝐴2𝐷2

T 𝐴2𝐷2) 𝒙 = 𝐴2𝐷1
T𝒃 

(IV.38) 

 

De la même manière que pour le 3D, nous obtenons un système linéaire où 𝒙 est notre vecteur 

d’inconnues et 𝒃 est le vecteur contenant nos données. Ce problème inverse est résolu sous Matlab par 

une décomposition de Cholesky. Cette méthode repose sur les mêmes hypothèses que la version de Assi 

(Assi et al. 2017), cependant l’écriture du problème est différente. Le champ de vitesse contraint 

reconstruit par notre technique, s’appuie sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange, ce qui permet 

de réduire le nombre de paramètres de régularisation à un seul. Enfin, la valeur de ce paramètre est 

obtenue de manière automatique en utilisant la méthode de la courbe en 𝐿. 

 

Maintenant que nous avons défini notre méthode pour la reconstruction de l’écoulement 

intraventriculaire à partir du triplan Doppler et de l’échographie 2D Doppler, le prochain chapitre va 

estimer la fiabilité de notre méthode sur un cas numérique d’écoulement intraventriculaire spécifique à 

un patient avant de passer à des données cliniques. 
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CHAPITRE V 

 

 

 

V. Résultats et évaluation de la méthode proposée sur un 

modèle CFD 

 

 

Ce chapitre présente une évaluation quantifiée de la précision des résultats obtenus par le biais 

de notre méthode. Nous appliquons notre technique sur un cas d’écoulement intraventriculaire 

numérique qui nous sert de vérité terrain. La première partie de ce chapitre présente cet écoulement ainsi 

que la méthode utilisée pour simuler une acquisition Doppler sur ce dernier. Dans une seconde partie, 

nous étudions la fiabilité de la reconstruction 2D au travers du champ de vitesse et de valeurs dérivées 

permettant la caractérisation du vortex (la vorticité). La partie suivante reprend des marqueurs similaires 

pour analyser l’écoulement complet, en 3D. Enfin, la dernière partie est une discussion à propos de ces 

résultats, et de leur utilité d’un point de vue clinique. 

 

Les résultats présentés dans ce chapitre sont adaptés de Vixège et al. « Physics-constrained 

intraventricular vector flow mapping by color Doppler » (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021), et de Vixège 

et al. « Full-volume three-component intraventricular vector flow mapping by triplane color Doppler » 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). Le travail présenté dans ce chapitre a été effectué en collaboration 

avec Alain Berod, Simon Mendez et Franck Nicoud du laboratoire IMAG. 
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 Présentation et utilisation du modèle CFD 

 

Afin d’évaluer la précision des résultats obtenus grâce à l’iVFM (2D puis 3D), nous l’avons 

testé dans des conditions physiologiques recréées numériquement. Pour cela, nous avons utilisé un 

modèle CFD (Computational Fluid Dynamics ou Mécanique des Fluides Numérique en français) 

d'écoulement cardiaque, spécifique au patient, développé par Chnafa et al. (Chnafa et al. 2015; Chnafa, 

Mendez, and Nicoud 2014) au sein du laboratoire de l’IMAG, à Montpellier. Dans ce modèle, les cavités 

gauches du cœur ainsi que la dynamique de leurs parois ont été extraites d'images 4D (trois dimensions 

d’espace plus le temps) acquises par tomographie assistée par ordinateur. Puis, un cadre arbitraire 

Lagrangien-Eulérien (ALE) a été adopté pour permettre la prise en compte des grandes amplitudes de 

mouvement des tissus cardiaques (endocarde et septum intraventriculaire notamment). Enfin, le champ 

de vitesse de l’écoulement a été calculé en se basant sur les équations de Navier-Stokes, et sous 

l’hypothèse que le sang est un fluide incompressible ; l’écoulement reconstruit de ce modèle CFD est 

donc à divergence nulle. 

Plusieurs cycles complets d'écoulement intracardiaque ont été simulés, à partir de ces 

acquisitions tomographiques du cœur gauche, présentant de légères variations les uns par rapport aux 

autres. Dans notre étude, nous avons pris un écoulement moyenné sur 15 cycles qui est plus lisse 

spatialement et temporellement. Nous avons ensuite simulé une acquisition échographique triplan par 

vue apicale (vues 2 cavités, 3 cavités et 4 cavités), avec un secteur Doppler englobant l'entrée mitrale et 

la chambre de chasse ventriculaire (voie d’éjection du sang vers l’aorte) (voir Figure V-1). 

 

 
Figure V-1: Schématisation de l'acquisition Doppler triplan (à droite) à partir de modèle CFD (à 

gauche). 

 

Comme pour un triplan classique, les trois vues sont séparées par un angle de 60°. Le pas radial 

et d’élévation ont été choisis afin de correspondre à ceux d’une image Doppler triplan clinique : 𝑑𝑟 =

5,5 × 10−4m, 𝑑𝜃  = 7,9 × 10
−3rad pour le triplan simulé à partir du modèle CFD et 𝑑𝑟 = 5,3 ×

10−4 ± 1,3 × 10−6m, 𝑑𝜃  = 9,5 × 10
−3 ± 1,8 × 10−3rad pour un cas clinique. Les images Doppler 

synthétiques ont été obtenues dans une grille polaire uniformément espacée (50 lignes de balayage par 

demi-plan, et 160 échantillons par ligne) en extrayant uniquement les composantes radiales de la vitesse. 

Ces dernières ont été interpolées (interpolation au plus proche voisin) sur la grille Doppler considérée. 

Une fois les trois plans (contenant uniquement les vitesses radiales) acquis, un bruit blanc Gaussien, de 
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moyenne nulle, avec une variance locale dépendant de la vitesse a été ajoutée pour altérer les données 

afin de reproduire une acquisition se rapprochant de la réalité clinique. Plusieurs ratios signal/bruit (SNR 

pour Signal-to-Noise Ratio en anglais) ont été pris en compte, dans une gamme de 10 à 60 dB (voir 

Figure V-2) (Muth et al. 2011). Ces valeurs ont été choisies pour permettre de tester la robustesse de 

notre méthode dans une gamme allant d’un bruit peu perceptible (60 dB), à un cas extrême où 

l’information est en grande partie masqué par le bruit (10 dB). 

 

 

Figure V-2: Vue 3 cavités extraite à partir du modèle CFD avec différents niveaux de bruit. 

 

En ce qui concerne l’évolution temporelle, l’écoulement CFD donne accès à un cycle cardiaque 

complet découpé en 100 instants, ou frames en anglais, régulièrement espacés dans le temps. Ces 100 

volumes, et les 100 triplans qui en sont extraits, seront notre référence lors de la reconstruction de 

l’écoulement intraventriculaire par l’iVFM-3D. Dans le cas de l’iVFM-2D, seul le plan correspondant 

à la vue 3 cavités est pris en compte. La Figure V-3 montre l’évolution du volume du ventricule gauche 

en fonction de l’instant du cycle cardiaque du modèle CFD. La systole commence à la frame 2 et finit à 

la frame 38, et la relaxation cardiaque va de la frame 38 à la frame 65. 

 

Finalement, ce modèle CFD a l’avantage de fournir un écoulement intraventriculaire de 

référence avec une résolution spatiale et temporelle élevée. Cependant, même si les mouvements de la 

paroi sont bien pris en compte, la simulation et son utilisation comportent quelques limites, comme par 

exemple la rigidité de la valve mitrale et de la valve aortique. En effet, dans ce modèle, les valves sont 

considérées comme des corps rigides qui sont soit ouverts, soit fermés : il n’y a donc pas d’évolution de 

leur position, ni de mouvement du feuillet de la valve mitrale pendant l’écoulement. De plus, l’effet des 

diffuseurs de la paroi sur le signal Doppler reçu n’a pas été pris en compte dans le bruit, seul le bruit 

Gaussien a été ajouté. Enfin, l’aliasing n’a pas non plus été pris en compte dans la mesure où les données 

cliniques sont post-traitées avant la reconstruction par l’iVFM (voir Section VI.1). 
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Figure V-3: Volume du ventricule gauche en fonction de l'instant du cycle cardiaque du modèle CFD. 

 

 Résultats 2D 

 Vecteur vitesse 

 

Pour estimer la précision de la reconstruction du champ de vitesse fournie par l’iVFM-2D, nous 

avons comparé les champs estimés par notre technique avec les champs de vitesse de référence 

interpolés à partir du modèle CFD. Le calcul des erreurs quadratiques moyennes, normalisées par la 

vitesse maximale (nRMS pour normalized Root Mean Square Error en anglais, ou erreur quadratique 

moyenne normalisée en français), est défini par l’équation suivante : 

 

𝑛𝑅𝑀𝑆𝐸 =
1

max‖𝒗𝑪𝑭𝑫‖
√
1

𝑆𝐿𝑉
∑ (‖𝑣𝑖𝑉𝐹𝑀𝑘 − 𝑣𝐶𝐹𝐷𝑘‖

2
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃)

𝑛

𝑘=1
 (V.1) 

Avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃}. 

La valeur de 𝑛 représente le nombre d'échantillons de vitesse dans la cavité ventriculaire gauche, 

et 𝑆𝐿𝑉 représente sa surface. La vitesse estimée et la vitesse de référence sont notées 𝒗𝒊𝑽𝑭𝑴 et 𝒗𝑪𝑭𝑫 

respectivement. Enfin, la moyenne est pondérée par la taille des éléments puisque celle-ci varie dans la 

grille (polaire) considérée. 

 

 

Figure V-4: Erreurs quadratiques moyennes normalisées de l’iVFM-2D calculées sur tout le cycle 

cardiaque pour 3 cas: le cas ou alpha minimise l'erreur en rouge, alpha est constant sur tout le cycle 

en jaune, et alpha est calculé de manière indépendante à chaque instant en bleu. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
© [F. Vixege], [2022], INSA Lyon, tous droits réservés



V.2 Résultats 2D 

 

65 

La Figure V-4 montre les médianes de l’erreur, sur une gamme de SNR compris entre 10 et 60 

dB, sur tout le cycle cardiaque dans trois cas de figure : 𝛼 est choisi afin de minimiser l’erreur (courbe 

rouge), 𝛼 est calculé à un instant du cycle puis gardé constant (courbe jaune), et 𝛼 calculé pour chaque 

instant (courbe bleue). Dans le deuxième cas, l’instant choisi pour le calcul de 𝛼 est la fin du remplissage 

rapide (frame 61). Nous avons choisi cet instant car c'est le moment du cycle cardiaque qui nous 

intéresse, celui de la formation du vortex global (de recirculation). Nous avons donc cherché à optimiser 

le paramètre de régularisation à ce moment précis. Pour les deux dernières situations, le paramètre de 

lissage a été calculé par la méthode de la L-curve (Hansen and O’Leary 1993) (voir Section IV.2.3). 

Pour rappel, la méthode de la L-curve demande plusieurs calculs avec des paramètres de lissage 

différents afin de définir le paramètre optimal, c’est pourquoi le calculer une seule fois par séquence 

d’acquisition cardiaque permet un gain de temps lors d’une utilisation en clinique. Les trois courbes 

d’erreur coïncident en de nombreux points, ce qui signifie que la méthode de la L-curve est bien adaptée 

à notre problème, et que le fait de ne calculer 𝛼 qu’une seule fois n’a pas d’impact majeur sur 

l’estimation du champ de vitesse. Pour la suite de l’étude, nous ne considérerons que le cas où le 

paramètre de lissage est calculé à la fin du remplissage rapide. 

Les erreurs quadratiques moyennes normalisées de chaque composante ont été calculées en 

utilisant l’équation (V.1). Elles sont comprises entre 0,3 et 4 % et entre 1,7 et 12 % pour les vitesses 

radiales et angulaires, respectivement (Figure V-5). L’épaisseur des courbes de la Figure V-5 représente 

la plage d'erreur en fonction du bruit Doppler (SNR de 10 à 50 dB), plus la courbe est épaisse, plus le 

bruit a un impact sur l’erreur de la reconstruction du flux. À droite de la Figure V-5, les champs de 

vitesse, de référence et reconstruits, sont comparés au moment où l’erreur est la plus importante (frame 

55) ainsi qu’au moment où le paramètre de lissage est choisi (frame 61). 

 

 

Figure V-5: À gauche, les erreurs quadratiques moyennes normalisées (nRMSE) entre les vecteurs 

de vitesse dérivés de l'iVFM-2D et ceux issus de la CFD. L'épaisseur des courbes reflète la gamme 

des erreurs en fonction du bruit Doppler (SNR de 10 à 50 dB). À droite, des champs de vitesse, de 

référence et reconstruits, sont représentés à deux moments : quand l’erreur est la plus importante 

(frame 55) et quand le paramètre de lissage est choisi (frame 61). (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 
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Enfin, nous avons tracé les vitesses de référence (du modèle CFD) en fonction des vitesses 

reconstruites afin d’en déduire le coefficient de détermination. Ce coefficient est positif et varie entre 0 

et 1, il s’écrit 𝑟2 et est le carré du coefficient de corrélation. Il vaut 1 dans le cas où les vitesses 

reconstruites sont égales aux vitesses de référence, et plus il y a d’écart entre les deux, plus ce coefficient 

tend vers 0. Après avoir regroupé toutes les vitesses radiales et angulaires, leurs coefficients de 

détermination étaient respectivement de 𝑟2 = 0,98 et 𝑟2 = 0,63 (Figure V-6). Conformément à nos 

attentes, les vitesses radiales estimées à partir des vitesses Doppler simulées sont quasi identiques à 

celles du modèle CFD. Les erreurs dans cette direction sont principalement dues aux deux contraintes 

qui ne sont pas entièrement satisfaites (c'est-à-dire l'écoulement plan incompressible et les conditions 

limites de glissement à la paroi). En ce qui concerne l’estimation des vitesses dans la direction polaire, 

les erreurs sont plus élevées (jusqu’à 12%) mais permettent néanmoins une bonne visualisation du flux 

intraventriculaire (Figure V-5 et Figure V-7). 

 

 

La Figure V-7 illustre le remplissage rapide du ventricule gauche et la formation de vortex tels 

qu'estimés par l'iVFM-2D à partir des acquisitions Doppler simulées avec un SNR de 40 dB (SNR 

moyen des valeurs considérés). La création du vortex, ainsi que son évolution d’une forme d’anneau à 

une recirculation globale sont clairement visibles. 

 
Figure V-6: Vitesses basées sur la CFD comparées aux vitesses dérivées de l'iVFM-2D : à gauche 

les vitesses radiales et à droite les vitesses azimutales. Les données de vélocité des 100 instants du 

cycle de la CFD ont été regroupées. Les diagrammes de dispersion affichent le nombre d'occurrences 

des vitesses. (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 
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Figure V-7: Cartes de flux intraventriculaires reconstruites par iVFM-2D ( à partir du modèle CFD) 

coloré avec les vitesses Doppler. Les motifs LIC (line integral convolution) représentent les lignes de 

courant. (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 

 

 Fonction de courant 

 

La fonction de courant est une fonction de base de la mécanique des fluides définie pour des 

écoulements à divergence nulle en deux dimensions, c’est pourquoi elle est bien adaptée à notre cas. Les 

valeurs de cette fonction sont constantes le long d’une ligne de courant. Une ligne de courant est une 

ligne dont les vecteurs tangents sont colinéaires en tout point aux vecteurs vitesse de l’écoulement, à un 

instant donné (voir Section V.3.2) ; il ne faut pas la confondre avec une ligne d’écoulement qui suit une 

particule fluide au cours du temps. Nous regardons ici les valeurs de la fonction de courant puisque cette 

dernière peut être utilisée pour représenter les lignes de courant. En effet, la fonction de courant est 

constante le long d'une ligne de courant. 

Par ailleurs, les composantes de la vitesse de l’écoulement permettent de calculer la valeur de 

la fonction de courant 𝜓, puisqu’elles peuvent être exprimées comme les dérivées de cette dernière: 

 𝑣𝑟 =
1

𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜃
 ; 𝑣𝜃 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 (V.2) 
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Figure V-8: Champs de vitesse et fonctions de courant (leurs valeurs absolues) sur un cycle 

cardiaque. Les chiffres verts correspondent aux numéros des frames. La taille des flèches correspond 

à l’amplitude de la vitesse. (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 

 

Cette fonction est déterminée à une constante près. Pour chaque instant, la constante a été définie 

de telle sorte que l'intégrale de 𝜓 sur la surface du ventricule gauche soit nulle. Une série de fonctions 

de courant sur un cycle cardiaque est représentée sur la Figure V-8 pour mettre en évidence les lignes 

de courant ; nous avons affiché les valeurs absolues afin de faire ressortir la symétrie de l’écoulement. 

Les fonctions de courant basées sur la CFD et celles dérivées de l'iVFM-2D étaient concordantes (𝑟2 =

0.88) (voir Figure V-9). De plus, les moyennes des valeurs absolues de la fonction de courant coïncident 

et ont atteint des maxima locaux pendant la systole et le début de la diastole. 
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Figure V-9: À gauche : fonction de courant basée sur la CFD comparée à celle dérivée de l'iVFM-

2D. Les données des 100 images CFD ont été regroupées. Le nuage de points (panneau de gauche) 

montre le nombre d'occurrences de vitesse. À droite : Moyenne spatiale de la valeur absolue de la 

fonction de courant. (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 

 

 Évaluation de la vorticité 

 

Pour finir, nous avons étudié la vorticité des écoulements de référence et reconstruits. La 

vorticité est un concept clé de la dynamique des fluides et plus particulièrement de la dynamique des 

vortex. Elle permet de rendre compte de la direction et de l’intensité à laquelle tourne un tourbillon dans 

le fluide. La direction du vecteur de vorticité est définie comme étant la direction de l'axe de rotation du 

tourbillon (selon la règle de la main droite) tandis que son amplitude est égale à deux fois la vitesse 

angulaire du flux à cet endroit (dans le cas d’une rotation rigide). La vorticité est représentée par un 

champ scalaire pour un écoulement 2D (l’axe de rotation étant perpendiculaire au plan considéré) et par 

un champ de pseudo-vecteur en 3D. En pratique la vorticité 𝜔 est définie comme suit : 

 𝝎 = rot(𝒗) = 𝛁 ∧ 𝒗 (V.3) 

 

Où rot représente l’opérateur rotationnel, et 𝒗 le champ de vitesse. 

Dans notre cas, l’écoulement étant 2D, nous obtenons un champ scalaire correspondant à 

l’intensité du vortex dans la direction hors plan. Nous avons calculé la vorticité moyenne sur chaque 

frame, à chaque instant (Figure V-10), et elle était maximale autour de la frame 60 (2ème image de la 

3ème ligne de la Figure V-7 ; voir également la Figure V-8) et a atteint un pic de ~10 s-1. La frame 60 

correspond à la fin du remplissage rapide, c’est-à-dire au moment où le vortex est le plus important. Les 

vorticités basées sur la CFD et celles dérivées de l'iVFM-2D sont concordantes (𝑟2 = 0,97), avec une 

différence de 1,7 10-3 ± 1,6 10-3 s-1. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
© [F. Vixege], [2022], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE V - Résultats et évaluation de la méthode proposée sur un modèle CFD 

 

70 

 

 Résultats 3D 

 Vecteurs vitesse 

 

De la même manière que pour le 2D, nous avons étudié l’erreur d’estimation des champs de 

vitesse de l’iVFM-3D par rapport aux champs de vitesse de référence interpolé à partir du modèle CFD. 

Nous avons commencé par la 𝑛𝑅𝑀𝑆𝐸 : celle-ci est calculée en considérant le volume du ventricule 

gauche (𝑉𝐿𝑉), et non plus seulement sur la surface de la vue 3 cavités, et la vitesse maximale du flux 

prend en compte les trois composantes de la vitesse ; ce qui nous donne : 

 

𝑛𝑅𝑀𝑆𝐸 =
1

max‖𝒗𝑪𝑭𝑫‖
√

1

𝑉𝐿𝑉
∑ (‖𝑣𝑖𝑉𝐹𝑀𝑘 − 𝑣𝐶𝐹𝐷𝑘‖

2
𝑟2 sin(𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑)

𝑛

𝑘=1
 (V.4) 

 

La Figure V-11 montre les erreurs pour trois cas de figure : le cas où 𝛼 minimise l’erreur (courbe 

rouge), le cas où 𝛼 est calculé une fois puis gardé constant sur tout le cycle (courbe jaune) et enfin le 

cas où 𝛼 calculé à chaque instant (courbe bleue). Dans le deuxième cas, le paramètre de lissage sera 

calculé à la fin du remplissage rapide (frame 61). Les courbes d’erreur sont relativement proches, 

excepté au moment de l’éjection et lors du changement de forme du vortex (frame 56). Lors de la systole, 

l’information Doppler est lisse car l’écoulement est unidirectionnel, par conséquent le paramètre de 

lissage obtenu par la méthode de la L-curve est inférieur au paramètre de lissage trouvé au moment de 

la fin du remplissage rapide. Un alpha sous-évalué introduit plus d’erreur dans le champ de vitesse 

reconstruit, notamment dans la direction azimutale, c’est pourquoi la courbe d’erreur du cas où 𝛼 est 

calculé à tous les instants (courbe bleue Figure V-11) montre un écart important avec les deux autres 

courbes dans cette partie du cycle. Dans la suite de ce manuscrit, le paramètre de lissage ne sera calculé 

qu’à la fin du remplissage rapide (frame 61), puis gardé constant sur tout le cycle pour deux raisons : 

cela diminue le temps de calcul, mais cela permet également de diminuer l’erreur lors de la systole. 

 

Figure V-10: Vorticité moyenne basée sur la CFD en comparaison à celle dérivée de l'iVFM-2D. 

(Vixège, Berod, Sun, et al. 2021) 
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Figure V-11: Erreurs quadratiques moyennes normalisées de l’iVFM-3D calculées sur tout le cycle 

cardiaque pour 3 cas: le cas où alpha minimise l'erreur en rouge, alpha est constant sur tout le cycle 

en jaune, et alpha est calculé de manière indépendante à chaque instant en bleu. 

 

À partir de la méthode sélectionnée, nous calculons les erreurs pour chaque composante de la 

vitesse (Figure V-12). L’épaisseur de la courbe correspond à la variation de l’erreur pour un SNR allant 

de 20 dB à 60 dB (voir Figure V-12). Les erreurs de vitesse sont plus faibles pour les composantes 

radiales (moins de 3%), tandis que les erreurs sur les composantes azimutales se situent entre 5% et 

15%. Cependant, les composantes azimutales étaient les plus sujettes à erreur car nous ne disposions 

que de peu d'informations dans cette direction. Seuls six échantillons (six demi-plans) sont disponibles 

via le triplan. En ce qui concerne l’allure de la courbe, les erreurs étaient les plus importantes au début 

du remplissage ventriculaire. Il s'agit d'une phase de l'écoulement où les vitesses polaires et azimutales 

deviennent significatives. Le vortex change de forme pour passer d'une forme annulaire à une forme de 

 

Figure V-12: Erreurs quadratiques moyennes normalisées (nRMSE) entre les vecteurs de vitesse 

dérivés de l'iVFM-3D et ceux issus de la CFD. L'épaisseur des courbes reflète la gamme des erreurs 

en fonction du bruit Doppler (SNR de 20 à 60 dB). Les courbes à épaisseur constante correspondent 

à un SNR de 10 dB. 
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recirculation. Enfin, les courbes à épaisseur constante correspondent à un SNR de 10dB. Ce dernier est 

un cas extrême où le bruit masque en grande partie l’information Doppler. C’est pourquoi le paramètre 

de lissage obtenu par la méthode de la L-curve est élevé, et donc le biais dans les valeurs de vitesses 

estimées par notre technique est important. Néanmoins, même dans ce cas, la variation de l’erreur par 

rapport à un cas moins bruité reste faible pour chaque composante excepté la composante radiale dont 

l’erreur monte jusqu’à 5 %. Comme nous l’avons évoqué, cette différence vient essentiellement de 

l’augmentation de la valeur du paramètre de lissage. 

 

Les analyses de régression ont confirmé ces résultats (Figure V-13). La technique iVFM-3D a 

reconstruit les composantes radiales avec précision (𝑟2 = 0,99) puisque ce sont les informations 

contenues dans les images Doppler. Les coefficients de régression obtenus avec les composantes 

d’élévation et azimutales sont respectivement de 𝑟2 = 0,61 et 𝑟2 = 0,32. 

 

 

Figure V-13: Vitesses basées sur la CFD comparées aux vitesses dérivées de l'iVFM-3D. Les données 

de vélocité des 100 instants du modèle CFD ont été regroupées. Les diagrammes de dispersion 

affichent le nombre d'occurrences des vitesses. La ligne rouge pointillée est la ligne d'identité. 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021) 

 

Tous les calculs d’erreur précédents ont été faits en reconstruisant l’écoulement sur trois plans 

uniquement, cependant nous cherchons à reconstruire un volume complet : pour cela, nous avons utilisé 

une interpolation trigonométrique (voir Section IV.2.1). Le Tableau V-1 montre les erreurs de 

reconstruction, calculées avec la nRMSE, pour des volumes contenant de 3 à 24 plans, à différents 

instants du cycle cardiaque espacés de manière régulière et pour différents niveaux de bruit. 

 

L’interpolation trigonométrique semble adaptée à notre cas, car l’impact du nombre de plans 

sur l’erreur est négligeable (augmentation de l’erreur de 1,3% maximum) peu importe le moment du 

cycle ou le niveau de bruit choisi. De plus, l’erreur est quasi constante entre l’interpolation sur 6 plans 

et l’interpolation sur 24 plans (augmentation de 0,22% maximum). Aussi, ces augmentations ont lieu à 

la frame 61 (la fin du remplissage rapide) qui correspond au moment où l’erreur globale est la plus 

importante (voir Figure V-11 et Figure V-12). 
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Bruit instant n° 3 6 12 24 

SNR 60 

1 4,80% 4,97% 5,01% 5,02% 

21 10,53% 10,35% 10,33% 10,33% 

41 5,55% 5,52% 5,48% 5,48% 

61 14,03% 15,10% 15,29% 15,32% 

81 7,29% 7,55% 7,58% 7,59% 

SNR40 

1 4,80% 4,97% 5,01% 5,02% 

21 10,53% 10,35% 10,32% 10,33% 

41 5,54% 5,52% 5,48% 5,48% 

61 14,03% 15,10% 15,29% 15,32% 

81 7,28% 7,56% 7,58% 7,59% 

SNR20 

1 4,78% 4,94% 4,98% 4,99% 

21 9,12% 9,20% 9,17% 9,10% 

41 4,99% 5,11% 5,06% 5,05% 

61 13,80% 14,84% 15,04% 15,06% 

81 7,08% 7,34% 7,39% 7,38% 

Tableau V-1: Erreurs quadratiques moyennes normalisées (nRMSE) de la vitesse pour différents 

instants du cycle cardiaque, différentes valeurs du bruit et différents nombres de plans reconstruits. 

 

 

Malgré des erreurs azimutales élevées, l'aspect global de l'écoulement a été adéquatement 

estimé. En effet, comme l'illustre la Figure V-14, l’iVFM-3D a permis de reconstruire des champs de 

vitesse à trois composantes dans le volume intraventriculaire complet à partir de trois plans Doppler 

uniquement. En particulier, les anneaux tourbillonnaires (volumes rouges des images de gauche) qui se 

sont formés pendant le remplissage rapide du ventricule gauche (frame 50), ainsi que la recirculation 

globale pendant la diastase (frame #60) sont estimés de façon cohérente. Les lignes de courant de 

l'écoulement dérivées de l'iVFM-3D étaient, elles aussi, consistantes avec celles de la référence dérivée 

du modèle CFD. Enfin, les volumes du ventricule gauche, dans le cas de l’iVFM-3D, ont été interpolés 

(par interpolation trigonométrique également) à partir des trois plans uniquement (voir Section IV.2.1) ; 

leurs tailles et formes sont cohérentes avec ceux de notre référence CFD. 
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Figure V-14: L’iVFM-3D (2ème ligne) permet la reconstruction du flux sanguin intraventriculaire. 

À titre de comparaison, la 1ère ligne montre les champs de vitesse CFD originaux. Les couleurs des 

lignes de courant représentent les amplitudes de vitesse. Les volumes rouges illustrent les régions de 

vortex détectées par le critère 𝑄 (voir Équation (V.5) Section V.3.3). (Vixège, Berod, Courand, et al. 

2021) 

 

 

 Évaluation de la vorticité 

 

L’objectif de l’iVFM-3D est la reconstruction de l’écoulement du sang dans le ventricule 

gauche, mais aussi la détection de son vortex. Le vortex intraventriculaire étant une zone de forte 

vorticité (équation (V.3)), la précision de l’estimation de la vorticité est primordiale. La Figure V-15 

montre la moyenne de la norme de la vorticité (à gauche) et la moyenne de ses composantes (à droite). 

L’estimation des composantes radiales de la vorticité (𝜔𝑟 ) est moins précise que celle des composantes 

azimutales (𝜔𝜑) et polaires (𝜔𝜃). Cela est prévisible puisque les composantes 𝜔𝑟 sont calculées à partir 

des composantes azimutales et d’élévation de la vitesse ; celles-ci sont les inconnues de notre problème, 

et leurs valeurs sont donc moins bien estimées. 

Pour ce qui est de la moyenne de la norme de la vorticité (Figure V-15, gauche), les deux courbes 

se superposent globalement, excepté au niveau du pic de vorticité, autour de la frame 55. Néanmoins, 

les profils de vorticité produit par l’iVFM-3D sont cohérents avec ceux calculés à partir de la référence. 
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Figure V-15: Vorticités moyennes déduites du champ de vitesse reconstruit par l’iVFM-3D 

comparées à celles calculées à partir des vitesses de référence. À gauche, la moyenne des amplitudes 

de la vorticité. À droite, la moyenne des composantes de la vorticité : radiale (𝜔𝑟), d’élévation (𝜔𝜃), 

et azimutale (𝜔𝜑). (Vixège, Berod, Courand, et al. 2021) 

 

 Volume du vortex 

 

Le volume (du vortex ou du ventricule) estimé par l’iVFM-3D, ou calculé à partir des plans de 

référence, est dépendant de la taille des voxels qui le composent. C’est pourquoi, avant de calculer le 

volume du vortex, nous avons comparé les volumes du ventricule dans trois cas de figure : une 

reconstruction sur 12 plans (en utilisant notre méthode sur une acquisition triplan), une acquisition de 

12 plans sur le modèle CFD, et le volume réel du modèle CFD. Ce dernier a un maillage plus fin (environ 

7 × 106 nœuds pour la cavité intra-ventriculaire gauche) et il est notre volume de référence (voir Figure 

V-16). 

 

 

Figure V-16: Volume du ventricule en fonction de l'instant du  cycle cardiaque. En bleu, le volume 

calculé sur 12 plans par l'iVFM-3D; en rouge, le volume calculé sur 12 plans du modèle de référence; 

en noir, le volume réel du modèle CFD. 
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Une reconstruction sur 12 plans permet une estimation rigoureuse du volume intraventriculaire, 

notamment pour le cas de référence (les courbes rouge et noire de la Figure V-16). L’iVFM-3D interpole 

le volume du ventricule à partir de seulement trois plans (courbe bleue Figure V-16), c’est pourquoi il 

est moins précis que le volume calculé à partir des 12 plans interpolés à partir du modèle CFD. 

Néanmoins, l’iVFM-3D permet une estimation fidèle du volume intra-cavitaire et la résolution de ce 

volume sur 12 plans est suffisante pour limiter le biais induit par la taille des voxels. 

À partir de 12 plans interpolés, nous avons estimé les volumes des vortex en utilisant le critère 

𝑄 (Günther and Theisel 2018) : un voxel appartient à un vortex si sa valeur 𝑄 est supérieure à un seuil 

prédéfini. La valeur du critère 𝑄, dans le cas d’un écoulement à divergence nulle, est calculée en utilisant 

l’équation suivante : 

 
𝑄 =

1

2
(‖𝛀‖2 − ‖𝐒‖2) (V.5) 

Où 𝛀 est le tenseur de vorticité et 𝐒 est le tenseur de vitesse de déformation. Le critère 𝑄 

considère qu’un vortex est une zone de l’écoulement où la norme euclidienne du tenseur de vorticité 𝛀 

est supérieure à la norme euclidienne du tenseur de vitesse de déformation 𝐒. 

Il n’y a pas de seuil universel pour définir si la zone considérée est un vortex ou non, c’est 

pourquoi nous avons considéré plusieurs seuils autour d’une valeur choisie arbitrairement qui permettait 

une bonne visualisation du vortex dans le cas CFD. La valeur choisie était de 10 000 s−2. Les seuils 

étaient compris entre 5 000 et 15 000 s−2 pour obtenir plusieurs estimations de volume par pas de temps. 

La Figure V-17 montre la médiane et l’erreur standard des valeurs obtenues avec les différents seuillages 

pour un SNR de 40 dB. ParaView (Kitware Inc., NY, USA), un logiciel libre d'analyse et de visualisation 

des données, a été utilisé afin de calculer le volume du vortex dans le cas du modèle CFD. Ces dérivés 

des champs de vitesse reconstruits par l’iVFM-3D ont été estimés à l'aide de codes MATLAB internes. 

 

 

Figure V-17: Comparaison entre les volumes de vortex déduits du champ de vitesse reconstruit par 

l’iVFM-3D et ceux calculés sur le modèle CFD directement. Les régions tourbillonnaires ont été 

détectées en utilisant le critère 𝑄. Un voxel appartenait à un tourbillon si sa valeur 𝑄 était supérieure 

à un seuil. Plusieurs seuils ont été utilisés : les barres d'erreur illustrent les erreurs standards. 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021) 
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Les volumes des noyaux de vortex (Figure V-17), déterminés par le critère 𝑄 (volumes rouges 

dans la Figure V-14), étaient les plus importants au milieu du remplissage (autour de la frame 55). Les 

volumes de vortex dérivés de l'iVFM-3D correspondaient à ceux mesurés dans le modèle CFD, mais 

présentaient quelques incohérences (Figure V-17), notamment pour la frame 55. Afin de tester la 

robustesse de notre estimation du volume du vortex, nous l’avons évalué pour plusieurs niveaux de bruit. 

La Figure V-18 montre les volumes du vortex intraventriculaire pour un seuil du critère 𝑄 de 10 000 

s−2, les valeurs obtenues sont proches et les profils sont similaires entre eux. Dans le cas d’un SNR de 

20 dB, le volume obtenu est plus faible. En effet, plus le niveau de bruit est élevé, plus le lissage devient 

important, ce qui a un impact sur le champ de vitesse reconstruit et donc sur l’estimation du volume du 

vortex. Pour les deux autres cas, les courbes sont superposées. 

 

 

Figure V-18: Volumes de vortex déduits du champ de vitesse reconstruit par l’iVFM-3D pour 

différentes valeurs de bruit. Les régions tourbillonnaires ont été détectées en utilisant le critère 𝑄. 

Un voxel appartenait à un tourbillon si sa valeur 𝑄 était supérieure à 1𝑒4𝑠−2. 

 

 Discussion 
 

Les résultats présentés dans ce chapitre, sur le modèle d’écoulement CFD, montrent que l'iVFM-

2D et l’iVFM-3D peuvent saisir avec précision la dynamique globale du flux intraventriculaire. Notre 

étude a testé la méthodologie algorithmique, pour cela, nous avons généré des champs Doppler "idéaux" 

(altérés uniquement avec un bruit Gaussien) à partir des composantes de vitesse radiale interpolées 

depuis le modèle CFD. Nos résultats ne nous permettent donc pas de conclure sur les effets des artefacts 

de l'imagerie ultrasonore, tels que les artefacts liés aux mouvements de la paroi et les lobes latéraux ou 

de réseau, et les manques d’information Doppler dus au filtrage des parois. 

En ce qui concerne l’iVFM-2D, les erreurs normalisées varient de 2 à 12 % pour les 

composantes de vitesse transversale (angulaire) et sont inférieures à 5% pendant la majeure partie du 

cycle cardiaque. Les erreurs normalisées sont inférieures à 4% pour les composantes radiales de la 

vitesse. Les erreurs dans la direction radiale sont principalement dues aux deux contraintes qui ne sont 

pas entièrement satisfaites (c'est-à-dire un écoulement plan incompressible et des conditions limites de 

glissement à la paroi). La concordance des fonctions de courant (𝑟2  =  0,88, Figure V-9) entre les 

champs d'écoulement réels et estimés montre que l'iVFM-2D peut déchiffrer avec succès les 

caractéristiques, à grande échelle, de l’écoulement intraventriculaire. 
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De plus, l'algorithme iVFM-2D a fourni une estimation précise de la vorticité intraventriculaire 

moyenne (Figure V-10) : celle-ci reflète le taux de rotation local d'une particule de fluide et permet donc 

la caractérisation du vortex. La vorticité moyenne a atteint un maximum à la fin du remplissage précoce, 

c'est-à-dire lorsque le vortex était le plus important. Ce pic de vorticité moyenne pourrait refléter le 

degré de remplissage du ventricule gauche et donc l’état de la fonction diastolique. 

Afin de vérifier la bonne estimation du flux intraventriculaire par l’iVFM-2D contraint, 

développé dans cette thèse, nous l’avons comparé avec la méthode développée dans Assi et al. (Assi et 

al. 2017). La Figure V-19 montre les erreurs de deux méthodes, calculées par l’équation (V.1), pour 

chaque composante de la vitesse. Les trois coefficients de la méthode de Assi ont été choisis de façon à 

minimiser l’erreur pour la frame 61, puis gardés constant sur tout le cycle cardiaque, de façon à tester 

les deux techniques dans les mêmes conditions d’utilisation. Enfin, la méthode de Assi n’a été testée 

qu’avec un SNR de 40 dB. Les erreurs des deux démarches sont très proches pour les deux composantes 

de la vitesse, ce qui indique que le fait de contraindre le problème n’a qu’un impact modéré sur les 

courbes d’erreur, mais permet de réduire le nombre de paramètres de régularisation à déterminer à un, 

au lieu de trois ; cela réduit donc le temps de calcul. En effet, la différence principale, entre les deux 

méthodes, est que la divergence nulle et les conditions aux limites ne sont pas exprimées dans le sens 

des moindres carrés, mais sont imposées explicitement. 

 

 

Figure V-19: En rouge et bleu : erreurs quadratiques moyennes normalisées (nRMSE) entre les 

vecteurs de vitesse dérivés de l'iVFM-2D et ceux issus de la CFD. En pointillés verts, les nRMSE de 

la méthode développée par Assi avec 3 paramètres de lissage. 

 

En ce qui concerne l’iVFM-3D, les composantes radiales du champ de vitesse ont été les mieux 

reconstruites, avec des erreurs inférieures à 3 %. Les différences proviennent du lissage et du schéma 

d'interpolation trigonométrique imposés par l'iVFM-3D. Les erreurs sur les composantes polaires étaient 

proches de celles observées avec la version présentée de l'iVFM-2D, comprises entre 2 et 10 %. En 

revanche, les composantes azimutales étaient les plus sujettes à erreur car, le mode triplan ne nous 

fournit que peu d'informations dans cette direction, c’est pourquoi nous avons obtenu des erreurs entre 

4 et 15 %. Les erreurs d’estimation des vitesses étaient plus importantes au début du remplissage 

ventriculaire. Il s'agit d'une phase de l'écoulement où les vitesses polaires et azimutales deviennent 

significatives puisque des changements importants se produisent dans l’écoulement ; le vortex passe 

d'une forme annulaire symétrique à une forme de recirculation globale dans le ventricule. Malgré des 

erreurs azimutales significatives, l'aspect global de l'écoulement a été fidèlement reconstruit par l’iVFM-
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3D (Figure V-14). De plus, celui-ci permet d’obtenir une estimation du volume ainsi que de la forme du 

vortex intraventriculaire (Figure V-17 et Figure V-18). 

Qui plus est, la vorticité globale a été déterminée avec précision, ce qui tend à montrer que 

l’iVFM-3D pourrait être utilisé comme marqueur physiologique afin de caractériser les flux intra-

cavitaires du ventricule gauche, plus particulièrement la fonction de remplissage. En effet, les résultats 

obtenus avec le modèle CFD montrent qu'il serait possible de mesurer les indices tourbillonnaires 

globaux (Figure V-15). En particulier, nous pensons que le pic de vorticité globale pourrait refléter la 

fonction diastolique. Cependant ceci reste à démontrer, car notre étude ne concerne pour l’instant qu'un 

seul cas, et ne permet donc pas une conclusion définitive. 
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CHAPITRE VI 

 

 

 

VI. Étude clinique 

 

 

Dans ce chapitre, nous évaluons la faisabilité in vivo des iVFM 2D et 3D. Les champs de vitesse 

reconstruits sont comparés aux modalités d’imagerie de référence de l’étude du flux intraventriculaire. 

La première partie de ce chapitre présentera le prétraitement appliqué aux images cliniques, nécessaire 

à l’application de la méthode détaillée dans ce manuscrit, tel que la segmentation ou le déaliasing. Dans 

une seconde partie, nous évaluons, sur un cycle cardiaque, les champs de vitesse estimés par l’iVFM-

2D ; puis, cette évaluation est faite sur les flux 3D. Enfin, dans une dernière partie, nous discutons des 

résultats obtenus, ainsi que des limites des méthodes proposées. 

 

Les résultats présentés dans ce chapitre sont adaptés de Vixège et al. « Physics-constrained 

intraventricular vector flow mapping by color Doppler » (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021), et de Vixège 

et al. « Full-volume three-component intraventricular vector flow mapping by triplane color Doppler » 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 
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 Pré traitement 

 

Dans le cadre de l’application de l’iVFM à des données cliniques, le cardiologue avec qui nous 

avons travaillé (Pierre-Yves Courand, cardiologue aux Hospices Civiles de Lyon) a acquis des images 

Doppler de couleur du ventricule gauche. Ces images ont été acquises en vue apicale trois cavités (pour 

le cas 2D), ou en mode triplan (pour le cas 3D), à l'aide d'un échographe Vivid E95 (GE Healthcare) et 

d'une sonde cardiaque matricielle de 2,9 MHz (M4S). Les données Doppler ont été extraites avant la 

conversion de l’échographe (c'est-à-dire dans une grille polaire) en utilisant le logiciel EchoPAC (GE 

Healthcare). Les données cliniques acquises lors d’une échographie cardiaque sont bruitées et peuvent 

présenter de l’aliasing (voir Sections II.3, et IV.2.2). Afin de reconstruire un champ de vitesse lisse, 

l’iVFM (2D et 3D) utilise un lisseur dont l’importance lors de la reconstruction est contrôlée par la 

méthode de la L-curve (Section IV.2.3). En ce qui concerne l’aliasing, nous avons utilisé une technique 

faiblement supervisée de déaliasing, décrite dans Muth et al.(Muth et al. 2011), afin de le détecter et de 

rétablir les vitesses radiales (voir Figure VI-1). L’aliasing n’étant pas présent à tous les instants, ni même 

sur toutes les vues d’une acquisition triplan, l’utilisation du déaliasing doit être gérée au cas par cas pour 

éviter d’introduire des erreurs dans les vitesses Doppler (voir Figure VI-1 bas). La Figure VI-1 montre 

deux acquisitions Doppler cliniques, à la fin du remplissage rapide chez un patient sain ; dans le premier 

cas l’aliasing est correctement détecté et dans le deuxième cas, l’algorithme introduit une erreur dans 

les vitesses Doppler. 

 

 

Figure VI-1: Deux exemples de déaliasing lors du remplissage rapide chez un patient sain. Sur la 

ligne du haut, une vue 3 cavités où l'aliasing a correctement été détecté et corrigé par l'algorithme. 

Sur la ligne du bas, une vue 4 cavités où une zone non-aliasée, en bas à droite, a été modifiée. 
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La région d’intérêt est définie en segmentant manuellement les limites internes du ventricule 

gauche (voir Figure VI-2) à l’aide de l’image mode B et du Doppler de couleur. À partir de cette 

délimitation de la paroi, les vecteurs normaux (Figure VI-2b) à celle-ci sont estimés et interpolés sur la 

grille Doppler. Puis les coordonnées de 15 points régulièrement espacés le long de la paroi sont 

conservées (Figure VI-2a), et dans le cas du triplan, ce sont 15 points par plan qui sont conservés. La 

distance parcourue par ces points entre deux instants nous permet de calculer la vitesse de la paroi dans 

le plan à chaque instant en ces points, puis de les interpoler sur toute la paroi endocardique (Sun et al. 

2022). 

 

 

Figure VI-2: a) Segmentation du ventricule gauche sur une vue 3 cavités chez un patient sain. Les 

points verts sont les points sur lesquels la vitesse de la paroi va être calculée. Les points rouges 

représentent le péricarde. b) Les normales à la paroi sont calculées à partir de la segmentation 

manuelle. 

 

Enfin, à la différence du modèle CFD, les cas cliniques nous donnent accès à la puissance 

Doppler. Dans la pratique clinique, une puissance Doppler élevée est généralement associée à une 

vitesse Doppler fiable, c’est pourquoi nous avons utilisé cette information comme pondération du 

Doppler de couleur. Dans EchoPAC, la puissance Doppler (𝑃𝐷) est comprise entre 1 et 100. Les poids 

𝜔 (voir Eq. 1) ont été définis à partir des champs Doppler de puissance comme suit afin d’être compris 

entre 0 et 1 : 

 𝜔 = log(𝑃𝐷)/2 (VI.1) 

Afin de prendre en compte la pondération, l’équation d’adéquation aux données devient : 

 ∫ (𝑣𝑟 + 𝑢𝐷)
2 dΩ 

Ω

⇒ ∫𝜔 × (𝑣𝑟 + 𝑢𝐷)
2 dΩ 

Ω

 (VI.2) 

 

La Figure VI-3, ligne du haut, présente les valeurs de la puissance Doppler sur un cas clinique 

et la valeur des poids associés. Enfin, la ligne du bas montre les valeurs du Doppler de couleur 

correspondant. Dans le cercle rouge, une forte vitesse Doppler est mise en évidence ; hors la vitesse à 

cet endroit ne devrait pas être aussi élevée donc la vitesse acquise est mal estimée à cause d’un faible 

retour du signal provenant de cette zone. La prise en compte du Doppler de puissance permet de 

minimiser l’importance accordée à cet endroit lors du calcul du champ de vitesse. 
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Figure VI-3: Calcul du poids sur un cas clinique. En haut à droite, les pondérations calculées à partir du Doppler 

de puissance fourni par l'échographe (en haut à gauche). En bas à droite, les vitesses Doppler correspondant au 

même instant. Entouré en rouge, une zone mal estimée par le Doppler couleur. 

 

Le paramètre de régularisation est calculé en utilisant la méthode de la courbe en L (voir Section 

IV.2.3) à la fin du remplissage rapide. Le même paramètre de régularisation est utilisé pour calculer les 

champs de flux vectoriels intraventriculaires du même cycle cardiaque. 

 

 Reconstruction 2D 

 

Les écoulements reconstruits avec l’iVFM-2D permettent de mettre en évidence la dynamique 

du flux intraventriculaire, difficilement déchiffrable par le Doppler couleur standard. Un exemple de la 

dynamique du flux sanguin au cours d'un cycle cardiaque est présenté à la Figure VI-4. Cet exemple 

montre les jets systolique et diastolique ainsi que la formation du vortex global chez un patient sain (sans 

maladie cardiaque) à la fin du remplissage rapide (i.e. pendant la relaxation ventriculaire). Le vortex 

était encore visible pendant la diastase : la période entre la relaxation ventriculaire et la contraction 

auriculaire. Enfin, le jet dû à la contraction auriculaire, et permettant la conservation du mouvement de 

recirculation, est également déchiffré par notre méthode (systole auriculaire). La Figure VI-5 représente 

des reconstructions du flux sanguin intraventriculaire pendant le remplissage rapide chez neuf patients. 

L'anneau tourbillonnaire est visible sur certaines images au début du remplissage rapide. Sur d'autres, le 

vortex global qui se forme à la fin du remplissage précoce est reconstruit. 
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Figure VI-4: Reconstruction du flux vectoriel intraventriculaire chez un patient. Les images 

sélectionnées montrent l'entrée et la sortie du sang dans le ventricule gauche. Le grand vortex qui se 

forme au début du remplissage est visible pendant la diastase. La couleur des flèches représente les 

champs Doppler couleur originaux à partir desquels les champs ont été calculés (Vixège, Berod, Sun, 

et al. 2021). 
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Figure VI-5: Reconstruction du flux vectoriel intraventriculaire chez neuf patients. Ces images sélectionnées 

montrent le flux sanguin intra-ventriculaire pendant le remplissage rapide (c'est-à-dire la relaxation 

ventriculaire). La couleur des flèches représente les champs Doppler couleur originaux à partir desquels 

les champs ont été calculés (Vixège, Berod, Sun, et al. 2021). 

 

Les écoulements calculés à partir de l’iVFM-2D sont réalistes et sont en adéquation avec les 

champs de vitesse reconstruits, en vue 3 cavités, via d’autres méthodes telles que l’écho-PIV ((Sengupta, 

Pedrizzetti, et al. 2012), Figure VI-6), ou encore via la méthode utilisée en clinique sur les échographes 

Fujifilm, développée par Garcia et al (Garcia et al. 2010) (Figure VI-7). L’anneau de vortex est visible 

sur les trois cas de la colonne de gauche (Figure VI-5), et correspond au cas de la Figure VI-7a. Le 

vortex s’élargit pendant le remplissage rapide (colonnes du milieu et de droite Figure VI-5 et Figure 

VI-6A) jusqu’à remplir complètement le ventricule lors de la diastase. Le flux de recirculation déchiffré 

par l’iVFM-2D pendant cette dernière phase, ainsi que celui de la systole, concordent avec ceux 

reconstruits par les autres méthodes (Figure VI-4, Figure VI-6BC et Figure VI-7bd). Finalement, la 

reconstruction du champ de vitesse par la technique de l’iVFM-2D est cohérente avec les autres 
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techniques telles que l’écho-PIV et la technique de Garcia. Pour rappel, l’écho-PIV n’est pas applicable 

en routine clinique, dû à l’injection de produit de contraste, et la technique de Garcia reconstruit ligne 

par ligne, ce qui introduit des discontinuités (voir Section III). 
 

 
Figure VI-6: L'écoulement est représenté par des lignes de courant dont la couleur correspond à 

l'énergie cinétique. Les données de vitesse instantanées sont obtenues par écho-PIV. L’acquisition 

est faite en vue apicale axe long pendant les phases (A) de remplissage rapide, (B) de remplissage 

lent et (C) d'éjection du cycle cardiaque. (Sengupta, Pedrizzetti, et al. 2012) 
 

 
Figure VI-7: Écoulement du sang dans le ventricule gauche d’un patient sain, superposé à une 

séquence d'images anatomiques en mode B apicales axe long pendant (a) le remplissage rapide, (b) le 

remplissage lent, (c) la contraction iso-volumique, (d) le début de l’éjection. Les vecteurs indiquent la 

direction et l’amplitude de la vitesse, cette dernière est aussi codée par la couleur. (Garcia et al. 2010) 
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L’iVFM-2D a également permis de reconstruire le flux intraventriculaire à partir d’une vue 

parasternale (voir Section I.2.1) chez la souris. Pour cela, une hypothèse de flux normal à l’anneau mitral 

(dans le plan) a été ajoutée. La Figure VI-8 montre les résultats obtenus à partir d’un Doppler de couleur 

à haute cadence d’imagerie (104 fps) : l’instant imagé correspond au moment où le vortex s’élargit pour 

remplir le ventricule, pendant le remplissage rapide. Notre méthode a permis de reconstruire le champ 

de vitesse de l’écoulement afin d’en visualiser le vortex intraventriculaire. De plus, les lignes de courant 

(lignes vertes) et la fonction de courant (dont la valeur absolue a été utilisée pour colorer les flèches de 

l’iVFM-2D) ont également été calculées. 

 

 

Figure VI-8: Reconstruction de l'écoulement intraventriculaire chez une souris par iVFM-2D, à partir 

d’une acquisition Doppler de couleur en vue parasternale. 

 

 Reconstruction 3D 

 

La faisabilité clinique de l’iVFM-3D a été testée chez quatre volontaires, avec ou sans maladie 

cardiaque, lors d'un examen échocardiographique de routine. L'échocardiographie triplan fait partie du 

 

Figure VI-9: Doppler de couleur triplan lors d'un examen échocardiographique de routine. Les vues 

deux, trois et quatre cavités sont affichées simultanément avec des angles de 60 degrés entre les plans 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 
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protocole d'examen standard. Le cardiologue a acquis les vues apicales axe long deux, trois et quatre 

cavités en utilisant un mode Doppler couleur triplan sur un échographe GE Vivid E95 (Figure VI-9). 

Nous avons sélectionné les données échocardiographiques triplan avec des images en B-mode et 

Doppler de bonne qualité (patients échogènes, ventricule gauche complet dans les trois plans, pas 

d'artefacts visibles). Nous avons obtenu environ 11 triplans Doppler de couleur par cycle cardiaque, 

donc 33 images Doppler de couleur et images en mode B (avant la conversion du balayage) par cycle 

cardiaque chez chacun des patients. Nous avons délimité les parois endocardiques manuellement sur 

chaque plan. Les vitesses des parois dans chaque plan ont été estimées à partir des déplacements de 

l'endocarde entre deux images successives. Nous avons finalement calculé les champs de vitesse 

intraventriculaire à trois composantes dans le volume entier avec notre méthode (Figure VI-10 et Figure 

VI-11). La création des matrices creuses et la résolution du système linéaire ont nécessité environ 20s 

avec un code MATLAB interne fonctionnant sur le CPU. Les régions tourbillonnaires ont été détectées 

en utilisant le critère 𝑄, et les flux sanguins intraventriculaires ont été visualisés par des lignes de 

courant. La couleur des lignes de courant correspond à la vitesse radiale du champ de vitesse reconstruit. 

 

 

Figure VI-10: iVFM-3D chez un patient sain. Les couleurs représentent les vitesses radiales du 

champ reconstruit. L'anneau tourbillonnaire (tore rouge) est visible au début du remplissage rapide 

(relaxation du ventricule gauche) (Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 
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Figure VI-11: 3D-iVFM chez trois patients malades. Les couleurs représentent les vitesses radiales. 

Sur la ligne du haut, une grande structure tourbillonnaire est présente pendant la contraction iso-

volumétrique. Sur la ligne du bas, un anneau tourbillonnaire est visible au début de la diastole 

(Vixège, Berod, Courand, et al. 2021). 

 

Les écoulements calculés à partir de l’iVFM-3D sont réalistes et sont en adéquation avec les 

écoulements reconstruits via d’autres méthodes telles que celle développée par Gronli et al (Gronli et 

al. 2018) (voir section III.3), utilisant un volume Doppler non accessible en routine clinique, ou obtenues 

par IRM (voir Section II.1). De même que pour l’iVFM-2D, l’iVFM-3D permet de reconstruire la 
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dynamique du vortex. L’anneau de vortex au début du remplissage rapide (Figure VI-10, et Figure VI-11 

bas) est clairement visible, puis s’élargit jusqu’à remplir complètement le ventricule lors du remplissage 

lent (Figure VI-10). Cette recirculation, qui se continue pendant la contraction iso-volumique (Figure 

VI-11 haut), est cohérente avec celles obtenues avec les autres techniques. Enfin, le jet systolique est 

également déchiffré (Figure VI-10). 

 

 Discussion 

 

Nous avons montré que les reconstructions 2D et 3D du flux intracardiaque sont réalisables avec 

notre méthode lors d'un examen clinique de routine. Nous avons utilisé des données d'échocardiographie 

sur une vue 3 cavités ou triplan, avant de procéder à la conversion des données, par le logiciel clinique 

GE Healthcare EchoPAC. Le temps d'acquisition des ultrasons (<20 s) et de calcul de la vitesse en 2D 

(<0,2s par image) et 3D (<20 s par volume) était bien inférieur à celui de l'IRM 4D, même si nous avons 

utilisé un code MATLAB interne. Les résultats que nous avons obtenus sont cohérents avec la littérature 

sur le sujet : l’anneau de vortex au début du remplissage rapide ainsi que son évolution vers une 

recirculation globale sont clairement visibles tant pour le 2D que pour le 3D. Le jet systolique est 

également déchiffré. De plus, les iVFM-2D et 3D pourraient être applicables dans un cadre clinique 

puisqu'ils utilisent une fenêtre échocardiographique apicale standard et des algorithmes rapides. 

Néanmoins, les iVFM ne permettent d’obtenir qu’une estimation du flux car la reconstruction 

n’est que 2D dans le premier cas, et paramétrée dans le second cas. Le champ de vitesse reconstruit par 

l’iVFM-2D, de même que les méthodes développées par Garcia (Garcia et al. 2010) et Assi (Assi et al. 

2017), reposent sur l’hypothèse d’un écoulement conservé dans le plan de quasi-symétrie du vortex : la 

vue 3 cavités. Or, cette hypothèse de conservation en deux dimensions n’est pas vérifiée dans un 

contexte physiologique, mais elle l’est en trois dimensions. C’est pourquoi l’étude de l’écoulement 

intraventriculaire complet peut permettre d’obtenir des estimations du champ de vitesse plus fiables à 

cadence d’imagerie équivalente. 

Cependant, la cadence d’imagerie en mode triplan, sur laquelle se base l’iVFM-3D, est plus 

faible que celle de l’échographie 2D, c’est pourquoi un lissage dans la direction azimutale et dans le 

temps est nécessaire. Ce lissage est une hypothèse forte due au fait que le Doppler de couleur triplan ne 

renvoie qu’une dizaine de séquences par seconde, environ. Pour obtenir une séquence triplan, une série 

de faisceaux ultrasonores focalisés sont transmis séquentiellement dans la direction radiale pour balayer 

les plans d'intérêt. La résolution spatiale d'un plan est d'environ 0,6 mm par 0,7 degrés. En outre, pour 

chaque direction radiale, environ six faisceaux ultrasonores sont transmis pour permettre la 

détermination des vitesses Doppler. Il en résulte qu'il existe un délai important entre la première ligne 

Doppler du premier plan et la dernière ligne Doppler du troisième plan. Un ensemble de données triplans 

a donc une résolution spatio-temporelle limitée. Étant donné les limites du Doppler couleur triplan, 

l’iVFM-3D ne peut fournir que des estimations lissées, dans le temps et dans l’espace, des champs de 

vitesse. 

Par ailleurs, l’influence que peuvent avoir les mouvements de la paroi (clutter) sur le signal 

Doppler n’a pas été étudiée. Cependant, des méthodes récentes permettent de simuler des Doppler de 

couleurs artificiels réalistes mettant en évidence les effets de l'accélération du flux, l'effet des parois, et 

celui des fronts d'onde de transmission, sur les vitesses Doppler (Sun et al. 2022). Ces scénarios 

pourraient permettre d’estimer l’impact de ces différents paramètres sur la qualité de la reconstruction 

de champ de vitesse calculé par l’iVFM (uniquement 2D pour l’instant). 
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Au final, les iVFM développés dans ce manuscrit reposent sur différentes hypothèses, sur 

l’imagerie ou l’écoulement. Malgré cela, les reconstructions présentées dans ce chapitre permettent une 

compréhension de la dynamique du flux intraventriculaire, ainsi que la mise en évidence du vortex 

diastolique. De plus, ceux-ci se basent uniquement sur des images Doppler échographique accessibles 

en clinique, sans nécessité de recalage sur l’ECG, et le calcul des champs de vitesse est rapide, c’est 

pourquoi ils pourraient être applicables dans un contexte clinique. 
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Conclusion et perspectives 

 

 

Le but du travail présenté dans ce manuscrit est de proposer une méthode pour permettre la 

reconstruction du flux sanguin dans le ventricule gauche à partir d’images échographiques cliniques, 

afin de permettre l’étude du vortex intraventriculaire. Ce travail se place dans le contexte du 

développement de marqueurs de la fonction diastolique et dans une optique de dépistage précoce de son 

dysfonctionnement. En effet, le vortex, et son évolution pendant la diastole, permettent à l’écoulement 

du sang, de conserver son énergie cinétique chez un patient sain (Pedrizzetti et al. 2014) ; lorsque le 

remplissage est altéré, cela a un impact important sur le vortex et ses propriétés mécaniques. 

Nous avons proposé une méthode qui permet la reconstruction du flux intracardiaque de manière 

automatique après segmentation. Cette méthode a été écrite sous forme d’une fonction coût sous 

contrainte à minimiser. Notre méthode se base sur deux contraintes de la mécanique des fluides : la 

conservation de la masse, et des conditions aux limites de glissement sur la paroi endocardique. Ces 

contraintes mécaniques ont été imposées dans un problème de minimisation des moindres carrés qui a 

été résolu par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Nous avons validé cette méthode in silico sur 

un modèle CFD de flux cardiaque spécifique au patient en collaboration avec Franck Nicoud, Simon 

Mendez et Alain Berod du laboratoire IMAG à Montpellier. Puis nous avons testé sa faisabilité in vivo 

sur des volontaires en collaboration avec Pierre-Yves Courand, cardiologue aux Hospices Civiles de 

Lyon. Dans les deux études, in silico et in vivo, la dynamique du vortex intraventriculaire qui se forme 

pendant la diastole a été déchiffrée, autant en 2D qu’en 3D, par l’iVFM. Nos résultats tendent à indiquer 

que l’iVFM, 2D et 3D, pourrait fournir des informations échocardiographiques sur la dynamique du flux 

intraventriculaire gauche à partir du Doppler couleur déjà utilisé en routine clinique. Afin de confirmer 

les résultats obtenus avec le modèle CFD, d’autres validations in vivo devront être faites en comparant 

notamment nos résultats avec d’autres méthodes telles que la vélocimétrie IRM 4D (3D + temps) par 

exemple. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : https://theses.insa-lyon.fr/publication/2022LYSEI024/these.pdf 
© [F. Vixege], [2022], INSA Lyon, tous droits réservés



 

94 

La reconstruction 2D a l’avantage de se baser sur une vue apicale axe long 3 cavités facilement 

accessible par le praticien hospitalier. De plus, l’iVFM-2D est rapide (<0,2s par image) et robuste au 

bruit, néanmoins, il ne permet pas de prendre en compte la totalité de l’écoulement intraventriculaire 

qui est 3D. De son côté, l’iVFM-3D se base sur le Doppler de couleur triplan, accessible sur les 

échographes cliniques, qui regroupe les vues apicales axe long 2, 3 et 4 cavités. Du fait des différentes 

vues obtenues lors d’une même acquisition, imager le ventricule en entier sur chaque plan est plus 

compliqué avec un mode triplan ; cependant, le mode triplan est un outil déjà utilisé durant les examens 

cliniques. Enfin, l’iVFM-3D permet la reconstruction en trois dimensions du flux dans le volume 

complet du ventricule gauche à partir de manière assez rapide (<20 s par volume) et robuste au bruit. 

De plus, notre technique ne se base que sur trois plans Doppler de couleur, ce qui nous permet de garder 

une cadence d’imagerie assez élevée comparée aux autres techniques volumiques, et nous parvenons à 

estimer de façon fiable la vorticité de l’écoulement, ainsi que le volume et l’évolution du vortex 

intraventriculaire. 

 

Notre méthode permet donc la reconstruction du flux intraventriculaire chez des patients à partir 

d’échographie Doppler de couleur de manière automatique. Même si cette méthode est robuste, plusieurs 

pistes d’exploration sont envisagées afin de l’améliorer : notamment en ce qui concerne la segmentation. 

Dans cette étude, la segmentation endocardique a été réalisée manuellement pour l'analyse des cas 

cliniques. Cette étape était nécessaire pour déterminer les conditions limites. Pour éviter cette tâche 

fastidieuse, une future version de iVFM (2D et 3D) pourrait inclure une segmentation assistée par 

apprentissage profond, comme décrit dans Leclerc et al (Leclerc et al. 2020). 

Pour aller plus loin dans cette optique, il est également envisageable de former un réseau de 

neurones à reconstruire les écoulements intraventriculaires en 2D et 3D directement à partir des images 

Doppler de couleur clinique. En effet, le réseau pourrait s’entraîner sur plusieurs cycles cardiaques de 

patients différents avec les images cliniques ainsi que les écoulements reconstruits par notre algorithme. 

Le but serait d’obtenir en temps réel les cartes de flux intraventriculaire ainsi que des marqueurs dérivés 

comme le volume du vortex ou la vorticité moyenne. 

Dans un dernier temps, l’apprentissage profond est déjà investigué pour l’augmentation de la 

cadence d’imagerie du Doppler de couleur. En effet, pour obtenir une image Doppler, plusieurs tirs 

ultrasonores sont nécessaires afin de calculer le déphasage et d’en déduire la vitesse en chaque point de 

l’axe ultrasonore imagé, entre 6 et 8 sur les échographes cliniques. En formant un réseau de neurones, 

il serait possible de baisser ce nombre à 4, voire moins, ce qui augmenterait d’autant la cadence 

d’imagerie. Une autre méthode, proposée par Ramalli et al (Ramalli et al. 2020), serait de faire 

l’acquisition de plusieurs lignes en même temps : cela augmenterait aussi la cadence d’imagerie, mais 

aurait un impact sur la qualité du Doppler. 

Enfin, la création d’un logiciel basé sur l’algorithme que nous avons mis au point est prévue. 

Dans un premier temps, il sera conçu pour la reconstruction du flux intraventriculaire 2D, mais il est 

envisagé qu’il puisse s’étendre au 3D. Ce logiciel sera à destination des cliniciens afin de leur permettre 

l’étude complète de l’écoulement du sang dans le ventricule gauche. De plus, il pourra permettre l’étude 

de marqueur tels que la vorticité moyenne pour les diagnostics de la dysfonction diastolique. Enfin, la 

création d’un logiciel autonome (i.e. en s’affranchissant de Matlab) permettra une meilleure diffusion 

de notre méthode à destination du milieu médical. 
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Annexe 

 

 

Coordonnées sphériques utilisées : 

Elles sont définies par : [Rayon, Élévation, Azimute]. Nous appelons 𝜃 l’angle d’élévation et 𝜑 l’angle 

azimutal et nous les définissons comme suit : 𝑅+ ×]0 𝜋[× [0 2𝜋[. 

 

Notation : 

 ⊗ Produit de Kronecker 

 ⊗𝑜 Produit tensoriel 

 ∘ Produit d’Hadamard 

 •μ Produit en mode μ 

 𝑽𝑹,𝚯,𝚽, 𝑹, 𝚯,𝚽 Forme tensorielle des vitesses radiale, azimutale et d’élévation, du rayon, de 

l’angle azimutal et d’élévation (𝑀 × 𝑁 × 𝑂) 

 𝒗𝒓,𝛉,𝛗, 𝒓, 𝜽,𝝋 Forme vectorielle des vitesses radiale, azimutale et d’élévation, du rayon, de 

l’angle azimutal et d’élévation(𝑀𝑁𝑂 × 1) ; 𝒗 le vecteur vitesse est de taille (3𝑀𝑁𝑂 × 1). 

 𝑽𝑫 et 𝒗𝑫 Forme tensorielle et vectorielle du négatif de la vitesse Doppler 

 𝐴𝑖𝑅,Θ,Φ Forme tensorielle des fonctions paramétrisant les vitesses radiale, azimutale et 

d’élévation (𝑀 × 𝑁). 

 𝒂𝒊𝒓,𝜽,𝝋 Forme vectorielle des fonctions paramétrisant les vitesses radiale, azimutale et 

d’élévation (𝑀𝑁 × 1). 

 𝑵𝑹, 𝑵𝚯 et 𝒏𝒓, 𝒏𝛉 Respectivement forme tensorielle et vectorielle des composantes des vecteurs 

normaux à la paroi. 

 𝑶𝒑 vecteur de zéros de taille (𝑝 × 1)  

 𝕆𝑝 Matrice de zéros de taille (𝑝 × 𝑝) 

 𝑰𝒑 Vecteur colonne de un de taille (𝑝 × 1) 

 𝕀𝑝 Matrice identité de taille (𝑝 × 𝑝) 

 𝐷̇𝑝 et 𝐷̈𝑝 Respectivement matrice de dérivation de premier et second ordre de taille (𝑝 × 𝑝) 

NB : la dérivée suivant 𝜑 est périodique 

 ℎ𝑟 et ℎ𝜃  Respectivement le pas radial et d’élévation. Le pas est régulier en sphérique. 

Propriétés : 

 vec(𝐴𝑋) = (𝐼⨂𝐴)vec(𝑋) 

  vec(𝑋𝐴𝑇) = (𝐴⨂𝐼)vec(𝑋) 

 (𝐴⨂𝐵)(𝐶⨂𝐷) = (𝐴𝐶⨂𝐵𝐷) 

 𝐴∘2 = 𝐴 ∘ 𝐴 
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Fonction coût à minimiser : La fonction coût à minimiser est définie Section IV.1.4 comme suit : 

𝐽(𝑣⃗) = ∫ (𝑣𝑟 − 𝑣𝑑)
2𝑑𝛺

𝛺

+ 𝛼 ∑ ∫((𝑟2 sin(𝜃) ²
𝜕²𝑣𝑚

𝜕𝑟²
)

2

+ (sin(𝜃)2
𝜕²𝑣𝑚

𝜕𝜃²
)

2

𝛺𝑚∈{𝑟,𝜃,φ}

 

+(
𝜕²𝑣𝑚

𝜕φ²
)

2

+2(𝑟 sin(𝜃)2
𝜕²𝑣𝑚
𝜕𝑟𝜕𝜃

)

2

+ 2(sin(𝜃)
𝜕²𝑣𝑚
𝜕𝜃𝜕φ

)

2

+ 2(𝑟 sin(𝜃)
𝜕²𝑣𝑚
𝜕φ𝜕𝑟

)

2

)𝑑𝛺 

Tel que :  

{
 
 

 
 2 sin(𝜃)𝑣𝑟 + 𝑟 sin(𝜃)

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟
+ cos(𝜃)𝑣𝜃 + sin(𝜃)

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣φ

𝜕φ
= 0 sur Ω,

(𝑣𝑟 − 𝑣𝑤 𝑟) 𝑛𝑤 𝑟 + (𝑣𝜃 − 𝑣𝑤 𝜃) 𝑛𝑤 𝜃 = 0  sur 𝜕Ω 
 𝑣𝜑 = 0  sur 𝜕Ω

 

 

Notre objectif est de réécrire cette fonction coût sous forme d’un produit matrice-vecteur pour obtenir 

le champ vectoriel de la vitesse de façon numérique. 

 

Les composantes de la vitesse : Nous réécrivons tout d’abord les composantes de la vitesse sous 

forme tensorielle avant de les vectoriser. 

 

Les vitesses 𝑣𝑘, avec 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑}, comme défini dans la Section IV.2.1 peuvent être écrites sous la 

forme : 

 

𝑣𝑘(𝑟, 𝜃) = 𝑎0𝑘(𝑟, 𝜃) + 𝑎1𝑘(𝑟, 𝜃) cos(𝜑) + 𝑎2𝑘(𝑟, 𝜃) cos(2𝜑) + 𝑎3𝑘(𝑟, 𝜃) cos(3𝜑)

+ 𝑎4𝑘(𝑟, 𝜃) sin(𝜑) + 𝑎5𝑘(𝑟, 𝜃) sin(2𝜑) 

                 = 𝑎0𝑘 + 𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝑎4𝑘 sin(𝜑) + 𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝑽𝑲 = 𝐴0𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶 + (𝐴1𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ cos(𝚽) + (𝐴2𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ cos(2𝚽) + (𝐴3𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶)

∘ cos(3𝚽) + (𝐴4𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ sin(𝚽) + (𝐴5𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ sin(2𝚽) 

 

Vectorisation : 

𝒗𝒌 = vec([𝐴0𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶 + (𝐴1𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ cos(𝚽) + (𝐴2𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ cos(2𝚽) + (𝐴3𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ cos(3𝚽)

+ (𝐴4𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ sin(𝚽) + (𝐴5𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) ∘ sin(2𝚽)]) 

𝒗𝒌 = vec(𝐴0𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) + vec(cos(𝚽)) ∘ vec(𝐴1𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) + vec(cos(2𝚽)) ∘ vec(𝐴2𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶)

+ vec(cos(3𝚽)) ∘ vec(𝐴3𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) + vec(sin(𝚽)) ∘ vec(𝐴4𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶)       

+ vec(sin(2𝚽)) ∘ vec(𝐴5𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) 

 

 Nous utilisons les égalités suivantes : vec(𝐴0𝐾⊗𝑜 𝑰𝑶) = 𝑰𝑶⨂𝒂𝟎𝒌 = (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟎𝒌, pour 

obtenir : 
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𝒗𝒌 = (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟎𝒌 + cos(𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟏𝒌 + cos(2𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟐𝒌 + cos(3𝝋)

∘ (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟑𝒌 + sin(𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟒𝒌 + sin(2𝝋) ∘ (𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)𝒂𝟓𝒌 

𝒗𝒌 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)
𝑇

(diag(cos(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos 2(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(3𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇
]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

  

[
 
 
 
 
 
𝒂𝟎𝒌
𝒂𝟏𝒌
𝒂𝟐𝒌
𝒂𝟑𝒌
𝒂𝟒𝒌
𝒂𝟓𝒌]

 
 
 
 
 

= 𝑃𝒂𝒌  

Où 

𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)
𝑇

(diag(cos(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(3𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(sin(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇
]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

  et est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 6𝑀𝑁) 

et 𝒂𝒌 = [𝒂𝟎𝒌
𝑻 𝒂𝟏𝒌

𝑻 𝒂𝟐𝒌
𝑻 𝒂𝟑𝒌

𝑻 𝒂𝟒𝒌
𝑻 𝒂𝟓𝒌

𝑻]
𝑇

 et est de taille (6𝑀𝑁 × 1). 

Le vecteur vitesse 𝒗 peut être réécrit 𝒗 = [𝒗𝒓
𝑻 𝒗𝜽

𝑻 𝒗𝝋
𝑻 ]
𝑇
= (𝕀3⨂𝑃)[𝒂𝒓

𝑻 𝒂𝜽
𝑻 𝒂𝝋

𝑻 ]
𝑇
= (𝕀3⨂𝑃)𝒂 

 

Les dérivées de la vitesse : Nous réécrivons maintenant les dérivées secondes et partielles sous 

forme d’un produit matrice vecteur. 

 

 Les dérivées partielles respectives s’écrivent : 

 

Pour rappel, les coefficient 𝑎𝑛𝑘 dépendent uniquement de (𝑟, 𝜃) d’où : 

 

𝜕𝑟𝑣𝑘 = 𝜕𝑟𝑎0𝑘 + 𝜕𝑟(𝑎1𝑘 cos(𝜑)) + 𝜕𝑟(𝑎2𝑘 cos(2𝜑)) + 𝜕𝑟(𝑎3𝑘 cos(3𝜑)) + 𝜕𝑟(𝑎4𝑘 sin(𝜑))

+ 𝜕𝑟(𝑎5𝑘 sin(2𝜑)) 

𝜕𝑟𝑣𝑘 = 𝜕𝑟𝑎0𝑘 + 𝜕𝑟𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝜕𝑟𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝜕𝑟𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝜕𝑟𝑎4𝑘 sin(𝜑)

+ 𝜕𝑟𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

En utilisant les notations introduites précédemment, nous obtenons : 

Forme vectorielle : 𝜕𝑟𝒗𝒌 =  𝑃𝜕𝑟𝒂𝒌 
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De même pour la suite : 

𝜕𝜃𝑣𝑘 = 𝜕𝜃𝑎0𝑘 + 𝜕𝜃𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝜕𝜃𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝜕𝜃𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝜕𝜃𝑎4𝑘 sin(𝜑)

+ 𝜕𝜃𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

Forme vectorielle : 𝜕𝜃𝒗𝒌 =  𝑃𝜕𝜃𝒂𝒌 

 

𝜕𝜑𝑣𝑘 = −𝑎1𝑘 sin(𝜑) − 2𝑎2𝑘 sin(2𝜑) − 3𝑎3𝑘 sin(3𝜑) + 𝑎4𝑘 cos(𝜑) + 2𝑎5𝑘 cos(2𝜑) 

Forme vectorielle : 𝜕𝜑𝒗𝒌 = 𝑃1𝒂𝒌 

Avec 𝑃1 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

(𝑶𝑶⨂𝕀𝑀𝑁)
𝑇

(diag(−sin(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(−2sin(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(−3 sin(3𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(cos(𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇

(diag(2cos(2𝝋))(𝑰𝑶⨂𝕀𝑀𝑁))
𝑇
]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑇

 

 

 

 Les dérivées secondes partielles respectives utilisées s’écrivent : 

 

𝜕𝑟²𝑣𝑘 = 𝜕𝑟²𝑎0𝑘 + 𝜕𝑟²𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝜕𝑟²𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝜕𝑟²𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝜕𝑟²𝑎4𝑘 sin(𝜑)

+ 𝜕𝑟²𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

Forme vectorielle : 𝜕𝑟²𝒗𝒌 =  𝑃𝜕𝑟²𝒂𝒌 

 

𝜕𝜃²𝑣𝑘 = 𝜕𝜃²𝑎0𝑘 + 𝜕𝜃²𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝜕𝜃²𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝜕𝜃²𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝜕𝜃²𝑎4𝑘 sin(𝜑)

+ 𝜕𝜃²𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

Forme vectorielle : 𝜕𝜃²𝒗𝒌 =  𝑃𝜕𝜃²𝒂𝒌 

 

 

 La dérivée seconde croisée utilisée s’écrit : 

 

𝜕𝑟𝜕𝜃𝑣𝑘 = 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎0𝑘 + 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎1𝑘 cos(𝜑) + 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎2𝑘 cos(2𝜑) + 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎3𝑘 cos(3𝜑) + 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎4𝑘 sin(𝜑)

+ 𝜕𝑟𝜕𝜃𝑎5𝑘 sin(2𝜑) 

Forme vectorielle : 𝜕𝑟𝜕𝜃𝒗𝒌 =  𝑃𝜕𝑟𝜕𝜃𝒂𝒌 

 

Les notations introduites ici nous servent pour simplifier l’écriture finale du problème sous forme de 

produit matrice-vecteur. 
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Vectorisation du problème : 

 

Comme nous l’avons fait juste avant, le problème va être réécrit morceau par morceau sous forme 

tensorielle avant d’être finalement noter sous forme de produit matrice-vecteur. 

 

1. L’adéquation aux données 

  𝛿(𝑣𝑟 − 𝑣𝑑)

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝚫 ∘ (𝑽𝑹 − 𝑽𝑫) 

 

Vectorisation : 

vec(𝚫 ∘ (𝑽𝑹 − 𝑽𝑫)) 

= 𝜹 ∘ (𝒗𝒓 − 𝒗𝑫)  

=  𝜹 ∘ 𝑃𝒂𝒓 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫 = ([1 0 0]⨂(diag(𝜹)𝑃))𝒂 − 𝒗𝑫 = 𝑄0𝒂 − 𝜹 ∘ 𝒗𝑫  

 

Où 𝑄0 = ([𝟏 0 0]⨂(diag(𝜹)𝑃)) et est de taille (𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁). 

 

 

 

2. La divergence 

 

Commençons par le premier terme de la divergence : 

 2𝛿 sin(𝜃)𝑣𝑟 + 𝑟𝛿 sin(𝜃)
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        2𝚫 ∘ sin(𝜣) ∘ 𝑽𝑹 +

1

ℎ𝑟
𝚫 ∘ 𝑹 ∘ sin(𝜣) ∘ (𝐷̇𝑀 •1 𝑽𝑹) 

 

Vectorisation : 

vec (2𝚫 ∘ sin(𝜣) ∘ 𝑽𝑹 + 
1

ℎ𝑟
𝚫 ∘ 𝑹 ∘ sin(𝜣) ∘ (𝐷̇𝑀 •1 𝑽𝑹))  

=  2vec(𝚫) ∘ vec( sin(𝜣)) ∘ vec(𝑽𝑹) +
1

ℎ𝑟
vec(𝚫) ∘ vec(𝑹) ∘ vec(sin(𝜣)) ∘ vec(𝐷̇𝑀 •1 𝑽𝑹) 

= 2𝜹 ∘ sin(𝜽) ∘ 𝑃𝒂𝒓 +
1

ℎ𝑟
𝜹 ∘ 𝒓 ∘ sin(𝜽) ∘ ((𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀)𝑃𝒂𝒓) 

= [2diag(𝜹 ∘ sin(𝜽)) +
1

ℎ𝑟
diag(𝜹 ∘ 𝒓 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀)]𝑃𝒂𝒓 
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Les autres termes de la divergence donnent : 

𝛿 cos(𝜃)𝑣𝜃 + 𝛿 sin(𝜃)
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+ 𝛿
𝜕𝑣φ

𝜕φ

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝚫 ∘ cos(𝚯) ∘ 𝑽𝚯 +

1

ℎ𝜃
𝚫 ∘ sin(𝚯) ∘ (𝐷̇N •2 𝑽𝚯) + 𝚫

∘ 𝜕𝜑𝑽𝚽 

 

Vectorisation : 

vec (𝚫 ∘ cos(𝚯) ∘ 𝑽𝚯 +
1

ℎ𝜃
𝚫 ∘ sin(𝚯) ∘ (𝐷̇N •2 𝑽𝚯) + 𝚫 ∘ 𝜕𝜑𝑽𝚽)  

=  vec(𝚫) ∘ vec(cos(𝚯)) ∘ vec(𝑽𝚯) +
1

ℎ𝜃
vec(𝚫) ∘ vec( sin(𝚯)) ∘ vec(𝐷̇N •2 𝑽𝚯) + vec(𝚫)

∘ vec(𝜕𝜑𝑽𝚽) 

= 𝜹 ∘ cos(𝜽) ∘ 𝑃𝒂𝜽 +
1

ℎ𝜃
𝜹 ∘ sin(𝜽) ∘ ((𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀)𝑃𝒂𝜽) + 𝜹 ∘ 𝑃1𝒂𝝋 

= [diag(𝜹 ∘ cos(𝜽)) +
1

ℎ𝜃
diag(𝜹 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀)] 𝑃𝒂𝜽 + diag(𝜹)𝑃1𝒂𝝋 

 

La matrice finale peut donc s’écrire : 

𝑄1 =

[
 
 
 
 
 
 
((2diag(𝜹 ∘ sin(𝜽)) +

1

ℎ𝑟
diag(𝜹 ∘ 𝒓 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̇𝑀))𝑃)

𝑇

((diag(𝜹 ∘ cos(𝜽)) +
1

ℎ𝜃
diag(𝜹 ∘ sin(𝜽))(𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝕀𝑀))𝑃)

𝑇

(diag(𝜹)𝑃1)
𝑇 ]

 
 
 
 
 
 

 et est de taille (𝑀𝑁𝑂 ×

18𝑀𝑁). 

Où 𝑄1𝒂 = 𝑶𝑴𝑵𝑶 est la première contrainte, la divergence nulle. 

 

 

3. Les conditions aux limites 

 

Commençons par le premier terme : 

𝒗 ∙ 𝒏𝒘 − 𝒗𝒘 ∙ 𝒏𝒘

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝑽𝑹 ∘ 𝑵𝑹 + 𝑽𝚯 ∘ 𝑵𝚯 − 𝑽𝒘𝑹 ∘ 𝑵𝑹 − 𝑽𝐰𝚯 ∘ 𝑵𝚯 

 

Vectorisation : vec(𝑽𝑹 ∘ 𝑵𝑹 + 𝑽𝚯 ∘ 𝑵𝚯 − 𝑽𝒘𝑹 ∘ 𝑵𝑹 − 𝑽𝐰𝚯 ∘ 𝑵𝚯) 

=  𝑃𝒂𝒓 ∘ 𝒏𝒓 + 𝑃𝒂𝜽 ∘ 𝒏𝛉 − 𝒗𝒘𝒓 ∘ 𝒏𝒓 − 𝒗𝒘𝜽 ∘ 𝒏𝛉 

= 𝒏𝒓 ∘ (𝑃𝒂𝒓 − 𝒗𝒘𝒓) + 𝒏𝜽 ∘ (𝑃𝒂𝜽 − 𝒗𝒘𝜽) + 𝒏𝝋 ∘ (𝑃𝒂𝝋 − 𝒗𝒘𝝋) 
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Le dernier terme donne : 

𝜕𝛿 ∘ 𝑣𝜑

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        𝝏𝚫 ∘ 𝑽𝚽  

Vectorisation : 𝝏𝛅 ∘ 𝒗𝛗 

= (diag(𝝏𝛅)𝑃)𝒂𝝋  

 

Nous pouvons donc écrire les deux matrices suivantes : 

𝑄2 = [
diag(𝒏𝒓)𝑃, diag(𝒏𝜽)𝑃,𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂,    𝕆𝑀𝑁𝑂 ,    diag(𝝏𝛅)𝑃

] et est de taille (2𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁). 

𝑄2𝑤 = [
diag(𝒏𝒓), diag(𝒏𝜽),𝕆𝑀𝑁𝑂
𝕆𝑀𝑁𝑂,     𝕆𝑀𝑁𝑂 ,      𝕆𝑀𝑁𝑂

] et est de taille (2𝑀𝑁𝑂 × 3𝑀𝑁𝑂). 

 

Au final, la deuxième contrainte peut s’écrire sous la forme suivante 

𝑸𝟐𝑣 = 𝑄2𝑤𝒗𝒘 

 

4. La fonction de lissage 

 

Comme précédemment, nous réécrivons les termes un par un. 

 

𝛿 𝑟2
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑟2

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        

1

ℎ𝑟
2 𝚫 ∘ 𝑹

∘𝟐 ∘ (𝐷̈𝑀 •1 𝑽𝑲)   𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑} 

Vectorisation : vec (
1

ℎ𝑟
2𝑹

∘𝟐 ∘ (𝐷̈𝑀 •1 𝑽𝑲))= [
1

ℎ𝑟
2 diag(𝜹 ∘ 𝒓

∘𝟐)(𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̈𝑀)] 𝑃𝒂𝒌 

 

 

 

𝛿
𝜕²𝑣𝑘

𝜕𝜃²

𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 
𝑓𝑜𝑟𝑚
⇒    

1

ℎ𝜃
2 𝚫 ∘ (𝐷̈𝑁 •2 𝑽𝑲) 𝑘 ∈ {𝑟, 𝜃, 𝜑} 

Vectorisation : vec (
1

ℎ𝜃
2 𝚫 ∘ (𝐷̈𝑁 •2 𝑽𝑲)) = [

1

ℎ𝜃
2 diag(𝜹)(𝐼𝑂⨂𝐷̈𝑁⨂𝐼𝑀)] 𝑃𝒂𝒌 
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𝛿√2𝑟
𝜕2𝑣𝑘
𝜕𝑟𝜕𝜃

𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒
𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒
⇒        

√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
𝚫 ∘ 𝑹 ∘ (𝐷̇𝑀 •1 𝐷̇𝑁 •2 𝑽𝑲) 

Vectorisation : vec (
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
𝚫 ∘ 𝑹 ∘ (𝐷̇𝑀 •1 𝐷̇𝑁 •2 𝑽𝑲)) 

=
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
𝜹 ∘ 𝒓 ∘ (𝐼𝑂⨂𝐼𝑁⨂𝐷̇𝑀)vec(𝐷̇𝑁 •2 𝑉𝐾) 

=
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
𝜹 ∘ 𝒓 ∘ (𝐼𝑂⨂𝐼𝑁⨂𝐷̇𝑀)(𝐼𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝐼𝑀)𝒗𝒌 

= [
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
diag(𝜹 ∘ 𝒓)(𝐼𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝐷̇𝑀)] 𝑃𝒂𝒌 

 

Nous obtenons au final la matrice suivante : 

Qℒ =

[
 
 
 
 𝕀3⨂

1

ℎ𝑟
2 (diag(𝜹 ∘ 𝒓

∘2) (𝕀𝑂⨂𝕀𝑁⨂𝐷̈𝑀)) 𝑃

𝕀3⨂
√2

ℎ𝑟ℎ𝜃
(diag(𝜹 ∘ 𝒓) (𝕀𝑂⨂𝐷̇𝑁⨂𝐷̇𝑀))𝑃

𝕀3⨂
1

ℎ𝜃
2 (diag(𝜹) (𝕀𝑂⨂𝐷̈𝑁⨂𝕀𝑀)) 𝑃 ]

 
 
 
 

 et est de taille (18𝑀𝑁𝑂 × 18𝑀𝑁). 
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5. La fonction coût 

 

La fonction coût sous contrainte peut finalement être écrite sous la forme d’un produit matrice-vecteur : 

𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐) = (𝑄0𝒂 − 𝒗𝑫)
𝑇(𝑄0𝒂 − 𝒗𝑫) + 𝛼𝒂

𝑇𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ𝒂 + 𝝀𝟏𝑄1𝒂 + 𝝀𝟐(𝑄2𝒂 − 𝑄2𝑤𝒗𝒘) 

 

Trouver le minimum de la fonction revient à chercher  ∆𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐) = 0. 

𝒗𝑽𝑭𝑴 = 𝑎𝑟𝑔min(𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐)) ⇒
𝜕𝐽(𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐)

𝜕𝒎
= 0,𝒎 ∈ {𝒂, 𝝀𝟏, 𝝀𝟐} 

⇒{
2 𝑄0

T(𝑄0𝒂 − 𝒗𝑫) + 2𝛼 𝑄3
 T𝑄3𝒂 + 𝑄1

 T𝝀𝟏 + 𝑄2
 T𝝀𝟐 = 𝑶𝟏𝟖𝑴𝑵

𝑄1𝒂 = 𝑶𝑴𝑵𝑶
𝑄2𝒂 − 𝑄2𝑤𝒗𝒘 = 𝑶𝑴𝑵𝑶

 

⇒ [
2(𝑄0

𝑇𝑄0 + 𝛼𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ) 𝑄1

𝑇 𝑄2
𝑇

𝑄1
𝑄2

𝕆3𝑀𝑁𝑂
] [

𝒂
𝝀𝟏
𝝀𝟐

] = [
2𝑄0

𝑇(𝜹 ∘ 𝒗𝑫)
𝑶𝟔𝑴𝑵
𝑄2𝑤𝒗𝒘

] 

⇒ [
2(𝑄0

𝑇𝑄0 + 𝛼𝑄ℒ
𝑇𝑄ℒ) 𝑄1

𝑇 𝑄2
𝑇

𝑄1
𝑄2

𝕆3𝑀𝑁𝑂
]

[
 
 
 
 
𝒂𝒊𝒓
𝒂𝒊𝜽
𝒂𝒊𝝋
𝝀𝟏
𝝀𝟐 ]
 
 
 
 

= [
2𝑄0

𝑇(𝜹 ∘ 𝒗𝑫)
𝑶𝟔𝑴𝑵
𝑄2𝑤𝒗𝒘

] 

 

Nous obtenons donc un système linéaire 𝐴𝒙 = 𝒃 où 𝐴 est une matrice creuse de taille 

((18𝑀𝑁 + 2𝑀𝑁𝑂) × (18𝑀𝑁 + 2𝑀𝑁𝑂)), 𝒃 est un vecteur colonne de taille ((18𝑀𝑁 + 2𝑀𝑁𝑂) × 1) 

et 𝑥 est un vecteur colonne de taille ((18𝑀𝑁 + 2𝑀𝑁𝑂) × 1) contenant les inconnues du problème. 
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